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§ 1 Matrizen linearer Abbildungen

1.1 Definition
Darstellungsmatrix

Sei V ein C-Vektorraum mit dim(V) = nund ¢:V—-V eine lineare Abbildung .
Sei p = {p1,p3, ..., pnreine Basisvon V.

Wenn wir die Vektoren ¢(p1),...¢(pn) in ihrer Basis
p = {plpol LN ,pn} darste”en

d(P1) = agipr + azpy + -+ Ay

(I)(pn): ApD1 T AP + -+ Ay Pn

a0 am
Ain ° App

Die Matrix (a;; ) heisst Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. der Basis p.

Man bezeichnet sie mit [@],, = (a;)).

1.2 Definition
Ubergangsmatrix

Sei V ein C-Vektorraum mit dim(V) = n und ¢:V-V eine lineare Abbildung.
Seien p= {p1,p,,....porund k ={k,, k,, ..., k,} Zwei verschiedene Basen von V.

Dann kann man die zweite Basis durch die erste ausdricken:

ki = B1101+B2102 + =+ BniPn

kn = :Blnpl"'ﬁanZ +oee Bnnpn



(ﬂn ﬁn1>

Bln ﬂnn

Die Matrix T =(B;;) heisst Ubergangsmatrix p zu k.

1.3 Satz

Sei @:V—V eine lineare Abbildung [¢],, [¢], Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. der Basen e und v
und T =(B;;) Ubergangsmatrix von e zu v. Dann gilt :

[pl, =T '[el. T

§ 2 nilpotente Abbildungen und ihre Jordansche
Normalform

2.1 Definition

Eine lineare Abbildung ¢:V—V heil3t nilpotent, wenn es ein neN gibt mit

@#0, p2 #0, .., " 1#0,9"=0

Bspl:

0 - x 0O - 0
Jede Matrix der Form A= ( £>oderB= ( )



Bsp2:

Nullabbildung ¢ = 0 mit n =1 st nilpotent

Bsp 3:

1 1

Die Matrix A= (_1 1

) ist nilpotent da A2=0

2.2 Definition
@-Tabelle

Eine @-Tabelle ist eine nicht-leere Tabelle der Form

Vi vy V3 Vg Vs Vj
Vi+1 Vi+2 Vi
Vi+1 Va Vm
Vm+1 Vi
mit :

1. Tabelle ist rechtsbiindig
2. F0r die Elemente der Tabelle giltv; e V

- . . @
3. Fur jede Zeile vg, vgyq,...v: gilt vy 25 Vg 1 2.2V, >0

@

@

¢




2.3 Lemma

Sind die Vektoren der letzten Spalte einer ¢-Tabelle linear unabhéngig, so sind alle Vektoren der
Tabelle linear unabhéngig

Beweis:
Durch Bsp.:
Sei
121 v, V3 Uy
Vg Vg vy
Vg Vg

eine beliebige @-Tabelle, in der v,, v;, vy linear unabhéngig sind.
Dann folgt :
a1V + AV, + azv3 + @y,
Vs + agve + a;v;

agvg + AqUy=10

Anwenden von ¢ liefert :

219(V)1 + a20(V)2 + a30(v)3 + asp (V)4
as@(v)s + agp(v)e + a7 9(v);

+ agp(v)g + agp(v)e=0

e
a1V, + ayv; + azv, + a0
asve + agv; + a0
+ agvg + ag0=0

Erneutes anwenden von ¢ liefert:

a19(V), + a9 (V)3 + azp(v),



+ asp(V)e + asp(v)7 + a;90(V)g
+ agp(v)e=0
2 e
a1v3 + ay,v, + a30
+ agv, + a0
+a30=0
Erneutes anwenden von ¢ liefert:
a19(v)3 + ap(v),
+asp(v); =0
s
a1, =0
Da v, linear unabhéngig also # 0, folgt a;=0:
Durch einsetzen in (2) folgt :
ArV4
+a5v,=0
Da v, und v, linear unabhangig folgt a, und a5 =0.

Durch einsetzen in (1) folgt a;= a¢ = ag= 0. Setzt man dies nun in die Anfangsgleichung ein

folgt auch, dass a, = a;=aq¢= 0. Daraus folgt nun @;=...= ag=0 und somit die lineare
Unabhéngigkeit von vq, ..., vg.

Bem.: 1.A. sind die Vektoren der -Tabelle in der letzten Spalte nicht linear unabhangig

2.4 Definition

Elementare Transformation

Die folgenden Operatoren nennt man elementare Transformationen:
ET1) Multiplizieren einer Zeile mit einer Zahl aeV a=0
ET2) Addieren eines Teils einer langeren Zeile zu einer kiirzeren

ET3) Streichen eines Késtchens, das den Nullvektor enthélt und die Tabelle dadurch
rechtsbindig macht

Dadurch lassen sich die Vektoren, der letzten Spalte, der @-Tabelle linear unabhéangig machen.



2.5 Lemma

Die elementare Transformation &ndert den Spann der ¢-Tabelle nicht.

Bew:
ET1) Seien vy,...,1;,,, die Vektoren der ¢-Tabelle und sp(v,...,v,,)
2Z. sp(vq,.VirUm ) =SP(V1, .. AV} U )
“C”x esp(vy, .. ViU ), d.0.
X =a v+ Fav+.ay, vy,
=01+ AL () U,
= X € sp((v1, .. AVjyee, U )
= SP(V1, o Vi Um ) € SP(V1, AV U )
“2”x € sp(vy, ... AV;,..., Uy ), d.D.
X=a v+ o Avi+ Fa, v,
= v+ vt ag, Uy,
= X € sp(Vq, ViU )
= SP(V1, o Vi Vm ) 2 8P(V1, AV U )
Also folgt:  sp(vq,....Vi,..., U ) =SP(V1, . AV} Uiy )
ET2)
ZZ. sp(V1, . ViveVjy ooy U ) =SP(V1, ViV + Vg s, Ui )
“C"x € sp(Vy, . Visen V), iy U ), dih.
X=a V1. F v+ QU+ A Uy
= ayv+. (e @)t ey oy
= ay v+ v a v vy,
= ayvi+. e v+ (V) F L a vy,
=X e sp(v,, ViV + Vg Vi)
= SP(V1, Ve Vjy ooy U ) ESP(V1, 0 Vi Uj + Uiy, U )
“2” analog
Also folgt sp(vy, ...V, V), oo, U ) =SP(V1, 0o Vjen U + Vg s, Uy )

ET3)



2Z sp(vq,..vm)=sp(vq,....0,...Vp)
“c’xesp(vy, ..., vy ) dh.

X=a v+ Fayu vy
=av+.+a;0+. Fa,, v,

=X € sp(Vq, .0,V )

= SP(Vy1, -, Vi ) € 5p(Vq, ...,0,..., )
“2” analog

Insgesamt folgt. sp(vy, ..., vy, ) =SP(v1,...0,...., v, )

2.6 Satz

Jordansche Normalform ftr nilpotente Abbildungen

Sei V ein C-Vektorraum mit dim(V) = nund ¢:V—-V eine nilpotente lineare Abbildung.

Dann existiert eine Basis v = {v;, v,, ..., v, }, S0 dass die Matrix von ¢ in der Basis v eine Block-
diagonale Form hat:

N1 0
W= 72 .
0 Jk
Wobei jeder Block J; folgende Form hat
0 1
0 1 0
Ji=
\ s )
0 0
2.7Bsp.:
0O i 3 0 0 —i
Sei ¢:V—>V;v-—>AvmitA:=< 0 —1) nilpotenteIineareAbbiIdungA2=< 0 0)
0 0
A3=0

Wir bilden die Einheitsvektoren mit ¢ ab:
e;=(1,0,0) T (0,0,0)7



e,=(0,1,0)T » (—i,0,0)T~ (0,0,0)"
es=(0,01)T » (3,-1,0)" (=i,0,0)"+ (0,0,0)7

Tragen wir diese nun in die ¢-Tabelle ein:

(1,0,0)
(0,1,0) (=i,0,0)
(0,01) (3-1,0) (=i,0,0)

Multipliziere die 2. Zeile mit (-1) (ET1) und addiere den darunter liegenden Teil der 3. Zeile
(ET2). Streiche das Kéastchen mit dem Nullvektor und mach die Tabelle wieder rechtsbindig.

(1,00)

(3,00)

(0,01) (3-1,0) (=i,0,0)

(1,0,0) und (3,0,0) kann durch (-i,0,0) dargestellt werden und kénnen gestrichen werden.
=

Wir erhalten die Basis v:={ (—i,0,0)7,(3,—1,0)7,(0,0,1)"}

Nun bilden wir die Vektoren mit ¢ ab:

v, = (=i,0,0)7~ (0,0,0)7
0 1
2= (3,-10) = (=,00)7 =1*v, =>[<p]v=( 0 1)

v3=(0,01)T » (3,-1,0)7 = 1*v,

Berechnung der Ubergangsmatrix T vone zu v :

Wir stellen die Vektoren der Basis v durch die Vektoren der Basis e dar:

v13=(—i,0,0)7 =-i *(1,0,0) =-i*e;

-i 3 0
U= (3) _1)0)T= 3*(110i0) +(-l)*(0ilio) = 3*61 + (_1)32 =T= ( O -1 O)

0O 0 1
v3=(0,0,1)T = 1%e,4

Es gilt T [¢],=[¢].T und l&sst sich durch nachrechnen leicht Gberprifen.
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§ 3 Jordan Normalform fur lineare Abbildungen

3.1 Satz

Zerlegungssatz

Zerfallt das charakteristische Polynom yx,,(4) der Abbildung ¢:V— V und sind 4, ..., 1, die paarweise
verschiedenen Eigenwerte von ¢, so gibt es eine @-invariante Zerlegung

V=V, @...8V, mit V;:=Kern[(¢ — A,id)™] = Kern (¥;")

und V;¥;-invariant (i=1...k). Dariiber hinaus ist ¥; nilpotent aufV/;.

3.2 Satz

Jordansche Normalform ftr lineare Abbildungen

Sei V ein C-Vektorraum mit dim(V) = n und ¢:V—V eine lineare Abbildung.

Dann existiert eine Basis v = {v;, v, ..., U, }, so dass die Matrix von ¢ in der Basis v eine Block-
diagonale Form hat:

J1 0
L= .

0 Jk
Wobei jeder Block J; ein elementarer Jordanblock folgende Form ist

| (1; Eigenwert von )

=

Bsp.:

2 -1 2 0
{1 0 0 -2
A‘(o 0o 2 o)
00 1 2
1

Berechnung der Eigenwerte
Xp(A) =det(AE-A) = A1*-623+13A%+4 = (A — 2)* » (A — 1)* = Eigenwerte :A; = 1,4, = 2

2. Berechnungvon (A-1,E)
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1 -1 2 0 0 0 4 2

) —mam—|1 -1 0 =2 n2=[0 0 0 O

(A-4,E) = (A-B) = 0O 0 10  (A-B) 0 010

0O 0 11 0 0 21

3. Berechnungvon (A-A,E)

0 -1 20 -1 2 0 2
) —(aomy—|1 —2 0 =2 ne—|[—2 3 0 4
(A-1,E) = (A-2E)= o 0o 00/ (A-E)2= 0 00 0
0O 0 10 0O 0 0O

4. Berechnung Kern((A-E)?)

0 0 4 2\ /x;

—_({0 O 0 0}[* _
AEP™={0 0 1 o/ x =0
0 0 2 1/ \xy

1 0
0 1
=<| 1o >
0 0
1 0
. 0 1
SeiU; = 0 Uz 0
0 0
5. Berechnung Kern((A-2E)2)
-1 2 0 2\ /x;
-2 3 0 4 X2 _
(A-2E*"X={ o 5 0 0] | xs =0
0 0 0 0/ \x4
2 0
0 0
=<|, 1 >
1 0
2 0
. 0 0
Sel U3= 0 |U4-: 1
1 0

6. Nun bilden wir U;, U;mit ¢ ab und tragen sie in die ¢-Tabelle ein :
u;=(1,0,00)"~ (1,1,0,0)7~(0,0,0,0)T
u,=(0,1,0,0)" » (-1,-1,0,0)"~(0,0,0,0)7

(1,0,0,0) (1,1,0,0)

(0,1,0,0) (-1,-1,00)

Addiere die 2. Zeile zur 1. Streiche das Kastchen mit dem Nullvektor und mach die Tabelle
wieder rechtsbindig.

(1,1,0,0)

(0,1,00) (-1,-1,00)

(1,1, 0,0) kann durch (-1, -1, 0,0) dargestellt werden und kann gestrichen werden.



=
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Wir erhalten die Vektoren h:={(-1,-1,0,0)7, (0,1,0,0)}

7.

10.

11.

Wir bildenh mit g ab:
hy=(-1,-1,00)"-0

ha= (0100)" (~1,-100)7 = 1, = [pln = (% 1)

00

Wir erzeugen V;durch addieren von E zu [¢],
- _(1 0 1\ (1 1
neEelol= (0 )+ (o o (1)

Wir wiederholen die Schritte 6-8 fur Us, U, und erhalten die Vektoren g:=g, g,, undV,

2 1
91 = 0017, g, = (0010), V,=(° )
Wir bildenV =V, @V,
11
_ (1 1y (2 1y 1
==t )e(” ;)= . 1

2
Bestimmung der Wechselmatrix T indem wir die Vektoren h und g durch die Vektoren der

Standartbasis e abbilden :
hi=(—1,-1,0,0)"=(-1)*e; +(-1)*e,
h,=(0,1,0,0)7 = 1*e,

-1 0 2 0

= T— 9% * -1 1 0 O
g1 = (2101011) =2 el+1 €4 =T= 0 00 1
0O 0 1 0

g2 = (0,0,1,0)7=1%¢;

Es gilt TV=AT und l&sst sich durch nachrechnen leicht Gberprifen.



