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A.Symmetrische Polynome

Definition 1. Sei n € N,n>1, K ein kommutativer Ring. Dann heifit ein Polynom p
€ K[ti,...,t,] symmetrisch in t1,...,t,, falls

Plto(1ys---sto(ny) = p(t1, - tn)
fiir alle Permutationen o € S,, gilt.
Bemerkung 1. Die Menge von symmetrischen Polynomen ist ein Unterring von Klt1, ..., t,].
Beispiel 1. a) Betrachtet man die Polynome
p=X+Y -1

und
¢=X+Y?

so erhdlt man durch Vertauschen von X und Y die Polynome
p=Y+X—-1

bzw.
g=Y + X2

Dann erhdlt man im Fall von p also dasselbe Polynom, d.h. p ist symmetrisch in X und
Y, im Fall q erhdlt man ein anderes Polynom, q ist nicht symmetrisch.
b) Man beachte, dass n (die Anzahl von Variablen) festgelegt werden muss. So ist

f=t1+1ts

symmetrisch als Polynom in t1,ts, aber nicht symmetrisch als Polynom in tq,to,t3, da
z.B.

f(t1,ta,t3) =t +t2 # f

1st.
Definition 2. Sei z eine Variable. Wir bilden ein Polynom
f@)=(@—t1) - (x—ty) = 2" — 5127 4 5022 — ... 4 (—1)"s,,

wobei jedes
S; — Si(tl, e ,tn)

etn Polynom in tq,...,t, ist,



si=t+ta+ o+t

Sg = titg + 1t + - - + taty +tols + - +lu—1ln
83 = titats + titoty + - - + tp—otn_1ty

Sp = lita -1y

Die Polynome s1, So, ..., S, heiffen elementarsymmetrische Polynome in t1,...,t,. Das
Polynom

f = ajn —_ Slm(nil) _|_ 82.%'(77‘72) — e + (_1)n8n
aus dem Polynomring Klt1,...,ty](z) heifit allgemeines Polynom n-ten Grades.

Definition 3. Der Grad des Monoms X{' ... X%" ist aj+ag+- - -+ay, , und das Gewicht
dieses Monoms ist a1 + 2a9 + - - - + nay,,. Der Grad bzw. das Gewicht eines Elements
g € K[X1,...,X,] ist der grifite Grad bzw. das grofite Gewicht eines in g auftretenden
Monoms.

Theorem 1. Sei f(t) € K[X,...,X,] ein symmetrisches Polynom vom Grad d. Dann
existiert ein Polynom g(X1,...,X,) mit dem Gewicht < d, so dass

f(t) :9(31;‘--7371)

gilt (d.h. jedes symmetrische Polynom ist eindeutig darstellbar als Polynom in den ele-
mentarsymmetrischen Polynomen s1,...,8y,).

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch volstédndige Induktion {iber n, und fiir fixiertes
n durch vollstandige Induktion iiber d.

Fiir n = 1 ist die Aussage klar, weil s; = X7 . Sei nun n > 1. Fiir h € K[X1,...,X})]
bezeichne h das Polynom h(X1, Xo, ..., X, _1,0) in den Variablen X1, ..., X,,_1 . Man be-

achte , dass 51,52, . . ., S,—1 gerade die elementarsymmetrischen Polynome in X1, Xo,..., X,

sind.

Sei nun f wie im Theorem. Dann ist f ein symmetrisches Polynom in X1, Xs, ..., X,_1

vom Grad hochstens d. Nach Induktionsannahme gibt es ein Polynom h € K[X1,..., X,,—1]

vom Gewicht hochstens d mit f = h(37,...,5,-1). Betrachte A(X1, Xo,...,X,) =
f(X1,Xo,..., X)) — h(s1,...,8p—1). Offenbar ist A symmetrisch in X, Xo,..., X, und
hat Grad hochstens d. Wegen A(X7, Xo,...,X,-1,0) = f — h(31,...,5,-1) = 0 ist
A(Xy, Xo,...,X,) durch X, teilbar. Da A symmetrisch in den Xj ist , ist A durch alle X;

teilbar. Es gibt alsor € K[X7,..., X, mit A(X1, Xo,..., X,) = X1 Xo. .. Xpr( X1, Xo, ...

also A = s,r. Da A einen Grad hochstens d hat, ist der Grad von r héchstens d —n. Nach
Induktionsannahme existiert somit ein g € K[X1,. .., X,]vom Gewicht hochstens d — n
mit (X1, Xo,..., Xn) = g(s1,82,...,8n). Aus f(X1,Xo,...,Xn) = h(s1,...,8n-1) +
S$ng(81,82,...,8n) folgt schlieflich die Behauptung,.

O
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Beispiel 2. a) Sei gegeben n = 2,
f= (21— 22)%

bestimme gs(x1,x2) mit f = gs(s1,82).
Offensichtlich ist s symmetrisch,

f= x% —2x1T9 + ac%,
51 = T1 + T2, 82 = T1%2
In f st a:% mit Exponentialpaar (2,0) ein Monom mit mazimalem Gewicht. Somit gilt

nach Theorem 1:

2-0_0 2 2 2 2
g1(s1,82) = 87 sy = 81 = (x1 + x2)” = 27 + 2w122 + 5.

Es gilt
[ —g1(s1,82) = —da122.
Bistimme wieder ein Monom mit mazimalem Gewicht. Es ist x1xo mit (1,1) als Ezpo-
nentialpaar. Deswegen gilt go(s1,s2) = —48%_18% = —4s9
und
f=91(s1,52) — g2(s1,82) = 0.
Daraus folgt
f=si—4s2,9,= a7 —day
b) Zu
f = atad + afad + ada]
gebe ein Polynom gs(x1,x2,x3) mit f = gs(s1,82,53) an. Da s symmetrisch ist, gibt es
also nach Theorem 1 ein solches Polynom gs. Man geht, wie bei dem obiden Beispiel vor.
Das gréfite Monom in f ist x3x3, das zugehdrige Exponentialtripel ist (2,2,0). Daher
definiert man

2-2 2-0 .0 _ 2 2 _ 22 2
hi = g1(s1,52,83) = 87 °85 S3 = 85 = (v1x2+T103+22x3)” = xjw5+- - -+2xTT2T3+. . ..

Es ist
g—hy = —2x%x2x3 + ...
Das grifite Monon in f — hy ist x2xox3,und das zugehériges Exponentialtripel ist
(2,1,1). Daher setzt man

~1.1-1
ho = s% S5 sé = 5153 = (x1 + x2 + x3)T 12273 = l‘%xgl’g +....

Man sieht, dass f — h1 = —2hg ist. Daher gilt
f = h1 — 2h2 = Sg — 28183.

Das gesuchte Polynom gs ist also gs = w3 — 2x173.

¢) (Als Ubung)

Zu f = (2o — 21)%(23 — 21)%(23 — 22)%, n = 3 gebe ein Polynom gs(x1, T2, x3) mit
gs(s1, s2,83) an.

Die Lisung: f = s3s3 — 4s3s3 — 453 + 18515283 — 2752 und gs = 2323 — 4xdxs — 423 +
18z 2923 — 271‘%



B.Die Diskriminante

Definition 4. Sei K ein Korper und f = agx™ + a12™ ' + -+ + ap_17 + a, € Klz] ein

Polynom. Ferner seien ay, ..., ap die Nullstellen von f. Dann nennen wir
D(f) = ag"* [ (i — a;)?
1<J

die Diskriminante von f.

Satz 1. Set Grad f = n. Dann kann man ein Polynom g dber K in n Unbestimmten
berechnen mit

o —a] a9 (=1)"ay,
D = a2 29—, =, ),
(f) 0 g( ao ) a07 ’ ao )
Beweis. Ersetzen wir aq, . .., a, in der Definition von D(f) durch Unbestimmte z1, . .., zp,
so erhélt man ein Polynom D(xq,...,zy,) aus K[x1,...,x,]. Ist 0 € S, eine beliebige Per-

mutation, so liefert {4, j} — {o(i),0(j)} eine Permutation der Menge {{i,7} : i #jAi,5 € {1,...

Jedem solchen Paar entspricht genau ein Term (z; — mj)Q mit ¢ < j. Daher entsprechen
diese Terme umkehrbar eindeutig den Termen (z4(;) — xa(j))2, denn das Vorzeichen spielt
wegen des Quadrats keine Rolle. Damit ist

d(x1,...,zp) = H(CCZ — xj)2 = H(azg(i) — xa(j))2 = d(xa(l), ... ,:L“o.(n)),
1<j 1<j

d ist ein symmetrisches Polynom. Nach dem Theorem 1 gibt es ein Polynom g € K|x1, ..., z,],
das wir effektiv berechnen konnen, mit d(x1,...,z,) = g(s1,...,sy). Nun ist

1
[[@-a)=—f=a+Zantp.. g 22
ag aq ag

Nach Definition der elementarsymmetrischen Polynome folgt:

- Qs
Sj(Oél, .o .,an) = (—1)]4.
ao
Dies ergibt
—1)a
D(f) = g2n2,( % %2 ( n
(5 =i 2g(h, 2,

Beispiel 3. Mit Hilfe der Ergebnissen aus dem Beispiel 2:
(29 — x1)% = 5% — 459

und

(z1 — x2)(23 — 21)%(v3 — 2)* = 5355 — 45553 — 4sh + 18515953 — 2753

berechne die Diskriminanten vom Polynom zweiten und dritten Grades aus K|x].

;n}



Losung: Sei f = apz? + a1z + as. Dann nach Theorem 1 und Satz 1 gilt:
2
firn=2: D(f) = ao(— —43) = al dapas.
Sei nunn =3 und f = apgx® + a2 + asx + a3. Dann ist
2.2 13\ (— 3 — —

D(f) = a5 —4t=20e) —agg pasCenealon —o7%) = afad —dafas —dagad +
18apaiasas — 27a%a§,

Insbesondere: fir ag = 1 und a1 = 0 folgt fiir das Polynom f(z) = 23 + asx + a3
D(f) = —4a3 — 27ad3.

Beispiel 4. Berechne die Diskriminante fu'r f =2x%+5x+8.
Losung: D(f) = a2 — 4agas fir f = apx® + a17 + ag liefert D(f) =25 —4x2x8 = —39
(d.h. f hat 2 verschiedene Nullstellen in C\R).

C.Fermatscher Satz fiir Polynome

Theorem 2. (Mason-Stothers): Seien a(t),b(t) und c(t) teilerfremde, nicht-konstante
Polynome mit a + b = c. Dann ist

max(grad{a,b,c}) < No(abe) — 1,
wobei No(c) die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von c ist.

Beweis. Dividiere Polynome a, b durch ¢, und definiere f := ¢, g := g, dann ergibt sich,
dass f + g = 1, wobei f,g rationale Funktionen sind.
Durch Differenzieren, erhalten wir f’ 4+ ¢’ = 0, schreiben das als

F'r, d9_,
/ g
so dass
—f
° _9_ 7
7
a f ;

Wir definieren:

a(t) =1 H(t —a;)™

b(t) = o [ [ ¢ )"
t)=cs [t =)™

7;0/ t ozl Z t—

a Z t_gj -2

Ein gemeinsamer Nenner fiir f'/f und ¢'/g ist das Produkt

No=]]t—a) ]t =80Tt = ).

Dann bekommen wir




dessen Grad ist No(abc). No(f'/f) und No(¢'/g) sind beide Polynome vom Grad Ny(abc)—

1. Aus Beziehung g = % und der Tatsache,dass a,b teilerfremd sind, leiten wir
die Ungleichung fiir unseres Theorem ab. O

Satz 2. (Fermatscher Satz fiir Polynome): Sein x(t),y(t) und z(t) teilerfremde Polyno-
me, und einer von thnen hat Grad > 1, so dass

z()" +y(t)" = 2(t)"

gilt.(D.h. Die Gleichung x™ +y™ = 2™ besitzt fiir ganzzahlige x,y,z # 0 undn € N, n > 2
keine Lésung. )

Beweis. Wir zeigen Existenz einer Losung der Gleichung fiir n < 2. Wenn x(t) maximalen
Grad hat, so folgt nach Theorem 2:

n* grad(x) = grad(z(t))" < grad(xz(t)) + grad(y(t)) + grad(z(t)) — 1.
Im Fall, dass y(t) oder z(t) den maximalen Grad hat, erhalten wir:
nx grad(y) = grad(y(t))" < grad(x(t)) + grad(y(t)) + grad(z(t)) — 1,

n* grad(z) = grad(z(t))" < grad(z(t)) + grad(y(t)) + grad(z(t)) — 1.
Die Addition von drei Ungleichungen ergibt:

n(grad(xz) + grad(y) + grad(z)) < 3(grad(z) + grad(y) + grad(z)) — 3

Das ergibt wiederum einen Widerspruch wenn n > 3. O

D. Die Resultante

Definition 5. Seien f = agz™ + a12™ ' 4+ - + @12 + ap, und g = boz" + by +
o+ byt + by Polynome aus K[x]. Die Resultante der Polynome f und g, bezeichnet
mit res(f,q), ist die Determinante von

ap ai ... Qm
apg aq B A
ao Am,
bo b1 ... by
bp b1 ... by
bO bn



Satz 3. Seien f(x) = apz™ + a1x™ 1 + - + am_12 + ay, und g(x) = box™ + bl +
«o« 4+ bp_1x + b, Polynome. Dann:
1) Es existieren Polynome G(x) und F(x), so dass grad(G) < m,grad(F) < n ist und

res(f,g) = fG +gF

gilt.

2) res(f,g) = 0 <= f,g einen gemeinsamen Faktor haben, der von x abhdngt oder
ag = by = 0 ist.

3) res(f,g) ist als eine Funktion von ag,...,a, homogen von Grad m und ist als eine
Funktion von by, ..., b, homogen von Grad n.

4) Seien ai,...,a, Nullstellen von f(x) und seien (B,...,[Bm Nullstellen von g(x).
Dann gilt

res(f,9) = ag* [ [ 9(cu) = (=105 [ [ £(83)) = ag'vg [ [ (i = 8y)-
i=1 Jj=1 6J

Beweis. von 4). Sei y eine Unbekannte. Dann ist g(x) —y) = bpz™ +- - -+ bpm—12+ (b, —y)
und so ist res(f(x),g(z) — y) ein Polynom von y (siehe Definition von Resultant).Wir
bezeichnen

R(y) = res(f(z), g(x) —y).

Setzen wir y; = g(a;), wobei a; eine Nullstelle von f(x) ist, ¢ = 1,...,n. Dann gilt

R(yi) = res(f(x), g(x) — g(e)).

Die Polynome f(z) und g(z) — g(o;) haben eine gemeinsame Nullstelle = «;, also sie
haben einen gemeinsamen Faktor x — «;. Aus 2) folgt dann R(y;) = 0. Dann ist (y — v;)
ein Teiler von R(y).

Fall 1. Sei yi,...,y, verschieden. Dann ist [[;";(y — y;) ein Teiler von R(y). Wenn
man die Definition von R(y) mit Achtung analysiert, stellt man fest, dass Polynom R(y)
Grad n und die Hauptkoeffiziente (—1)"ag" hat. Deswegen gilt

R(y) = (=1)"ag" [ [(w — ).
i=1
Setzen wir y = 0, erhalten wir
res(f(z),9(x)) = R(0) = ag* [ [ vi = af* [ [ 9(v)- (0.1)
i=1 i=1

Fall 2. Sei y1, ...,y nicht unbedingt verschieden, Wir skizzieren eine Idee. Betrachten
wir o}, ..., a, so dass o} nah zu «; ist und yi, ...,y verschieden sind (hier, wie oben,

v = g(a)).



Dann sind die Koeffizienten von ®(x) = ao[[;-;(z — /) nah zu Koeffizienten von
f(z) = ao [ (z — o) und so ist res(®(x), g(x)) nah zu res(f(x), g(x)). Nach Fall 1
gilt res(®(z), g(z)) = ay' [, 9(a}). Streben wir o) — «;, erhalten wir

res(f(x), g(z)) = ag' [T 9().
i=1

O]

Satz 4. Es sei f € K|x] ein normiertes Polynom vom Gradm > 0 und f’ seine Ableitung.
Dann besteht zwischen der Diskriminante D(f) und der Resultante res(f, f') die folgende
Beziehung:

D(f) = (1) =D 2res(f, f').

Beweis. Angenommen, dass f iiber K[z] volstdndig in Linearfaktoren zerfillt. Es gelte
also f =[[i~;(z — a;). Dann folgt aus dem Satz 3

m

res(f,f") = [ ] f'(e).
i=1
Aufgrund der Produktregel ergibt sich
f= Z(w —a1) ... (v —ai—1)(r — aigr1) . (T — Q)
i=1

und somit gilt
f/(Oti) = (Oéi — Oél) e (Oéi — ai_l)(ai — Oéi+1) Ce (Ozi — Ozm).
Dies bedeutet aber

res(f, ') = [ [(@i = a;) = (=1 V2 T [(i — a))* = (~1)"""D/2D(f).

i#] 1<J

Beispiel 5. Sei f = 23 + px + q gegeben, berechne D(f) . Nach dem Satz 4 gilt:

1 0 p g O 1 0 »p q

01 0 p gq 01 0 P q
res(f',f)=13 0 p 0 0[=1]0 0 —2p -3¢ O

0 3 0p O 00 0 —-2p —3q

00 3 0p 00 3 0

Nun Liefert Entwicklung nach Laplace:

D(f) =res(f, f') = —4p® — 27¢>.





