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I. Einleitung

In diesem Text werde ich die Exponentialabbildung fiir Matrizen und Systeme von
Differentialgleichungen behandeln. Es wird das Exponential einer Matrix, sowie
deren Bezug zu Differentialgleichungssystemen dargestellt.

Differentialgleichungen dienen im Allgemeinen zur Modellierung des zeitlichen
Ablaufs von Vorgidngen in Natur und Technik. Beispiele hierfiir sind der freie Fall
und die Planetenbahnen.

So mochte ich mich in diesem Text mit Systemen von Differentialgleichungen erster
Ordnung , von der Form y'(t)= Ay(t) auseinandersetzten.

Ich werde hierbei zwei Losungswege vorstellen:

1. Losungen von Differentialgleichungssystemen iiber diagonale Matrizen.
Hierbei werde ich allgemeine Form von Differentialgleichungssystemen
erlautern und die Vektor/Matrixwertige  Grenzwertbildung, sowie
Differentiation erldutern.

2. Losung iiber die Exponentialabbildung fiir Matrizen.
Hierbei werde ich wiederum das Exponential einer Matrix einfiihren und die
Theorie von Losungen von Differentialgleichungen erster Ordnung auf die
einer Matrix libertragen, um eine Losung von Differentialgleichungs-
systemen zu finden.



I1. Systeme von Differentialgleichungen

2.1 Allgemeine Form von homogenen Differentialgleichungen erster
Ordnung

Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung haben die Form
y'(=ay(t)
in der Analysis II lernen wir, dass die allgemeine Form der Losung von der Gestalt

y(t)= ce” mita,t€Rund ckonst.
ist.

Beweis: Sei y(t) eine beliebig oft differenzierbare reellwertige Funktion . Betrachtet

man
0

5(e_“’y(t))Z—ae_”’y(tHae_‘"y(t)=0

t

daraus folgt ¢ “ y(¢) istkonstant, z.B. gleich c.

=>vy(t)}= ce” istdie allgemeine Form der Losung.

2.2 Grenzwertbildung und Differentiation von Vektoren/Matrizen

Die Limes Bildung und das Differenzieren erfolgt bei Vektoren bzw. Matrizen
komponentenweise.
Sei zum Beispiel:

x, () ' &, L
X(=| .. ein Vektor, dann ist 1m X (£)={ | mit g=lim x;(7)

11 t—t,

x, (1) ” £,
Analog verhilt sich die Grenzwertbildung bei einer Matrix.

Bei der Differentiation von Vektoren/Matrizen verfahrt man folgendermaf3en:

. a . a
at 11 . at In
— : : D heif3t bzw istiert, w jed
0A : . . as nhe€1 P ZW. oX existert, cenn jede

Eaml ...Eamn

Komponente, also jede Funktion x,(¢)bzw.a,(t) differenzierbar ist.
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2.3 Systeme homogener linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Die allgemeine Form von homogenen linearern Differentialgleichungen erster
Ordnung ist hierbei:

y'(O=ayy,(t)+.+a, (1)

()2, 3, (0,0
Also y'(t)=Ay(t).
Wenn A diagonalisierbar ist, ist die Losung solcher Systeme recht einfach anzugeben.
Denn die spezielle Losung des Differentialgleichungssystems hat dann die Form:

y(t)=e''v ,
wobei v der Eigenvektor zum Eigenwert A ist.

Beispiel: Sei A:(:i j)

1. Bestimmung der Eigenwerte:

X =det(A—AE)=(—1-2)(4—2)+6
=A* 3242
=(A-1)(A-2)

=> A=2und A,=1 ebenso X, zerfillt in Linearfaktoren und damit ist A
diagonalisierbar iiber R .

2. Bestimmung der Eigenvektoren:
—1-A 6 « X = 0
-1 4—A 0

A=2 (:’1’ g)*XZ(O) = x;=2 x,=1

daraus folgt: (%) ist Eigenvektor zum Eigenwert A;=2 |

Analog erhédlt man (?) als Eigenvektor zum Eigenwert A,=1



3.Losung des Differentialgleichungssystems v'(t)=Ay:

2t
Fir A,=2 15st (2(; ) speziell das System von Differentialgleichungen.
e

Es ergibt sich also die Folgerung:

Korollar: Systeme von Differentialgleichungen lassen sich immer 16sen, wenn A
paarweise verschiedene Eigenwerte besitzt.

Sonderfall: Ist A bereits eine Diagonalmatrix, dann hat das System von
Differentialgleichungen y'(t)=At die Losung:

y,(t)=c;e™ ,wobei A, die Eigenwerte von A sind.

Das die Form der Losung in diesem Spezialfall so aussieht ist eigentlich klar, da bei
einer Diagonalmatrix die Eigenwerte auf der Diagonalen stehen.

Nun bleibt nur noch die allgemeine Form der Losung zu zeigen. Hierbei gilt:
Jede Losung ist Linearkombination der speziellen Losung.

Dies zeigt sich am besten, wenn wir A in die Diagonalform iiberfiihren.

Satz: Sei Aeine nXxXn Matrixund S€GI(n,K) |,
so dass S4S '=4 Diagonalform mit A, .. A, Eigenwerte von A auf der
Diagonalen hat.

Dann hat die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems
0

— y=Ay(t
5, V=4 (1)
die Form
y=S"'+7 ,wobei F,=ce"' ist.

Beweis: Die Behauptung folgt aus dem Sonderfall, da A4 jetzt Diagonalgestalt hat,
kann die Gleichung mit der Exponentialfunktion geldst werden.

Beispiel: Wir wollen y'(t)=Ay(t) 16sen.

_[-1 6
-1 4

2

) . Wir sahen A;=2 mit zugehdrigem Eigenvektor (%

P |

s 2(2 ?) ist jetzt die Matrix, welche aus den Eigenvektoren entsteht,



o -1 3
S=
somit 1st ( 1 _2)

daraus folgt:

21:5/15‘1:(_1 3)*(_1 6) s~

1 -2/ \-1 4
_ (—2 6)*(2 3) 3 (2 0)
1 -2/ \1 1 0 1
~ 2t
=> (yj)=(clet Nun also:
Y2 c,¢

Yi\z gy P )= (2 3)* ¢, |_[2c e +3c,e’
Y2 ¥o) \L 1) {ce ce+c,e’
also stammt jede Losung aus dem Fundamentalsystem von Losungen

2t t
ylz(zcle2t ) und y2:(302€t)
c.e c,e

Bemerkung: Bei komplexen Eigenwerten haben die Losungen von
Differentialgleichungen wieder die Form c¢e'’ , dabeiist ¢ eine komplex-
wertige Funktion. Die Theorie ist hierbei komplett iibertragbar.

Deswegen mochte ich nur ein Beispiel zur Losung von homogenen
Differentialgleichungssystemen 1. Ordnung angeben.

Beispiel( komplexe Eigenwerte):

Sei A:( 1 1) die Eigenwerte sind hierbei A, =147 mit Eigenvektor (1)

~1 1
A=1—i " (_’1)

hieraus ergibt sich:

S_I:(} i) sowie SZ—%*(_Z_1 —ll)
_ 1+i O ~
=> SAS '= =4
0 l—i)

hieraus ergibt sich analog zum reellen Fall:
t+it

~_ [V c.e e [e e 4ic,e
y=2r = .| woraussich y=8 *y=["1" 727 | ergibt.
Y2 c,e icie  +c,e



Alle Losungen ergeben sich wiederum aus dem Fundamentalsystem von Losungen:
et+it l e[ —it
= sowie V»=| ., | als Linearkombination.
ie e

utiv

Dies lasst sich jetzt noch mittels der Gleichung e""™"'= e“*(cos(v)+i*sin(v))
in ein reelles Fundamentalsystem von Losungen tiberfiihren.

Es ergibt sich:
y,= effos(t) sowie y,= e;sin(t)
—e'sin (1) e'cos (1)

II1. Die Exponentialabbildung fiir Matrizen

Zunichst ist festzustellen, Systeme homogener linearer Differentialgleichungen
1.0rdnung lassen sich auch direkt durch die Exponentialabbildung fiir Matrizen
16sen, dazu:

3.1 Das Exponential einer 7nXn Matrix

Definition: Die Exponentialfunktion fiir eine nXn Matrix A wird wie folgt
gebildet:
exp(A)ZZ(L)*A”ZE-l-A-I- ! * A+ L

A+
= FUAETN

Beispiel: Sei AZ(_ll _11) . Dann ist
1 0 1 1 1 0 0 1 0 O
= + %k % +...
exp(A) (0 1/ -1 —1) 27) (o o) (37) (o 0

_ (2 1

-1 0
Bemerkung: Im allgemeinen ist es jedoch weitaus schwerer die Eintrdge von exp(A)
anzugeben, da nur in Sonderfillen die Potenzen von A gleich der Nullmatrix sind,

sowie auch nicht einfach nur das Exponential der Eintrdge gebildet werden kann.
Letzteres funktioniert nur, wenn A Diagonalform hat.

Es gilt jedoch folgendes:



Satz: Die Exponentialreihe konvergiert fiir alle komplexen Matrizen absolut.

Beweis: Um die Konvergenz zu zeigen, zeigen wir, dass die Absolutbetrige der
einzelnen Eintrige (e”); eine beschrinkte Reihe bilden.
Dazu definieren wir die Norm von A ,

||A||:maxg,‘|A"

4
als das Maximum der Absolutbetrige der Matrixeintrage.

Es gilt also:  |4,|<[| 4| fiir alle ij.
Um den Satz zu beweisen benotigen wir noch folgendes Lemma,
Lemma: Seien A,B€Mat(n,C) Dann gelten

|ABl|<n*[|A[|IBll und || 4"||<n*"||4|" firalle £>0
Bewies: Es gilt:

(4B),|=1(22 4y Bi I< 214 l| By | <n#l Al 1B]

also || 4B||<n*||A4||||B]| . Die zweite Ungleichung folgt per Induktion aus der
ersten.

Um nun die Konvergenz zu beweisen, schitzen wir die Eintrige wie folgt ab:
Sei a=nx*||4|| .Dann gilt:

1 1 1
|(6A)zy|<|Ey|+|Ay|+|§*(A2)ij|+-~-<1+||A||+§”||A||Z+§”2||A||3+~-~
I > 1 3
_ (1+(a+2—/a+§a+...))
n

(1+(e"—1))

=> exp(A) ist konvergent.

Nun wollen wir das Exponential einer diagonalisierbaren Matrix bestimmen.
Wir wissen es gilt:

—1\3 |
(S4S )_'_m:eSAS

—1\2
(54577,

Se'ST'=SEST'+ 545 '+
n! 3/

und die Koordinatentransformation S4S '=A4 A in Diagonalform A iiberfiihrt,
folgt daraus, dass

exp(A)ZSfleAS ist.



Zur Losung von Differentialgleichungssystemen miissen wir jetzt noch die
Funktionalgleichung der Exponentialabbildung
fur Matrizen verifizieren, d.h

x+y

¢""’=e"*e” muss auf Matrizen libertragen werden.

Satz: Seien A4, B€Mat(n,C) zwei kommutative Matrizen, dann gilt

eA+B: eA*eB

hieraus folgt unmittelbar die Inversenbildung von ¢* durch e | falls e
invertierbar ist, denn es gilt:

A —A A—A 0
e'xe "=e¢" "=e =FE .

Da man durch die Matrizen nicht ohne weiteres die Gleichheit beider Reihen zeigen
kann, bendtigen wir folgenden Satz fiir den Beweis der Funktionalgleichung.

Satz: Fir A€Mat(n,C) ist ¢* differenzierbar nach t und es gilt:

ieAt:AeAt:eAtA
ot

Beweis: st Ak:(aij)k dann sind die Koeffizienten in ¢ konvergente

0

. 1 . . . . .
Potenzreihen Z (p)af;tk mit Konvergenzradius R=o . Diese Reihen sind
k=0 o

gliedweise differenzierbar und die Ableitungen von der Form

< 1 k=) _~o ;1\ ee1) ok
-t = —)a.. t
e A sl
Diese konvergieren wieder fiir alle f€R

Hieraus ergibt sich

At_oo L (k+1) k__ At
e _/;;(k-/)A t"=A4e” .

Dl

Beweis (Funktionalgleichung):

Gilt AB=BA. Betrachten wir die Funktion £ (f)=¢""*?"—¢* Be®™ .
Mit der Produktregel und der Vertauschbarkeitseigenschaft gilt dann:

f,(t):(A+B)e(A+B)t_AeAteBt_eAtBeBt
(A+B)(e(A+B)t_eAteBt>
= (4+B)f (1)



Daher ist f(t) eindeutig bestimmte Losung von Y '(¢)=(A4+B)Y (¢) mit f(0)=0,
also muss f(t)=0 sein fiir alle 7€R , d.h.

(A+B)t At Bt

(& =€ ¢

Fiir t=1 ergibt sich dann die Aussage des Satzes.
3.2 exp(A) als Basis des Vektorraums von Differentialgleichungssystemen

Theorem: Sei A€ Mat(n,RR)oderC.
Dann bilden die Spalten der Matrix e” eine Basis fiir den Vektorraum der
Losungen des Differentialgleichungssystems

Y'(1)=4y (1)

Beweis: Da die Zuordnung ¢—e” eine differenzierbare Funktion mit
: 0 Ar_ . . o .
Ableitung Eem =A4e" definiert, wurde oben gezeigt, dass die Differential -

gleichung von den Spalten von A geldst wird.

(Differenzieren und die Multiplikation wirken hierbei unabhéngig auf die Spalten
At

von e” )

Analog zu 2.1 zeigen wir nun, dass Y(t) eine Linearkombination der Spalten von A
ist und das System 10st.

Sei also Y(t) eine beliebige Losung.
Betrachten wirnun e * y(¢) . Differenzieren nach t ergibt:

0 (4
ot

—At

y(t)=—Ae " y(t)+e " y(1)

— At

o 0 _ .
Da A,e" kommutativ sind, ist E(e y(t))=0 und somit konstant.

0 [ —At _ € _
Setze also E(e y()=| . |=c .
c

Hieraus ergibt sich  y(¢f)=e” ¢ also Linearkombination der Spalten von e* .

Es wurde also gezeigt, dass die Exponentialabbildung fiir Matrizen die Losung eines
Differentialgleichungssystems liefert.

Wenn A diagonalisierbar ist, ist dieses auch leicht anzugeben, da

e'=5""e"s gilt, mit A gleich der Diagonalform von A.
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Beispiel: Sei AZ(:l j) , dann ist 2:((2) (1))

: 2t
hieraus ergibt sich: etAZ(e 0,)
Daraus folgt wieder:
g loigo(2 3| 0)f-1 3
1 1/lo €&/\1 =2
_ [2¢" 3&|[-1 3
eZt et 1 _2

2¢"+3¢ 6e*—6¢
—e’'+e' 3et-2¢

Die Spalten von e“ bilden nun eine Basis der allgemeinen Losung des
Differentialgleichungssystems.

Abschliefend bleibt noch zu erwihnen, dass bei nicht diagonalisierbaren Matrizen

das Exponential einer Matrix nicht mit dieser Methode ermittelt werden kann, hierfiir
benotigt man die Jordansche Normalform.
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