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Definition. Sei U C R" offen und f : R™ — R eine partiell differenzierbare Funktion.
Ein Punkt u € U heif$t kritische Stelle von f, wenn %(U) =0firi=1,...,n gilt.
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Aufgabe 1. Sei f: R? — R? gegeben durch [4+-8P]
7 1\ (1 -sin(zo)
9 - 623)11‘2 .
. 1 3
Sei z = (2),C_ (4>

(a) Beweisen Sie:

1f(z+¢) = F(2)|h < €.
(b) Finden Sie eine Konstante M > 0, so dass
1f(z + 1) = f(2)|leo < MIt|

fur alle ¢ € [0, 1] gilt.

Hinweis zu (b). Benutzen Sie Beispiel 8.4 des Kurzskripts als Muster.
Aufgabe 2. Wir definieren f : R? — R durch
f(z,y) = 2* +2y* + 22y — 62 — Sy + 11.

(a) Beweisen Sie, dass f genau eine kritische Stelle (zg,yo) besitzt und bestimmen Sie
diese. [4P]

(b) Fiir X = (x0, o) aus (a), fiir ein beliebiges ¢ = (¢, (2) € R? und fiir k¥ = 2 schreiben
Sie alle Summanden in der Taylor-Formel aus dem Theorem 8.7 auf. [5P]

(c) Mit Hilfe der Taylor-Formel driicken Sie f(z,y) durch f(zo, y0), V f(z0,%0), H (0, yo)
und (x — xo,y — yo) aus. [4P]

(d) Leiten Sie direkt aus (c) ab, dass in (zg,y) ein globales Minimum der Funktion f
erreicht wird. [5P]

Fortsetzung Seite 2.



Aufgabe 3. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Seien A und B zwei nichtleere Teilmengen
von X. Der Abstand zwischen A und B ist definiert durch

dist(A, B) := inf{d(z,y) |z € A, y € B}.
(a) Beweisen Sie: Ist A abgeschlossen, B kompakt und AN B = (), dann gilt [6P]

dist(A, B) > 0.

(b) Geben Sie ein Beispiel von zwei nichtleeren abgeschlossenen Mengen A und B in R?
mit AN B =0 und [4P]
dist(A, B) = 0.



