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Musterlosung Blatt 3

Aufgabe 1 Sei (X,]|-||) ein normierter Raum und f : X — (R, |- |) gegeben durch f(x) = ||z||.

Zz: f ist stetig.

Sei zp € X. Wir zeigen die Stetigkeit in xo mit Hilfe der Definition, d.h. wir zeigen, dass zu jedem e¢ > 0 ein
0 > 0 existiert, so dass fiir 1 € X mit ||zg — 21| < 0 auch

[f (o) = flz1)] <€

folgt. Da zog € X beliebig ist, folgt dann die Stetigkeit auf ganz X.
Sei also € > 0 und wéhle 6 = ¢ (1P). Dann gilt

£0) = Sl = ol =l 1€ Jlao —anll < 6= ¢ (1P),
wobei die Gleichung (%) wie folgt bewiesen wird:
Fiir ||zol| — |[21]] > 0 gilt
[ ol = Izl | = [lzoll — ||zl
= llzo — @1 + @1 [[ — |||
<|lwo — z1|| + || — z1|] = ||z1]] ( Dreiecksungleichung fiir Normen)(1P)
= |lzo — 21 || + ||z1]| = [|21]| (Normeigenschaft)
= [lzo — a1l]- (1P)
Analog gilt fiir ||zo|| — ||z1]] <0
ol | = |zl | = [l || = l|zol
= |lz1 — @0 + ol — [|zol|
<z = zol] + || = 2ol| = ||zol] ( Dreiecksungleichung fiir Normen)(1P)
= |lzo — 1| + ||zo]| = ||xol| (Normeigenschaft, Symmetrie)
= [lzo — 1. (1P)

Aufgabe 2 Sei X eine nichtleere Menge. Wir definieren eine Metrik d auf X durch

d(z,y) 1 fallsz#y
z,y) =
Y 0 fallsz=y.

(a) Zz: X ist kompakt < X ist endlich
Wir zeigen zunéchst: X ist endlich = X ist kompakt.
Sei X = {z1,...,z,} fiir ein n € N. Per Definition miissen wir zeigen, dass jede Folge in X eine konvergente
Teilfolge besitzt, deren Grenzwert in X liegt (Definition 4.1). Sei also (¥ )nen eine Folge in X. Da X endlich
ist, existiert ein ¢ € {1,...,n} und eine Teilfolge (nk)reny € N mit y,, = z; fiir jedes k € N (0.5P). Die
Folge (yn, )ken C (Yn)nen konvergiert gegen x; € X beziiglich der Metrik d, da

fiir alle k£ € N. Damit ist (yn,, )ken die gesuchte Folge.

Noch zu zeigen: X ist kompakt = X ist endlich

Beweis durch Widerspruch: Angenommen, X ist nicht endlich. Dann existiert eine Folge (z,,)nen in X,
so dass x, # x,, fir alle n,m € N mit n # m (0.5P). Da X kompakt ist, existiert eine konvergente
Teilfolge (2, )ken von (zn)neny mit Grenzwert @ € X. Da dies eine Teilfolge der urspriinglichen Folge ist,
gilt weiterhin z,,, # x,; fir alle k,j € N mit k # j. . Da die Teilfolge gegen = konvergiert, existiert nach
Definition 2.23. zu jedem € > 0 ein N € N mit

d(xp,,x) <e ¥Yn> N.(0.5P)

Speziell existiert diese N € N fiir e = 4. Da aber d(z,y) € {0,1} fiir alle z,y € X erhalten wir

1
d(xnk,x)<§ Yn>N < d(zp,z)=0 Yn>N

& xy, =z VYn>N(0.5P)

k

im Widerspruch zur Wahl der Folge.
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(b) Sei X unendlich. Zz: X ist abgeschlossen und beschrankt beztiglich d. Nach Satz 2.20. ist jeder metrische
Raum abgeschlossen, also ist X abgeschlossen (1P). Wir zeigen noch, dass X beschrinkt ist. Fiir beliebig
z,y € X gilt

d(z,y) = 1 fallsz#y
W= 0 fallsz=y

<1
und somit ist X beschrankt (1P).
Dies ist kein Widerspruch zum Satz von Heine-Borel, da dieser nur fiir normierte Rdume gilt. Die Metrik

d wird jedoch nicht von einer Norm induziert. (1P) (Wire dies der Fall, so wiirde fiir die Norm || - || gelten
d(z,y) = ||z — y|| fir alle z,y € R™ aber

laz|| = [lezx — 0] = d(ax, 0) = 1

fiir jedes  # 0 und « € R, sodass die Normeigenschaften verletzt sind).

Aufgabe 3

(a) Sei f: R — R definiert durch f(x) = e*. Wir suchen eine kompakte Menge A C R, so dass f~!(A) nicht
kompakt ist.
Wihle A = [0,1]. Dann ist A beschriankt und abgeschlossen und damit nach dem Satz von Heine-Borel
kompakt. (1P) Allerdings gilt

FU01]) = {z €R: f(z) €[0,1]} = {z € R : " € [0,1]} = (00, 0].(1P)

Die Menge (—o0, 0] ist nicht beschrankt und als Teilmenge von R daher auch nicht kompakt nach dem Satz
von Heine-Borel. (1P)

(b) Sei g: R — R eine stetige und bijektive Abbildung.
1.7z: g ist streng monoton.
Beweis per Widerspruch: Angenommen, g ist nicht streng monoton. Dann existieren x,y, z € R mit
T <y<zund

= f(2) < f(y) und f(y) > f(z) oder
= f(z) = f(y) und f(y) < f(2). (1P)
Sei zundchst f(x) < f(y) und f(y) > f(2). Da f injektiv ist und = < y < z, muss f(z) < f(y) und

f(y) > f(2) gelten. Wir untersuchen zwei Félle:
1.Fall f(z) < f(2) < f(y). Da f stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz ein n € [z, y] mit

fn) = f(2).

Da n < y ist, gilt n < z und wir erhalten einen Widerspruch zur Injektivitat. (1P)
2.Fall f(z) < f(x) < f(y). Da f stetig ist, wenden wir erneut den Zwischenwertsatz an. Danach existiert
ein 1 € [y, z] mit

und da n >y > x ist, ist dies ein Widerspruch zur Injektivitdt. (1P)

Den Fall f(z) > f(y) und f(y) < f(z) zeigt man analog. (1P)

2.Zz: Ist A C R kompakt, so ist g~ 1(A) kompakt.

Da g bijektiv ist, existiert die Umkehrabbildung ¢~ und da g streng monoton und stetig ist, ist nach
Satz 6.22. aus der Analysis 1 auch g~ stetig (1P). Aus Satz 4.6 der Analysis 2 folgt dann, dass fiir jede
kompakte Menge A C R auch das Urbild g~!(A) kompakt ist (1P).

1

Aufgabe 4

(a) Zz: Fiir jedes z € Rist e* 1 >z
Da e®~1 > 0 fiir jedes x € R, folgt sofort

T l>0>2
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fir x < 0 (1P). Wir miissen also nur denn Fall > 0 betrachten. Wir definieren f : (0,00) — R durch
f(x) = e 1 — x und zeigen, dass f nicht-negativ ist.
Die Funktion f ist differenzierbar auf (0,00) und es gilt f/(r) = e*~! — 1 (1P). Da

fll)=e"1=-1>0 < e !12>1
& x—120
& x>l

ist f monoton steigend auf [1,00) (1P) und somit gilt
e —x=f(x) = f(1) =0

fir jedes = € [1,00) (1P). Analog zur obigen Rechnung ist f/(x) < 0 fir € (0,1), sodass f auf diesem
Intervall monoton fillt und

etz =f(x)> f(1) =0
fur alle z € (0,1) (1P).

(b) Seien ay,...,an > 0und n € N. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass mind. ein a; von Null verschieden ist (sonst
ist die Behauptung trivial). Zz:

a1+...+an> 1

- _(al...an)ﬁ'

Sei ¢ := @F=tln > (). Wir betrachten das Produkt

n n

E-1 & _
He > T =exp Z ( - 1) (1P)
i=1 j=1
— exp (M _ n) (1P)
c
=exp(n —n) (Definition von c)
=1. (1P)

Nach Teil (a) gilt weiterhin fiir jedes i € {1,...,n}
e 1> 4 (1P)
c
so dass

a;

— =c "(a1---a,)(2P)

e‘g

n . n
1= ee >

e =

e -

>0 i=1

und durch Umformung erhalten wir
A" >(a1ran) & c>(ar- ~an)%.(1P)

Aufgabe 5 Seien p,q > 1. Zz:

S lwllg < [lvllp < n?llollq
n

fiir jedes v € R™.
Es geniigt die Gleichung

[oll, < n?[Jlly

fir jedes v € R™ zu zeigen. Der vordere Teil folgt dann durch Vertauschen von p und ¢ (1P).
Nach Korollar 4.9. gilt

lollp < Lilvllg,
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wobei
max{||z[|, : z € R",||z]|oc =1}
min{||z[lg : z € R™, [[z[c = 1}

Wir miissen also zeigen: L < n?. Es gilt

max{][z[l, : 2 € R", [zl = 1}
1

p

n
=max Z|a:j\p rx € R [|z]|loe =1
j=1
1
n
— max Z‘xﬂp cx € R, z; € [-1,1] Vi =1,...,n und mind. ein |z;| =1
i=1

max. wenn Summanden maximal

= (1P +... +|1P)* = n7 (2P)
sowie

min{l|zly : 2 € R, [[z]|oc = 1}

= min Z|xj|q cx €R" x; € [-1,1] Vi =1,...,n und mind. ein |z;| =1
7j=1

min. wenn Summanden min

=(|1]7 407 + ...+ 07)7 = 1(2P)

und somit fir p > 1

L=n-nr < n?.(1P)

Insgesamt folgt

1]l < Livlly < n?[Jv]l,

fir jedes v € R™ (1P).




