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Teil 1.

Differentialrechnung mehrer
Veranderlicher






1. Normierte Raume

1.1 Definition. Sei x = (x7,%2,...,%X,) € R". Die euklidische Norm von x ist
definiert als
Ixll2 = /x5 - 45

1.2 Definition. Ein (reeller) normierter Raum besteht aus einem Vektorraum V
und einer Abbildung V — R, v — ||v||, welche man als Norm bezeichnet, so dass gilt

(a) ||v]] > 0 fiir alle v € V,
(b) ||[v|]| =0 dann und nur dann, wenn v = 0,
(c) |leev|| = |]|]|v| fiir alle x € R und v € V,

(d) |lv+w]| <|v||+ ||w]| fir alle v,w € V (Dreiecksungleichung).

Jetzt wiirde man gerne beweisen, dass die euklidische Norm ihren Namen zu Recht
tragt. Dazu benctigen wir

1.3 Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sind x = (x1,X2,...,Xn) und y =
(Y1,Y2y .-+, Yn) 9m R™, so ist

x1y1 +x2y2 + - -+ Xanyn| < [IX]12[[y2-
1.4 Satz. Die euklidische Norm ist in der Tat eine Norm.
1.5 Beispiel. Zwei andere gebrauchliche Normen sind:
(@) [Vl =il + -+ =+ [wal,
(b) |[V][eo = max{|vi],...,|val}

1.6 Definition. Zwei Normen ||| und ||| - ||| auf einem R-Vektorraum V heiflen
aquwalent, wenn es a,b > 0 gibt, so dass

alv|| < IVl < blv|| fiir alle v € V.

1.7 Beuspiel. Auf dem R" sind die Normen ||-|1, ||-||2 und ||| &quivalent.
Genauer gilt fiir jedes v € R™

Vo < VI < VAIVI2 < 1flv]lo.

Wir werden spater den Satz beweisen, dass je zwei Normen auf dem R™ aquivalent
sind.



2. Metrische Raume

In der Analysis II bewegen wir uns im R". Fiir einige Grundbegriffe wie z. B. Stetig-
keit ist die Vektorraumstruktur aber nicht notwendig.

2.1 Definition. Ein metrischer Raum besteht aus einer Menge X und einer Abbil-
dung d: X x X — R, genannt Metrik, mit den folgenden Eigenschaften

(a) d(x,y) >0 fiir alle x,y € X,

(b) d(x,y) =0 genau dann, wenn x =y,

(c) d(x,y) = d(y,x) fiir alle x,y € X,

(d) d(x,z) < d(x,y)+ d(y,z) fiir alle x,y,z € X (Dreiecksungleichung).

2.2 Beispiel. Jeder normierte Raum wird durch die Setzung d(x,y) = ||x — y|| zu
einem metrischen Raum.

2.3 Beispiel. Wenn X ein metrischer Raum und Y eine Teilmenge von X ist, so wird
auch Y zu einem metrischen Raum, indem man die Metrik d: X x X 2 Rauf Y x Y
einschrankt.

2.4 Beispiel. Auf jeder beliebigen Menge X gibt es die folgende, ganz langweilige

Metrik
0, fallsx=wy,
d(x,y) = ’
1, sonst.

Sie hei3t diskrete Metrik.

2.5 Definition. Sei X ein metrischer Raum mit Metrik d. Fiir a € X und r > 0
definieren wir die offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r als

B.(a) ={x € X|d(a,x) <71}l
Die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r wird definiert durch
B,(a) ={x € X| d(a,x) <7}

2.6 Definition. Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge G C X heifit offen in X,
wenn zu jedem x € G ein r > 0 existiert, so dass B,(x) C G.



2.7 Beispiel. X = R mit der Metrik d(x,y) = |[x—y|. Dann sind alle offenen Intervalle
offen im Sinne obiger Definition.

2.8 Satz. Jede offene Kugel in einem metrischen Raum X st offen in X.
2.9 Satz. Ser X ewn metrischer Raum. Dann gelten
(a) X und 0 sind offen in X.

(b) Ist 1 irgendeine Menge und st fiir jedes i € 1 eine offene Teilmenge A; C X
gegeben, dann st |J,.; Ay offen in X.
(c) Sind Ay,...,A, endlich viele offene Mengen in X, so ist A;N---NA, offen
n X.
2.10 Beispiel. 1 =Nund A, = (—1, 1). Dann ist jedes A, offen, aber (), _y An = {0}
nicht.

2.11 Definition. Sei X ein metrischer Raum und sei x € X. Eine Teilmenge U C X
heilt Umgebung von x, wenn es eine offene Teilmenge A C X gibt mit x € A C U.

2.12 Bemerkung. Eigenschaften von Umgebungen:

(a) Fiir x € X und U C X sind &quivalent
(i) U ist Umgebung von x.
(ii) Es gibt ein r > 0 mit B,(x) C U.

(b) Eine Menge ist genau dann offen, wenn sie Umgebung aller ihrer Punkte ist.
(c) Jede Obermenge einer Umgebung von x ist wieder Umgebung von x.

(d) Der Durchschnitt endlich vieler Umgebungen von x ist wieder eine Umgebung
von X.

2.13 Definition. Es sei X ein metrischer Raum, es sei x € X, und es sei A C X.
x heiflt Bertuhrpunkt von A, falls in jeder Umgebung von x ein Punkt von A liegt.
x heiflt Hdufungspunkt von A, falls in jeder Umgebung von x ein von x verschie-
dener Punkt von A liegt.

2.14 Beispiel. Ein Punkt x € R ist genau dann ein Beriihrpunkt von A = {:—1 |n € N},
wenn x € A oder x = 0, aber nur 0 ist ein Haufungspunkt von A.

2.15 Bemerkung. x ist genau dann ein Berithrpunkt von A, wenn x € A oder x
Haufungspunkt von A ist.



2. Metrische Riume

2.16 Satz. Ser X ein metrischer Raum und ser A C X. Dann sind dquivalent:
(a) A enthdlt alle Berihrpunkte von A.
(b) A enthdlt alle Hdufungspunkte von A.
(c) X\ A st offen in X.

2.17 Definition. Wenn eine Teilmenge A eines metrischen Raums X die dquivalenten
Eigenschaften aus Satz 2.16 besitzt, dann sagt man, A sei abgeschlossen in X.

2.18 Beispiel. Abgeschlossene Intervalle sind abgeschlossen im Sinne dieser Defini-
tion.

2.19 Satz (De Morgansche Regeln).

X\ [JA =X\ A),  X\[)A =X\ A.

i€l i€l i€l i€l
2.20 Satz. Ser X ewmn metrischer Raum. Dann gelten

(a) 0 und X sind abgeschlossen.

(b) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abge-
schlossen.

(c) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlos-
sen.

2.21 Beispiel. J, oy [-1+ 1,1 — 1] = (—1,1) ist eine Menge, die nicht abgeschlos-
sen, aber Vereinigung von abgeschlossenen Mengen ist.

2.22 Satz. Ser X ewn metrischer Raum und A C X ewne endliche Teilmenge.
Dann st A abgeschlossen.

2.23 Definition. Sei (X, )nen eine Folge in einem metrischen Raum X, und seiy € X.
Der Punkt y heifit Grenzwert der Folge (x)nen, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N
gibt, so dass d(x,,y) < € fiir alle n > N.

Man schreibt dann lim,, ., X, =y oder x,, — y.

2.24 Bemerkung. Es sind dquivalent
(a) lim, 00 Xn =Y.
(b) Zu jedem € > 0O existiert ein N € N, so dass x, € B.(y) fiir alle n > N.

(c) Zu jeder Umgebung U von y existiert ein N € N, so dass x,, € U fiir allen > N.
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2.25 Satz. Kewne Folge in einem metrischen Raum besitzt mehr als einen Grenz-
wert.

2.26 Bemerkung. Sei X ein metrischer Raum, sei A C X und x € X.

(a) x ist Beriihrpunkt von A genau dann, wenn es eine Folge (x,)nen in A gibt mit
lim,, oo Xn = X.

(b) A ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt: Ist (x,)ney eine Folge in A, die einen
Grenzwert in X besitzt, so liegt dieser Grenzwert bereits in A.

2.27 Definition. Zwei Metriken d; und d; auf X heilen aquivalent, wenn es 0 <
a < b gibt, so dass

Cld] (X)y) < dz(X>U) < bd1 (X)y) fiir alle XY € X.

2.28 Bemerkung. (a) Wenn ||-|| und |||-||| &quivalente Normen auf einem R-Vektor-
raum V sind, dann sind die zugehorigen Metriken d;(x,y) = [|x — y|| und
d2(x,y) = [|Ix — yll| ebenfalls dquivalent.

(b) Aquivalente Metriken besitzen dieselben Umgebungen, dieselben Beriihr- und
Haufungspunkte, sowie dieselben offenen bzw. abgeschlossenen Mengen.

(c) Seien d; und d, &quivalente Metriken auf X. Eine Folge (x,)nen in X besitzt
genau dann den Grenzwert y bzgl. d;, wenn sie bzgl. d, gegen y konvergiert.

2.29 Satz. Sei X = R™ mit einer der Normen ||-||,, p = 1,2,00. Sei (xM)yey eine

Folge im R™ mat x™ = (x{¥,x{9, ..., x{), und sei x0 = (x\,x\", ..., x). Dann
gilt limy_oo X = x1© genau dann, wenn fir jedes j € {1,...,n} gilt lim_ oo x\* =

)

(0)
Xj .

Man sagt: Eine Folge konvergiert genau dann im R", wenn sie komponentenweise
konvergiert.

2.30 Definition. Sei X ein metrischer Raum, sei A C X und x € X. Man bezeichnet
x als tnneren Punkt von A, wenn A Umgebung von x ist. Die Menge aller inneren
Punkte von A bezeichnet man als das Innere von A; man schreibt dafiir A.

2.31 Satz. A ist die grofite offene Teilmenge von X, die in A enthalten ist.

2.32 Beispiel. In X = R" mit einer der Normen |-|,, p = 1,2,00, sei A = B,(a).
Dann gilt A = B,(a).

2.33 Definition. Sei X ein metrischer Raum, sei A C X. Die Menge aller Beriihrpunkte
von A heifit Abschluss von A, i.Z. A.

2.34 Beisptel. In X = R" mit einer der Normen |-, p = 1,2, 00, gilt B,(a) = B,(a).
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2. Metrische Riume

2.35 Bemerkung. (a) X\ A = (X\A)°.
(b) A ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die A umfasst.

2.36 Definition. Sei X ein metrischer Raum, A C X und x € X. x heifit Randpunkt
von A, wenn x Beriihrpunkt von A und von X \ A ist. Die Menge aller Randpunkte
ist der Rand von A, man schreibt dafiir 0A.

2.37 Bemerkung. (a) OA ist abgeschlossen in X.

(b) X ist disjunkte Vereinigung von A, A und (X \ A)°.
2.38 Beispiel. In R™ mit einer der Normen |-|)j, j = 1,2, o0, gilt

0B,(a) = 0B,(a) ={x € R" | [[x — a|j =1}
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3. Stetige Abbildungen

3.1 Definition. Seien (X, d;) und (Y, d;) metrische Raume, sei f: X — Y eine Abbil-
dung, und sei xy € X. f heifit stetig im Punkt x,, wenn es zu jedem € > 0 ein & > 0
gibt, so dass fiir jedes x € X mit d;(x,x) < 6 gilt d,(f(x), f(xo)) < €.

Eine Abbildung f heiflt stetig, wenn sie in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs
stetig ist.
3.2 Bemerkung. f ist genau dann stetig in xo, wenn es zu jeder Umgebung U
von f(xq) eine Umgebung V von x, gibt mit f(V) C U.
3.3 Beispiel. (a) Alle konstanten Abbildungen sind stetig.

(b) Seien X, Y und Z metrische Raume, f: X — Y und g: Y — Z Abbildungen und
sei xo € X. Falls f stetig in xo und g stetig in f(x,) ist, so ist g o f stetig in x,.

3.4 Satz. Seien X und Y metrische Raume, sei f: X — Y eine Abbildung. Dann
sind dquivalent:

(a) f ist stetag.
(b) Fiir jede offene Menge A C Y st f'(A) offen in X.
(c) Fiir jede abgeschlossene Menge B C Y ist f~'(B) abgeschlossen in X.

(d) Fir jede konvergente Folge (xn)nen tn X gilt
lim f(x,) = f( lim x,).
n—oo n—oo

3.5 Korollar. Seien X,Y metrische Rdume und seien f,g: X — Y stetig. Dann
1st {x € X | f(x) = g(x)} abgeschlossen in X.

3.6 Korollar. Se: X ein metrischer Raum und seien f,g: X — R stetig. Dann 1st
{x|f(x) < g(x)} offen in X.

3.7 Korollar. Ser X ein metrischer Raum, seir xo € X, und seten f,g: X — R
stetig in xo. Dann sind auch die Funktionen f+ g, f —g und f- g stetig in xo.
Falls zusdtzlich g(xo) # 0, so gibt es eine Umgebung U von xq, so dass g(x) # 0
fiir alle x € U, und die Funktion f/g: U — R st stetig in xo.

3.8 Satz. Ser X ein metrischer Raum und sei f: X — R"™ ewine Abbildung. Wir
schrewben f(x) = (fi(x),...,fn(x)) mit Abbildungen f;: X = R, j=1,...,n. Wir
versehen R™ mit einer der Normen |-||,, p = 1,2,00. Dann ist f genau dann
stetig, wenn alle f; stetig sind.
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4. Kompakte Mengen und stetige
Abbildungen

Ziel in diesem Abschnitt ist die Verallgemeinerung des Satzes von Bolzano-Weierstras.

4.1 Definition. Eine Teilmenge A eines metrischen Raums X heifit kompakt, wenn
jede Folge in A eine konvergente Teilfolge hat, deren Genzwert in A liegt.

4.2 Bemerkung. (a) Alle Intervalle der Form [a,b] mit a,b € R, a < b sind
kompakt. (Das ist der Satz von Bolzano-Weierstraf.)

(b) Wenn A kompakt ist, dann liegen alle Beriihrpunkte von A in A. Kompakte
Teilmengen sind daher abgeschlossen.

4.3 Definition. Sei V ein normierter Raum. Eine Teilmenge A von V heifit be-
schrdnkt, wenn es ein C > 0 gibt, so dass ||x|| < C fiir alle x € A.

4.4 Lemma. Sei A eine kompakte Teilmenge eines normierten Raums V. Dann
1st A beschrdnkt.

4.5 Satz (Heine-Borel'). Der R" set mit einer der Normen ||-||,, p = 1,2, 00, ver-
sehen. Fine Teilmenge A C R"™ 1st genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
und beschrdnkt ist.

4.6 Satz. Seien X, Y metrische Rdume, ser f: X — Y ewne stetige Abbildung,
und set A C X kompakt. Dann st f(A) ebenfalls kompakt.

Pragnante Formulierung: “Das stetige Bild einer kompakten Menge ist kompakt.”

4.7 Korollar. Se: A eine abgeschlossene und beschrdinkte Teilmenge des R",
und ser f: A — R stetig. Dann nimmt f auf A thr Mazimum und thr Minimum
an.

4.8 Satz. Es seten (V, ||-||) und (W, ||-||) normierte Rdume, und es ser dimV < oco.
Ferner se1t A: V — W linear. Dann gibt es ein L > 0, so dass

IIAv|| < L||v|| fir alleveV,
und A ist stetig.

4.9 Korollar. Je zwer Normen auf dem R"™ sind dquivalent.

!Eduard Heine, nicht mit der HHU verwandt
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5. Partielle Ableitungen

5.1 Definition. Es sei U C R" offen, es sei f: U — R, und es sei x = (x1,X2,...,Xn) €
U. Firi=1,...,n setzen wir U; ={t € R | (x1,...,%i_1,t,Xi11,...,Xn) € U}. Dann
ist U; eine offene Umgebung von x; in R. Man definiert F;: U; — R durch

Fi(t) :f(xh---»Xifht>xi+1>'-->xn)-

Wenn fiir jedes i = 1,...n die Funktion F; in x; differenzierbar ist, dann heifit f
partiell differenzierbar in x. Man schreibt dann

of
aXi

(x) = F{(x).
%(x) heit dann i-te partielle Ableitung von f in x. Die Funktion f heifit partiell
differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt von U partiell differenzierbar ist.

5.2 Bemerkung. (a) Man berechnet die i-te partielle Ableitung, indem man f als
Funktion von x; allein auffasst und die anderen Variablen als konstant ansieht.

(b) Fiir n = 2 schreibt man of (x,y) anstelle von (x;,x;). Dann schreibt man
entsprechend & und g—;

5.3 Beispiel. (a) f(x,y) = e¥". Dann X = y2e®’ und g—; — 2xye’.

(b) Betrachte

Xy ..
, fir (x,y) # (0,0,
f:R2 SR, (x,y)— { ¥ +Y? )
0, sonst.

Die Funktion f ist iiberall partiell differenzierbar, obwohl sie in (0,0) unstetig
ist. Den Graphen von f zeigen die Abbildungen 5.1 und 5.2.

5.4 Definition. Sei U offen in R™ und f: U — R partiell differenzierbar. Wenn alle
partiellen Ableitungen %, i = 1,...,n, wieder partiell differenzierbar sind, dann

heifit f zweimal partiell differenzierbar. Man schreibt dann

f 9 of
anaXi N an aXi'

Induktiv definiert man so fiir jedes k € N die k-fachen partiellen Ableitungen.
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5. Partielle Ableitungen

Abbildung 5.1.: Graph der Funktion aus Beispiel 5.3

Abbildung 5.2.: Graph der Funktion aus Beispiel mit Geraden konstanter
Funktionswerte
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Wenn f k-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen der Ord-
nung < k stetig sind, dann sagt man, f sei von der Klasse C*. Beachte, dass dabei
die Stetigkeit der Ableitung O-ter Ordnung, also von f selbst, gefordert wird. Wenn
f fiir jedes k € N von der Klasse C* ist, so heifit f glatt oder von der Klasse C*.
Schlielich heifit f von der Ordnung C°, wenn es stetig ist.

5.5 Bezeichnung. Statt x — a%f wird auch D;f geschrieben. Also beispielsweise

o3 f

— = D;D3f.
x10%3 2

5.6 Definition. Ist U C R" offen und f: U — R partiell differenzierbar, so erhalt
definiert man

of of of
Vi: UHR", Vf(X) = (a—M(X),a—XZ(X),,g(X)> .

VT ist der Gradient von f. Das Zeichen V wird als “Nabla” ausgesprochen.

5.7 Definition. Sei U C R" offen und sei f = (f, f2,...,fn): U — R™. Dann heifit f
partiell differenzierbar (bzw. von der Klasse C*), wenn alle f; partiell differenzierbar
(bzw. von der Klasse C*) sind. Fiir x € U ist

d d d
%(x) % (x) ... %(x)
ofy ofy ofy
Df(x) = | (x) axz(X) axn(x)
Yu(x) Un(x) ... Yu(x)

als Funktionalmatriz oder Jacobi-Matriz von f an der Stelle x.

Wenn Funktionalmatrizen vorkommen, schreiben wir Vektoren als Spalten.
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6. C'-Abbildungen

6.1 Satz. Sei U offen in R™ und f = (f1,f2,...,fn): U — R™ eine partiell diffe-
renzierbare Abbildung, so dass alle Funktionen g% U — R stetig sind. Sezx € U

i

fest. Fir jedes & € R™ mit x + & € U defintere @(&) € R™ durch
flx+ &) — f(x) = DF(x) - £+ 9(&). (6.1)

Dann gilt
o (&)]

lim
=0 [|E]
6.2 Definition. Sei U C R™ offen. Eine Abbildung f: U — R™ heiit (total) diffe-

renzierbar in x € U, wenn f in x partiell differenzierbar ist und fiir die Abbildung ¢
aus (6.1) gilt

=0.

m (&)
=0 €|

6.3 Korollar. C'-Abbildungen sind differenzierbar.

=0.

6.4 Beispiel. Die Umkehrung gilt nicht. Wir hatten bereits in der Analysis I gesehen,
dass die Abbildung

0, x =0,

zwar differenzierbar ist, die Ableitung aber unstetig in O ist.

6.5 Satz. Ser U C R" offen, ser f: U — R™ eine Abbildung, und ser x € U.
Wenn f in x differenzierbar ist, dann ist f stetig in x.

6.6 Beispiel. Sei A eine reelle m x n-Matrix. Definiere f: R™ — R™ durch f(x) = A-x.
Dann ist f differenzierbar, und fiir jedes x € R™ gilt Df(x) = A.
f ist sogar von der Klasse C*°. Alle hoheren partiellen Ableitungen von f sind 0.

6.7 Satz. Sei U offen in R™, x € U und f: U — R™. Wenn es eitne mxn-Matriz A
gibt, so dass fiir
P(E) =flx+ &) —flx) —A-&
gult
i [
im
&0 [|E]]

dann st f in x differenzierbar und A = Df(x).

=0,

18



6.8 Satz (Kettenregel). Seien U C R™ und V C R™ offen. Seien f: U — R™ und
g: V — RP von der Klasse C¥, und sei f(U) C V. Dann ist die Abbildung go f
von der Klasse C*, und es gilt

D(gof)(x) = Dg(f(x)) - Df(x) fiir alle x € U.
Das gilt auch fir k = oo.
6.9 Bewsptel. Fiir p =1, also go f: U — R, erhidlt man

0(gof)
aXi

of;
aXi

(x)=Z§—j(f(x)) (x).
j=1

6.10 Notation. Fiir u,v € R" schreiben wir das Skalarprodukt wie folgt

6.11 Definition. Sei U C R" offen, sei f: U — R eine Funktion, sei x € U und sei
v € R™ Dann ist U, ={t € R | x+tv € U} eine offene Umgebung der 0 in R. Definiere
F,: U, — R durch F,(t) = f(x+tv). Wenn F, in 0 differenzierbar ist, dann bezeichnet
man F/(0) als Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung v. Wir schreiben
D, f(x) oder & (x) dafiir.

6.12 Satz. Set U C R™ offen, sei f: U — R von der Klasse C', set x € U und set
v € R". Dann existiert die Richtungsableitung D,f(x) und es gilt

D,f(x) = (Vf(x),v).

Wenn der Gradient nicht verschwindet, dann gibt er die Richtung des starksten
Anstiegs an. In diesem Fall ist die Richtung des starksten Anstiegs senkrecht zu den
Hohenlinien.

19



7. Die Hesse-Matrix

7.1 Definition. Sei U C R" offen und sei f: U — R zweimal partiell differenzierbar.
Die Matrix

o%f 0%f 0%f

G_X% X 0% 0%, X} ees 0x10%,, X
o%f 0%f 0%f

i) = [ oo™ 32™  Fgan ¥
o f 0 f o*f

0%, 01 x) 0%, 0% X a_xﬁ(x)

heifit Hesse-Matriz von f an der Stelle x.

7.2 Satz (H. A. Schwarz). Wenn f von der Klasse C? ist, dann ist H¢(x) fiir
jedes x € U symmetrisch, d. h.

o%f o%f
Xx) =
aXian anaXi

(x)

fir alle i,j € {1,...,n}.
7.8 Beispiel. Fiir f(x,y,z) = xz + "% gilt

ex+2y 2 ex+2y 1
Hi(x,y,z) = [ 2e¥t% 42 0
1 0 0

7.4 Korollar. Wenn f von der Klasse C* ist, dann kommt es bei den Ableitungen
von der Ordnung < k nicht auf die Rethenfolge an.

20



8. Mittelwertsatz und Taylor-Formel

Ich schreibe die Funktionalmatrix jetzt immer mit Klammern, also D(f)(x) fiir die
Funktionalmatrix von f an der Stelle x.

Der Mittelwertsatz der Analysis I lautet: Sei f: [a, b] — R stetig und differenzierbar
auf (a,b), dann gibt es ein & € (a,b) mit

f(b) —f(a) = (&) (b — a).

In dieser Form kann der Mittelwertsatz nicht auf mehrere Veranderliche verallge-
meinert werden.
8.1 Beispiel. f: R — R? sei definiert durch f(x) = ($X). Dann f(0) = f(27), aber
es gibt kein & mit D(f)(&) = (9).

8.2 Lemma. Set U C R™ offen und sei f: U — R™ von der Klasse C'. Ses A C U
beschrinkt und abgeschlossen. Dann existiert M > 0, so dass ||D(f)(x) - v|| <
M||v|| fir alle x € A und v € R™.

Der Wert von M hangt von den gewahlten Normen auf R™ und R™ ab.

8.3 Theorem (Mittelwertsatz). Se: U C R" offen und f: U — R™ von der Klas-
se C'. Seten x,& € R™ so, dass die Strecke A = {x +t& |0 <t < 1} ganz in U
liegt. Wahle M so, dass ||D(f)(y) - v|| < M|v|| fiir alley € A und v € R*. Dann
gult

[0+ &) = FIX)|| < MI[E].
8.4 Beispiel. Sei f: R? — R? gegeben als

P (m) _ <x1e"2) .
X2 e *1x2

Fiir alle h € [-1,1] wollen wir |[f(]) —f(]Z})||_, abschétzen. Wir setzen dazu A =
{(t) 10 <t <2} und berechnen die Funktionalmatrix

D(f) X1 . ex? X]ze
X2 - —xpe*1*2 —x e 12 )

Fiir v = (vy,v;) mit ||v[[e =1 gilt

X1 vie*2 +vyxe*?
D(f) v — —X1X2 __ —X1X2
X2 ViX2€ vrX1€
o0

< max (€% + [x1]€2, [x2|e 12 + |x;]e¥?) < max (e® + 2¢?, 2" + 2¢°) = 3e”.

o0
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8. Mittelwertsatz und Taylor-Formel

Wir haben gezeigt

-

8.5 Satz. U C R™ offen sei so, dass je zweir Punkte in U durch einen Streckenzug
verbunden werden konnen, der komplett in U verlduft. Ser f: U — R™ partiell
differenzierbar mit D(f)(x) = 0 fir alle x € U. Dann st f konstant.

<3e’lh| fiir -1<h<T1.

[e.o]

Da es wegen des Satzes von Schwarz bei C*-Abbildungen auf die Differentiations-
reihenfolge nicht ankommt, ist die folgende Schreibweise sinnvoll:

8.6 Notation. Sei U C R" offen und f: U — R eine Abbildung.

(a) Fiir « € N} setzen wir

|| = o 4+ 0tg + - - - + o,y

ol = ol ol gl
Ein n-Tupel mit dieser Interpretation heilt Multiindez.
(b) Fiir einen Multiindex o und f von der Klasse C/* setzen wir

ollf
0x;1Ox)? ... Oxp"

D% =D D®... D f =

Dabei gilt die Vereinbarung D%f = f.
(c) Fir x = (x1,...,%y) € R™ setzen wir x* = x]" - x3% - - - x&n.

8.7 Theorem (Taylor-Formel). Sez U C R" offen und se: f: U — R wvon der
Klasse C*t1. Seien x, & € R", so dass die Strecke zwischen x und x+ & (inklusive
der Endpunkte) in U liegt. Dann

o 1 o
tere) =y e iy ¥ Ju B CICRRL Y

! 0 !
o] <k lot|=k+1

8.8 Korollar. Sei U C R" offen, ser f: U — R von der Klasse C3, sei x € U
und sei B,(x) C U, wobei die Kugel B.(x) beziiglich einer beliebigen Norm |||
gebildet wird. Dann gibt es M > 0, so dass fur alle & mit ||| < 1 gult

Flx+£) = 100 + (VF(x), &) + 5 (Hil) - £ £) +Ro(E),
wobei [Ry(2)] < MIE]P
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9. Extremwerte und kritische Stellen

9.1 Definition. Sei X ein metrischer Raum, f: X — R eine Funktion und x, € X.
f besitzt in xo ein lokales Mazimum, wenn es eine Umgebung U von x, gibt mit

f(xo) > f(x) fiir alle x € U.

f besitzt in xo ein striktes lokales Maximum, wenn es eine Umgebung U von x, gibt
mit
f(xo) > f(x) fiir alle x € U\ {xo}.

Entsprechend definiert man (strikte) lokale Minima. f besitzt in x, ein (striktes)
lokales Extremum, wenn f in x, ein (striktes) lokales Maximum oder ein (striktes)
lokales Minimum besitzt.

9.2 Satz. Ser U C R" offen und ser f: U — R partiell differenzierbar. Wenn f
in x ein lokales Extremum besitzt, dann

Vf(x) =0.

9.3 Definition. Sei U C R™ offen und sei f: U — R partiell differenzierbar. Wenn
Vf(x) =0, so heiit x kritische Stelle von f.

Kritische Stellen sind Kandidaten fiir Extremalstellen. Zur genaueren Untersu-
chung kann man die Hesse-Matrix heranziehen. Dazu wiederhole ich einige Begriffe
aus der linearen Algebra.

9.4 Definition. Sei A eine reelle, symmetrische n x n-Matrix.
(a) A heift positiv definit, wenn (x, Ax) > O fiir alle x € R™ \ {0}.
(b) A heifit negativ definit, wenn (x, Ax) < O fiir alle x € R™\ {0}.
(c) A heifit positiv semidefinit, wenn (x, Ax) > 0 fiir alle x € R™.
(d) A heifit negativ semidefinit, wenn (x, Ax) < 0 fiir alle x € R™.

(e) A heifit indefinit, wenn es ein x € R"™ mit (x,Ax) > 0 und ein y € R" mit
(y,Ay) < 0 gibt.

9.5 Lemma. Seir A eine reelle, symmetrische n x n-Matriz.
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9. Extremwerte und kritische Stellen

(a) A st genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind
(also echt gréfBer als 0).

(b) A ist genau dann positiv semidefinit, wenn alle Figenwerte von A positiv
oder 0 sind.

(c) A ist genau dann negativ definit, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind.

(d) A ist genau dann negativ semidefinit, wenn alle Eigenwerte von A negativ
oder 0 sind.

(e) A ist genau dann indefinit, wenn A sowohl positive als auch negative Ei-
genwerte besitzt.

9.6 Satz (Hurwitz-Kriterium). Set A = (aij)i<ij<n eine reelle, symmetrische nxn-
Matriz. Setze

Ak — det

(a) A ist genau dann positiv definit, wenn Ay > 0 fir alle k.
(b) A ist genau dann negativ definit, wenn (—1)*A, > 0 fir alle k.
(c) Wenn es ein k mit Ay < 0 gibt, dann ist A indefinit.

Beweis. Den wichtigen Spezialfall n = 2 machen wir als Ubung. Den allgemeinen
Beweis findet man beispielsweise als Satz 20.12 im Buch von Kaballo. Forster zitiert
Abschnitt 6.7.9 des Buches “Lineare Algebra” von Fischer. O]

Man versteht die Bedingungen am besten durch Betrachtung des Spezialfalls von
Diagonalmatrizen.
9.7 Beispiel. Fiir a € R betrachte
-1 -1 1 1T =2 1

A=|-1 =2 0 und B=]-2 2 O
1T 0 a 1T 0 =2

Fiir A gelten Ay = —1, A; =1 und Az = det(A) = a+ 2. Also ist A negativ definit
fiir a < —2. In allen anderen Fallen sagt das Hurwitz-Kriterium nichts aus.
Fir B gilt A, = —2. Daher ist B indefinit.

9.8 Satz. Sei U C R™ offen und f: U — R von der Klasse C3. Sei x eine kritische
Stelle von f.

(a) Ist H¢(x) positiv definit, so besitzt f in x ein striktes lokales Minimum.
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(b) Ist H¢(x) negativ definit, so besitzt f in x ein striktes lokales Mazimum.
(c) Ist H¢(x) indefinit, so besitzt f in x kein lokales Eztremum.

9.9 Bemerkung. (a) Wenn in einem kritischen Punkt kein Extremum vorliegt, so
spricht man von einem Sattelpunkt von f.

(b) Obiger Satz gilt auch dann noch, wenn f nur von der Klasse C? ist. Details
findet man in den angegebenen Biichern.

9.10 Beispiel. (a) f: R? = R, f(x,y) = x*—y?%. Dann ist (0,0) der einzige kritische
Punkt. Dort ist H; indefinit. Also besitzt f in (0,0) einen Sattel.

(b) f: R? = R, f(x,y) = x> +y>—3xy. Dann gibt es zwei kritische Punkte, ndmlich
(x,y) = (0,0) und (x,y) = (1,1). In (0,0) ist die Hessesche indefinit, es liegt
also ein Sattel vor. In (1,1) ist die Hessesche positiv definit, es liegt also ein
striktes lokales Minimum vor.

49 —3xy

4.8
4.0
3.2
2.4
1.6
0.8
0.0
-0.8

Abbildung 9.1.: Graphen zu Beispiel 9.10

15
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10. Die Weglange

10.1 Definition. Ein stetiger Weg ist eine stetige Abbildung «: [a,b] — R", wobei
a,b € R mit a < b. Der Weg heif}t geschlossen, wenn «(a) = «(b).
Die Bildmenge {x(t) | a < t < b} ist die Spur des Weges «.

10.2 Definition. Eine Zerlegung von [a, b] ist ein (m+ 1)-Tupel (to, ti,...,ty,) mit
a=to<ti<--- <ty ="0.

10.3 Definition. «: [a,b] — R™ heifit stetig differenzierbar, wenn es ein offenes
Intervall I mit [a,b] C I gibt, so dass sich « zu einer Abbildung der Klasse C' von I
nach R" fortsetzen lasst.

« heifit stiickweise stetig differenzierbar, wenn es eine Zerlegung (to, t1,...,tm)
von [a, b] gibt, so dass die Einschrdnkungen |y, ,, fiir i = 1,..., m stetig differen-
zierbar sind.

10.4 Definition. Sei «: [a,b] — R" ein stetiger Weg. Mit Z bezeichnen wir die
Menge aller Zerlegungen von [a, b]. Ist Z = (to, t1,...,tn) € Z, sei sei

Loy Z) = ) [lox(t) — x(ti 1|2
i=1

« heilt rektifizierbar, wenn die Menge {L(x,Z) | Z € Z} beschrénkt ist. In diesem
Fall ist

L(x) =sup{lL(,Z) | Z € Z}
die Ldange von «.

10.5 Definition. Sei «: [a, b] — R™ ein rektifizierbarer Weg. Die Weglangenfunktion
ist definiert als
s(t) = Lcdja,q)-

10.6 Bemerkung. Sei Z = (to,t1,...,tn) € Z. Ein Weg «: [to, t,,] — R ist genau
dann rektifizierbar, wenn fiir alle i € {1,..., m} die Einschrankung |y, , . rektifi-
zierbar ist. In diesem Fall gilt

m

L(x) = Z L((Xhtm,td) .

i=1

Insbesondere gilt fiir a <t; <t; <b

s(t) = s(t1) + Loy, u).
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10.7 Satz. Ist « stetig differenzierbar, so i1st « rektifizierbar, die Weglangenfunktion
1st stetig differenzierbar mit s’(t) = ||’ (t)]|2 und

b
L(o) = J loc'(t) .

10.8 Korollar. Jeder stiickweise stetig differenzierbare Weg ist rektifizierbar.
10.9 Bewspiel. (a) In der Antike wurde 7t erkldrt als halbe Lénge des Einheits-

kreises. Die folgende Rechnung zeigt, dass diese Definition mit der modernen
iibereinstimmt.

Der Weg «: [—1,1] — R? t — (t,+/1— 12, beschreibt einen Halbkreis vom
Radius 1. Dann

o (t) = (1_—t) .
e

t2
1—t2

Also
Jo/(t)]l2 =/ 1+

und daher

/2
1 dt — J’ cos()

1 1
L(x) = J] [ec’(t)]2dt = J] N /2 Tnz((p)

(b) Fiir r,h > 0 sei der Weg «: [0,47] — R3 gegeben durch
Tcost
a(t) = | rsint

th

« beschreibt eine Schraubenlinie. Thre Lange ist 47tv/12 + h2.
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Teil 11.

Gewohnliche Differentialgleichungen



11. Allgemeine Theorie und konkrete
Beispiele

Wir beginnen mit einem Spezialfall.

11.1 Definition. Sei U C R? offen und f: U — R stetig. Sei I C R ein offenes
Intervall und ¢: I — R differenzierbar. Wenn fiir alle x € I gilt (x, ¢(x)) € U und
©'(x) = f(x, @(x)), so heilt ¢ Losung der Differentialgleichung

y' = f(x,y). (11.1)

Man bezeichnet (11.1) als ezplizite Differentialgleichung erster Ordnung.
Seien zusdtzlich noch xy € T und yo € R mit (xo,yo) € U gegeben. Falls ¢ (xy) = yo,
so sagt man, dass ¢ die Anfangsbedingung

y(xo) = Yo

erfiilll. Man sagt dann auch, ¢ sei Losung der Anfangswertaufgabe y' = f(x,y),
y(xo) = Yo.

11.2 Beispiel. (a) Sei ] C R ein offenes Intervall und U = ] x R. Fiir eine stetige
Funktion g: | — R definiere f(x,y) = g(x). Das bedeutet, dass die Differential-
gleichung y’ = g(x) betrachtet wird. Ihre Losungen sind die Stammfunktionen
von g.

(b) Sei U = R? und sei f: U — R definiert durch f(x,y) = y. Das bedeutet, dass
die Differentialgleichung y’ =y betrachtet wird. Thre Losungen kennen wir aus
der Analysis I.

Fiir jedes ¢ € R ist @.(x) = ce* eine Losung, und andere Losungen gibt es
nicht.

Die Graphen von ¢;,, und ¢_;/5 zusammen mit dem Richtungsfeld der Diffe-
rentialgleichung zeigt Abbildung 11.1

11.3 Bezeichnung. Das Richtungsfeld einer expliziten Differentialgleichung erster
Ordnung y' = f(x,y) mit f: U — R ist die Abbildung F: U — R?, (x,y) —
(1,f(x,y)). Man verdeutlicht das Richtungsfeld, indem man an den Punkt (x,y)
den Vektor (x, f(x,y)) als Pfeil anzeichnet.

Wenn ¢ eine Losung der Differentialgleichung ist, dann sind die Pfeile des Rich-
tungsfelds tangential an die Losungskurve {(x, @(x)).
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11. Aligemeine Theorie und konkrete Beispiele
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Abbildung 11.1.: Graph und Richtungsfeld zu Beispiel 11.2(b)

11.4 Beispiel. Sei U = R? und f(x,y) = y?, man betrachtet also die Differentialglei-
chung

y/:yz.

Sei @( die Nullfunktion. Fiir ¢ € R definieren wir

_ _ 1
(pcz(—oo,C)H]R, (pC(X):C—X

1
@j: (C)OO) — ]Rv (Pf(x) = .
cC—X

Dann sind die Lésungen ¢y, ¢ und ¢, Lésungen von y’ = y.
Die Graphen von ¢*,, ¢~,, @7 und ¢' zusammen mit dem Richtungsfeld der
Differentialgleichung zeigt Abbildung 11.2

11.5 Satz (Getrennte Variablen). Es seten I C R und |J C R offene Intervalle,
f:1 - R und g: ] — R stetig mit g(y) # 0 fir alle y € J. Seten xy € 1 und
Yo € | beliebrg. Dann existiert ein offenes Intervall 1o C 1 mat xo € 1y, so dass
die Anfangswertaufgabe

30



/2

4 T Iy_ly T T
Skt /ft ot /A T T T T T
it/ 1 [ 2 S B L N B |

4 4 4 4 4 4 4 4 4 A
1} L
0_ .
-1+ . . . . .

4 4 4 A 4 A4

[ T B | 1 f
2t f 4 1 f ot
—43 —2 -1 0 1 2 3

Abbildung 11.2.: Graph und Richtungsfeld zu Beispiel 11.4

genau eine Losung ¢: 1y — R besitzt. Diese Lisung ist von der Form @(x) =
G '(F(x)), wobet
x v o ds
F(x) =1 f(t)dt, Gy)=| —.
X0 Yo g(S)
Fiir 1y kann jedes offene Intervall gewdhlt werden, welches den Bedingungen
xo € Ip und F(Iy) C G(]) gentigt.

11.6 Beispiel. Man gebe die Losungsgesamtheit der Differentialgleichung
X
!/

y =—-
Y

auf I x ] =R x (0,00) an.
Man hat f(x) = x und g(y) = —%. Dann

und

Also G7'(z) = \/y3 — 2z. Daher ist

e(x) =1/x3+y5—x? dieauf ], = (—\/x§+y%, \/xé+y§)
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11. Aligemeine Theorie und konkrete Beispiele

eindeutig bestimmte Losung. Die Losungsgesamtheit besteht aus allen Funktionen

Pc: (_C»C)» (pC(X) =V C? _Xz»

fiir C > 0.
Die Graphen von @3, und ¢; zusammen mit dem Richtungsfeld der Differential-
gleichung zeigt Abbildung 11.3

11.7 Beispiel. Sei U = R? und f(x,y) = 3y§. Man betrachtet also die Differential-

gleichung
y' =3y

Wie bei der Substitutionsregel erweist sich die Leibniz-Notation als niitzliche Merk-

hilfe.
dy 3
=2 — 332
dx Y

Bringe alle Terme in y auf die linke Seite

y 3dy = 3dx
und bilde Stammfunktionen
3y]/ 3=3x+C.
Lose nach y auf
y - (X - C)S)

wobei ¢ = —C/3 (aus Bequemlichkeit).
Fiir ¢ € R sei @.: R — R definiert durch ¢.(x) = (x —c)?. Fiir a,b € RU{—00, 00}

mit a < b setze

©a(x), firx <aq,

Pap(x) =40, fir a <x < b,

@p(x), fiir x > b.
Dann ist ¢, differenzierbar und eine Losung der Differentialgleichung. Jede An-
fangswertaufgabe besitzt also unendlich viele Losungen.

Die Graphen von @oo und ¢_,; zusammen mit dem Richtungsfeld der Differenti-
algleichung zeigt Abbildung 11.4

Wir verallgemeinern jetzt Definition 11.1 auf den vektorwertigen Fall.

11.8 Definition. Sei U C R x R" offen und seien fy,...,fy: U — R stetig. Sei
[ C R ein offenes Intervall und seien @;,...,@,: [ — R differenzierbar. Wenn fiir
alle x € I sowohl (x, @1(x),...,@n(x)) € U als auch @{(x) = fi(x, @1(x),..., Pn(x))
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11. Aligemeine Theorie und konkrete Beispiele

fiir i = 1,...,n gelten, dann ist das Tupel (@q,..., @,) eine Losung der ezpliziten
Differentialgleichung erster Ordnung.

y{ = f; (X)yh"')yn)
(11.2)

UT/L = fn(xvy1)° . -»yn)°

Dafiir schreibt man meist einfacher y’ = f(x,y) mit der Interpretation f = (fy,...,f,)
und ¢® = ((ph--',(pn)-

Wenn man n > 1 betonen will, dann spricht man auch von einem Differentialglei-
chungssystem.

11.9 Definition. Seien X und Y metrische Raume und f: X — Y eine Abbildung.

(a) f heiflt Lipschitz-stetig, wenn es ein L > 0 gibt mit d(f(a),f(b)) < Ld(a,b)
fiir alle a,b € X.

(b) f heilt lokal Lipschitz-stetig in x, € X, wenn es eine Umgebung U von x, gibt,
so dass die Einschrankung f|y, Lipschitz-stetig ist.

11.10 Bemerkung. (a) Lipschitz-stetige Abbildungen sind lokal Lipschitz-stetig
und lokal Lipschitz-stetige Abbildungen sind stetig.

(b) C'-Abbildungen sind lokal Lipschitz-stetig.

(c) Die Funktion f: R — R, x — [x|, ist Lipschitz-stetig. Die Funktion g: R — R,
x — +/|x|, ist in O nicht lokal Lipschitz-stetig.

11.11 Definition. Seien X, Y und Z metrische Rdume, sei U C X x Y, und sei
f: U — Z eine Abbildung.

(a) f heiflt Lipschitz-stetig im zweiten Argument, wenn es ein L > 0 gibt, so dass

d(f(x>y1)3f(xayz)) S Ld(yhyz) fiir alle (X)l.:h)) (X»UZ) € U.

(b) f heiBBt lokal Lipschitz-stetig im zweiten Argument, wenn es zu jedem Paar
(x0,Yo) € U eine Umgebung V gibt, so dass f|y Lipschitz-stetig im zweiten
Argument ist.

11.12 Bemerkung. Sei U C R™ x R" offen und f: U — R*. Wir schreiben die

Elemente von U als (x,y) = (X1y..-yXm,Y1,--.,Yn). Wenn die partiellen Ableitun-
gen %—‘:, ceny aay—fn existieren und stetige Funktionen von (x,y) sind, dann ist f lokal

Lipschitz-stetig im zweiten Argument.
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11.13 Theorem (Picard-Lindeldf). Seien U C R x R™ offen, sei f: U — R stetig
(in beiden Argumenten) und lokal Lipschitz-stetig im zweiten Argument, und sei
(x0,Yo) C U. Dann ezistieren ein offenes Intervall 1 mit xo € I und eine Lisung
@: 1 — R" der Differentialgleichung y’' = f(x,y) mit folgenden Eigenschaften

(a) @(x0) = yo.

(b) Ist {: ] — R™ ebenfalls eine Lésung der Differentialgleichung y’' = f(x,y)
mit P(xo) = Yo, so gelten ] C I und P = ol;.

Bewesis. Dieser Beweis wird auf das Ende der Vorlesung verschoben. O]

11.14 Satz (Existenzsatz von Peano). Sei U C R x R" offen, sei f: U — R™ stetug,
und set (xo,Yo) € U. Dann existiert eine Losung @: 1 — R" der Differentialgler-
chung y' = f(x,y) mit y(xo) = Yo.

Den Existenzsatz von Peano werden wir in dieser Vorlesung nicht beweisen. Einen
Beweis findet man beispielsweise in dem Buch von Walter.

11.15 Satz (Homogene lineare Differentialgleichung). Se: I C R ein offenes Inter-
vall, se1 a: I — R stetig. Sei (xo,Yo) € I x R. Dann existiert genau eine Lisung
@: 1= R von y' =alx)y mit (x0) =yo. Diese Lésung hat die Form

@(x) =yoexp (JX a(t)dt) :

X0
11.16 Beispiel. Betrachte die Differentialgleichung

y’:%, x € I =(0, c0),y € R.

Dann a(x) = x~2. Sei (x,Yo) € I x R beliebig. Dann ist

(x) =yoex Jxldt =1yoex —l+l
P{x) =Yoexp e = Yo €Xp X o

die eindeutig bestimmte Losung der Anfangswertaufgabe y(xo) = yo.

11.17 Satz (Inhomogene lineare Differentialgleichung, Methode der Variation der
Konstanten). Set I C R ein offenes Intervall, seien a,b: I — R stetig. Definiere
f: I xR — R durch f(x,y) = a(x)y + b(x). Ser (x0,Yo) € I x R. Dann ezistiert
genau eine Lisung P: I — R von y' = a(x)y+b(x) mit P(xo) = yo. Diese Lisung

hat die Form -
b(x) = 9lx) (ywj %dt),

©(x) =exp (JX a(t)dt).

wobes
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11. Aligemeine Theorie und konkrete Beispiele

11.18 Beispiel. Lose y' = 1 — vy, y(xo) = yo. Dann a(x) = —1, b(x) = 1 und
@(x) = e, Also

o
Y(x) =€ (yo +J - dt) = e (Yo +e 0 —1) =yoe 1 e,

Xo—t
X0

11.19 Definition. Sei U C R x R"™ offen, sei f: U — R stetig. Sei I ein offe-
nes Intervall und sei @: I — R n-mal differenzierbar. Wenn fiir alle x € [ sowohl

(%, @(x), @'(x)y ..., @™ (x)) € U als auch ™ (x) = f(x, @(x), '(x),..., 9" (x))
gelten, dann ist ¢ eine Losung der expliziten Differentialgleichung n-ter Ordnung

Y

Yy :f(xayayla'“)y(ni”)-

Gelten fiir ¢ auBerdem noch @(xo) = Yo, ®'(x0) =y, ..., @™ V(x0) = yn_; fiir
gegebene Werte (xo,Yo,Y1,---,Yn_1) € U, so 16st ¢ die Anfangswertaufgabe

y(n) = f(X,y,y,, o ’y(nfl))) y(XO) =Yoy.-- )y(ni])(XO) = Yn-1.
11.20 Satz. Fiir f wie oben definiere F: U — R™ durch

F(X)ymyh-")yn—]) = (yh-°°)yn—1>f(x)y0>y1)”'>yn—1))°

Mit'Y = (yo,Y1y..-,Yn1) lautet das Differentialgleichungssystem Y' = F(x,Y)
ausgeschrieben

/

Yo = VY
Y1 =Yz
yTIL—Z = Yn-1

97/1—1 = f(X>UOa <oy Yn1 )

Daher gelten

(a) Ist @ eine Lésung von y™ = f(x,y,y’,...,y™ "), soist © = (@, @’,..., ")
ewne Losung von Y' = F(x,Y).

(b) Ist ® = (@0, P1y...,9n1) eine Lésung von Y = F(x,Y), so ist @, eine
Lésung von y™ = f(x,y,y’s...,y™ ).

Diese Technik wird hauptsachlich benutzt, um Existenz- und Eindeutigkeitssatze
fiir Differentialgleichungen hoherer Ordnung auf die entsprechenden Satze fiir Diffe-
rentialgleichungssysteme erster Ordnung zuriickzufiihren.
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11.21 Korollar (Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Differentialgleichun-
gen hoherer Ordnung). Sei U C R x R™ offen, set f: U — R stetig und lokal
Lipschitz-stetig 1m zweiten Argument. Sei (Xo,Yo,-..,Yn_1) € U. Dann existiert
emne Losung @: 1 — R der Differentialgleichung

y" =f(x,y,y’.. .,y )
mait
(a) ©(x0) =Yo, ©'(x0) =y1, ---, @™V (x0) =yYn_1-

(b) Ist {: ] — R eine Losung mit v (xo) = yy fiir k=0,...,n—1, so st ] C I
und P = @Jy.
11.22 Beispiel (Harmonischer Oszillator). : Fiir w > 0 betrachte die Differentialglei-
chung zweiter Ordnung y” = —w?y mit der Anfangsbedingung y(0) = 1, y’(0) = 0.
Wir haben also U = R? und f(x,y) = —w?y. Die Lésung der Anfangswertaufgabe
ldasst sich sofort erraten: @(x) = cos(wx).

Wir iibersetzen die Differentialgleichung wie folgt in ein System erster Ordnung:
Der Vektor im R? heifit Y = (°). Die zugehérige Differentialgleichung ist Y/ =

F(x,Y) mit
F(x,Y) = (_(Z‘ZY()) .

Die Anfangsbedingung ist Y(0) = (}). Die oben angegebene Losung iibersetzt sich

zu
[ cos(wx)
O = <—w sin(wx)) '
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12. Lineare Differentialgleichungen

12.1 Definition. Ein komplezer normierter Raum besteht aus einem C-Vektorraum V
und einer Abbildung V — R, v — ||v||, mit

(a) ||v|| >0 fiir alle v € V.
(b) ||[v|]| =0 dann und nur dann, wenn v = 0.
(c) |lav|| = |«]||v]| fiir alle x € C, v € V.
(d) |lv+w]| < |||+ ||w] fiir alle v,w € V.
12.2 Beispiel. Auf C" gebrdauchliche Normen sind
Jelh = 21| 4+ [zl

Izll2 = ]z P+ + [za

12llo0 = max{|zi],... |zn[}.

Man kann jeden komplexen normierten Raum auch als reellen normierten Raum
auffassen. Daher sind je zwei Normen ||-|| und ||| - ||| auf dem C™ &quivalent. Es gibt
also a,b > 0, so dass

allzl]] <llzlll < b||z|| fiir alle z € C™.

12.3 Beuspiel. Es sei X ein metrischer Raum. Der Raum Cy, (X, C) aller beschrankten,
stetigen Funktionen f: X — C ist ein komplexer normierter Raum, wenn man ihn
mit der Norm

[[f[loo = sup|f(x)|

xeX

versieht.

12.4 Definition. Sei K = R oder K = C. Sei K™*™ der K-Vektorraum aller m x n-
Matrizen mit Eintrdgen aus K. Wir wéahlen eine Norm ||-|| auf K" und eine Norm
Il - ]Il auf K™. Wegen Satz 4.8 existiert fiir jedes A € K™ " die Zahl

[A[] = max{[lIAX][ [ [|x] < 1}

Dadurch wird eine Norm auf K™*" gegeben. Diese Norm bezeichnet man als Ma-
triznorm.
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12.5 Lemma. Fir A € K™™ und x € K" galt [[|Ax]]] < [|A]]]]x]|-
Ist ferner noch B € K™ gegeben und ||-|| eine Norm auf K*, dann gilt
1B - All < |[B[[]A]l-

12.6 Definition. Sei I C R ein offenes Intervall, A: I — K™" und b: I — K"
seien stetige Abbildungen. Definiere f: I x K* — K" durch f(x,y) = A(x) -y + b(x).
Dann bezeichnet man y’ = f(x,y) als lineares Differentialgleichungssystem erster
Ordnung. Ist dabei b(x) = 0 fiir alle x € I, so ist das System homogen.

12.7 Satz. Ser I C R ewn offenes Intervall, A: 1 — KY" ynd b: [ — K" sezien
stetige Abbildungen. Sei (xo,Yo) € I x K*. Dann besitzt die Anfangswertaufgabe
y = A(x)y +b(x), y(xo) =yo, eine eindeutig bestimmte Lésung ¢: 1 — K".

Bewess. Das ist eine Verscharfung des lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes.
Genau wie diesen werden wir sie gegen Ende des Semesters beweisen. ]

12.8 Satz. Sex I C R ein offenes Intervall und ser A: 1 — K™" eine stetige Ab-
bildung. Die Lésungsgesamtheit des homogenen Differentialgleichungssystems

y’ = A(x)y bildet etnen Untervektorraum des K-Vektorraums aller Abbildungen
[ - K™

12.9 Satz. Seir I C R ewn offenes Intervall und ser A: 1 — K™ eine stetige
Abbildung. Sei

L={e: T K" @'(x) =A(x)o(x)}
die Losungsgesamtheit des homogenen Differentialgleichungssystems.
Fir o', @%, ..., 0" € L sind dquivalent
(a) (@',..., ") ist eine Basis von L.
(b) Fiir jedes xo € 1 ist (@'(x0),...,®"(x0)) eine Basis des K".
(c) Es gibt ein xo € 1, so dass (@'(xo),..., 9" (x0)) eine Basis des K" ist.

12.10 Definition. Sei I C R ein offenes Intervall und sei A: I — K™*™ eine stetige
Abbildung. Sei

L={e: 1= K"[¢'(x) = Alx)p(x)}
die Losungsgesamtheit des homogenen Differentialgleichungssystems. Jede Basis
(@',...,@") von L bezeichnet man als Fundamentalsystem des Differentialglei-
chungssystems y’ = A(x)y.
Fiir beliebige n Funktionen ¢',..., ™ € L bezeichnet man die Funktion W: I — K,

(N (x) ... (@"h(x)
W(x) =det(e,...,o") = - :

(@n(x) e (@V)nlx)

als Wronski-Determinante von @',..., @".
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12. Lineare Differentialgleichungen

12.11 Bemerkung. Die Wronski-Determinante W(x) = det(p'(x),..., ¢™(x)) ver-
schwindet entweder fiir alle oder fiir gar kein x € 1.

12.12 Beispzel.

e«
N~ —~
1
| <«
u: N

Zwei Losungen sind gegeben durch

1 sinx ) Cos X
= d == .
o (x) (cos x) und - @7 (x) (— sin x)

Ihre Wronski-Determinante ist gleich —1. Daher ist (@', @?) ein Fundamentalsystem.

12.13 Satz. Sex [ C R ein offenes Intervall, A: 1 — KY™ und b: [ —» K" seten
stetige Abbildungen. Ser L der Lésungsraum des homogenen Differentialgler-
chungssystems y' = A(x)y und sei }y eine Lésung des inhomogenen Differen-
tialgleichungssystems y' = A(x)y + b(x). Dann st die Lésungsgesamtheit des
inhomogenen Differentialgleichungssystems gleich o+ L.

12.14 Bemerkungen. (a) Die allgemeine Losung des homogenen Differentialglei-
chungssystems y = A(x)y besteht also aus allen Abbildungen der Form ¢(x) =

> i ci@i(x), ciy..vycn €K,

(b) Kennt man die allgemeine Losung des homogenen Differentialgleichungssystems
y’ = A(x) -y, sowie eine beliebige Losung \ des inhomogenen Differentialglei-
chungssystems y’ = A(x) -y + b(x), so kennt man auch die allgemeine Losung
des inhomogenen Differentialgleichungssystems. Sie ist namlich von der Form

0(x) = b + Y coy(x),
j=1

wobei ci,...,c, € K.

Fir lineare Differentialgleichungssysteme mit variablen Koeffizienten gibt es kein
allgemeines Verfahren zum Finden eines Fundamentalsystems. Wenn man aber fiir ein
homogenes Differentialgleichungssystem ein Fundamentalsystem kennt, dann kann
man mit der Methode der Variation der Konstanten eine Losung des inhomogenen
Systems bekommen.

12.15 Bemerkung. Sei I C R ein offenes Intervall, A: I — K™™ und b: [ — K"
seien stetige Abbildungen. Sei (@',..., ¢™") ein Fundamentalsystem fiir das homoge-
ne Differentialgleichungssystem y’ = A(x)y. Definiere ®: I — K™" durch ®(x) =
(@'(x)y...,0"(x)). Dann ®'(x) = A(x) - ®(x) und die Lésungsgesamtheit des homo-
genen Systems besteht aus allen Abbildungen x — ®(x)c, wo ¢ den K" durchliuft.
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Aus der Linearen Algebra ist der folgende Satz bekannt:

12.16 Satz (Cramersche Regel). Set k ein Kérper. Fir A € k™™ mat det(A) #0
gult
-1 _ 1 /’i
~ det(A)

wobei A eine n x n-Matriz 1st, die aus geeigneten Unterdeterminanten von A
besteht.

12.17 Bemerkung. Im Falle n = 2 lautet die Cramersche Regel

-1
a b T d -b
c d ad—bc\—c a ]/’

12.18 Satz. Die Menge GL(n,K) aller invertierbarer Matrizen im K™*" ist offen.
Die Abbildung
T: GL(n,K) —» GL(n,K), A~ A",

1st stetig.

12.19 Lemma. Es set I C R ein offenes Intervall und es seien A: 1 — K™
und B: I — K™ differenzierbare Abbildungen. Dann ist Bo A: I — K™, x —
B(x) o A(x), differenzierbar mit (Bo A)’'(x) = B/(x) o A(x) + B(x) o A’(x).

12.20 Satz (Variation der Konstanten). Fir A, b und @ wie in 12.15 wird e:-
ne Loésung des inhomogenen Differentialgleichungssystems y' = A(x)y + b(x)
gegeben durch

wobel

12.21 Beispiel. Betrachte

Yy =yz +1
Yy, =Yy +2

Wir hatten bereits ein Fundamentalsystem fiir das homogene Differentialgleichungs-
system ausgerechnet: Dieses fiihrt zu

sinx CosSX
D(x) = ) .
cosx —sinx

Die Cramersche Regel ergibt ®~'(x) = ®(x) fiir alle x. Damit erhalten wir
*[sint cost 1 —cosx + 2sinx + 1
u(x) = ) . dt = ) .
o \cost —sint 2 sinx + 2cosx — 2
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12. Lineare Differentialgleichungen

Schliefllich

—1+cosx +2sinx

D) = (2—2003x+smx ) .

12.22 Definition. Sei [ C R ein offenes Intervall, seien ay,...,a, 1,b: I — K stetig.
Dann bezeichnet man

y™ = ap(x)y + ar(x)y’ + - + a i (Y™ + b(x)

als lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist b(x) = 0 fiir alle x, so ist sie
homogen.

12.23 Satz. (a) Die Lésungsgesamtheit L von
y™ = ap(x)y + ar(x)y’ + -+ an g (x)y™

15t etn n-dimensionaler K- Vektorraum.

(b) ©1,...,¢0n € L bilden genau dann eine Basis von L, wenn fir ein und
damat fir alle x € 1 gilt W(x) # 0, wobes

(PI(X (Pz(X @n(X
@ (x @5(x) @ (x
W(x) = det ! ? .
e x) @y (x) on " (x)

die Wronski-Determinante der Differentialgleichung ist.
(c) Die Lésungsgesamtheit der inhomogenen Differentialgleichung
y™ = ay(x)y + a;(x)y’ + -+ an 1 (x)y™ " + b(x) (12.1)

1st gleich P+ L, wober \ eine beliebige Losung der inhomogenen Differen-
tialgleichung 1st.

(d) Jede Anfangsbedingung y(xo) = Yo,y'(xo) = Y1y..., Y™ V(x0) = yn_1 besitzt
eine eindeutig bestimmie Losung ¢ : 1 — K.

12.24 Bemerkung (Variation der Konstanten). Hier nur fiir n = 2. Gegeben sei also
die Differentialgleichung

y”" = ai(x)y + a1 (x)y’ + b(x). (12.2)
Das zugehorige System erster Ordnung ist

Y = A(x)Y + B(x) (12.3)
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0 1 0
A(X):<00(X) a1(X)> und Bm:(b(x))‘

Es sei (@1, ;) ein Fundamentalsystem fiir die homogene Differentialgleichung (12.2).

Dann ist

P1(x) @;(x)
ein Fundamentalsystem fiir (12.3). Sei W(x) die zugehorige Wronski-Determinante.
Dann sagt die Cramersche Regel

_ 1 P3(x)  —@2(x)
O '(x) = 2 .
W] (—cp{(x) @1(x)
Eine Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems (12.3) ist daher

<o o st (505 ) o

Die erste Komponente von W(x) ist dann eine Losung 1\ (x) der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung (12.2). Sie hat die Gestalt

©2(x)b(x) @1(x)b(x)
W(x) W(x)

12.25 Bemerkung (D’Alembertsches Reduktionsverfahren). Wir betrachten die ho-
mogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

Bix) = —1(x) j dx + 3 (x) j dx.

"

y" = a(x)y + ar(x)y’.

Dann besteht jedes Fundamentalsystem aus zwei linear unabhéangigen Losungen. Eine
Losung @7 # 0 sei bekannt. Dann erlaubt das Reduktionsverfahren von d’Alembert,
auf einem Intervall, auf welchem ¢; nur positive Werte annimmt, eine linear un-
abhangige Losung ¢, zu bestimmen. Dazu macht man den Ansatz ¢, = u@; mit
einer zweimal differenzierbaren Funktion u. Man findet dann nach Einsetzen der
Differentialgleichung fiir ¢

@7 (x) =u"(x)1(x) + 2u'(x) @7 (x) + u(x)ao(x) @1 (x) +u(x)a; (x) @7 (x)
und
ao(x)@2(x) + ar(x) @5 (x) = ag(x)u(x)@1(x) + ar(x)u'(x) @1 (x) + a; (x)u(x) @;(x).

Der Vergleich beider Ausdriicke fiihrt durch Ausloschung der gefirbten Terme auf

LL”(X) — U.,(X) ((l] (X) _ 2([)1,(7()) .
©1(x)
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12. Lineare Differentialgleichungen

Das ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir u’. Thre Lésungen sind
Vielfache von |
u'(x) = —— exp <J a (t)dt) .
P7(x)

n_

y" =4y’ — 4.

Exponentialansatz liefert eine Losung, ndmlich ¢;(x) = e ?*. Das d’Alembertsche

Reduktionsverfahren fiihrt auf die Differentialgleichung u/(x) = 1. Also @,(x) =
—2x

12.26 Beispiel.

xe
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13. Lineare Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten

Wie im vorigen Kapitel auch sei K =R oder K = C.
13.1 Definition. Ist A € K™*", so bezeichnet man die Gleichung
y'=Ay

als homogenes lineares Differentialgleichungssytem erster Ordnung mait konstan-
ten Koeffizienten.

13.2 Bemerkung. Die Losungen eines linearen Differentialgleichungssytems mit kon-
stanten Koeffizienten sind auf ganz R definiert.

13.3 Definition. Sei X ein metrischer Raum.

(a) Eine Folge (xn)nen heit Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N
gibt, so dass fiir alle n, m > N gilt d(xn,xnm) < €.

(b) X heifit vollstdndig,, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert.

(c) Ein normierter Raum heiflt Banachraum, wenn er vollstédndig ist.
13.4 Satz. Jeder endlich-dimensionale normierte Raum 1ist ewin Banachraum.
13.5 Definition. Sei V ein normierter Raum und sei (a,)ncy eine Folge in V.

(a) Die Reihe } >, a, heifit konvergent, wenn die Folge (Z]T:] an> in V kon-
NeN

vergiert.

(b) Die Reihe > °, a, heilt absolut konvergent, wenn die Reihe } ° [ja,| in R
konvergiert.

13.6 Satz. In einem Banachraum st jede absolut konvergente Rethe konvergent.

13.7 Definition. Im Banachraum K™*" bezeichne E, die Einheitsmatrix. Wir setzen
A = E, fiir jede Matrix A € K™™ und definieren

2
exp A = Z gAk.
k=0

Man bezeichnet exp A als Matrizezponential von A. Man schreibt auch exp A = e?.

45



13. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

13.8 Beispiel. (a) Fiir eine Diagonalmatrix

d 0 --- 0

oo o d'2 . o

0 0 --- d,

gilt
e 0 0
0 e 0
expD = ]

0 0 edn

(b)

oo [0 ) _ (1t
Plo o) " \o 1)
13.9 Lemma. Fiir A,B € K™ mit AB = BA gilt 8 = e?eB.

13.10 Satz. Sei f: R — K"*" gegeben durch f(x) = exp(xA). Dann ist f differen-
zierbar mit f'(x) = Aexp(xA) fir alle x € R.

13.11 Korollar. Ist A € K™, xo € R und yo € K", so ist die einzige Losung der
Anfangswertaufgabe y' = Ay, y(xo) = Yo, gegeben durch

(x—x0)A

p(x)=e Yo.

Beispiel. Gegeben sei das Differentialgleichungssystem
Y1 =Yz,
yé =0,

zusammen mit der Anfangsbedingung y(1) = ( 2z ) . In Matrixschreibweise lautet die
Differentialgleichung y’ = Ay fiir A = (§ ). Das Matrixexponential von A hatten wir
in Beispiel 13.8 bestimmt. Daher 10st die folgende Funktion die Anfangswertaufgabe

e (-6 7)) )

Spannende Frage: Wie rechnet man exp(xA) konkret aus? Dabei hilft die Lineare
Algebra. Ich wiederhole die entscheidenden Ergebnisse ohne Beweis.

13.12 Definition. Es sei A € K™*". Eine Zahl A € K heif3t Eigenwert von A, wenn
es einen Vektor v € K™\ {0} gibt, fiir den Av = Av. Jedes v € K™ mit Av = Av ist
dann ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Die Menge

Ex(A) ={ve K" | Av = Av}

ist der Eigenraum zum Eigenwert A.
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13.13 Bemerkung. (a) A € K ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn
det(AE, — A) = 0.

Die Funktion xa: x +— det(xE, — A) bezeichnet man als charakteristisches
Polynom von A.

(b) Da jedes nicht konstante, komplexe Polynom mindestens eine Nullstelle hat,
besitzt jedes A € C*™ in C mindestens einen Eigenwert.

(c) Wenn A eine Nullstelle von x4 der Ordnung k ist, dann sagt man, der Eigen-
wert A besitze die algebraische Vielfachheit k.

(d) Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A ist definiert als die Dimension
des K-Vektorraums E,(A).

13.14 Definition. A € K™" heif}t diagonalisierbar, wenn der K" eine Basis aus
Eigenvektoren besitzt.

13.15 Bemerkung. In der Linearen Algebra wird gezeigt:

(a) A € C™" ist genau dann iiber C diagonalisierbar, wenn fiir jeden Eigenwert
von A die algebraische und die geometrische Vielfachheit iibereinstimmen.

(b) Wenn A € R™™" symmetrisch ist, dann ist A {iber R diagonalisierbar.

(c) Im komplexen Fall gilt: Wenn die Transponierte von A gleich der komplex
Konjugierten von A ist, dann ist A diagonalisierbar, und alle Eigenwerte sind
reell.

(d) Essei A diagonalisierbar mit Eigenwerten A, ..., A, und einer Basis (v,..., V)
von Eigenvektoren, so dass Av; = A;v;. Sei

T=(vi,v2y...,vy) € KT
und sei D die Diagonalmatrix mit D;; = A;. Dann T-'AT = D.

13.16 Lemma.
exp(T'AT) = T 'exp(A)T.

13.17 Beispiel. Berechne exp(A) fiir

0 t
A_(_t O).

Das charakteristische Polynom ist

det(xE; — A) = x> + t2 = (x — it)(x + it).
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13. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Also hat A die Eigenwerte +it. Losung der entsprechenden linearen Gleichungssy-
steme liefert uns Eigenvektoren

—1 i
V1:<1> und V2:<]).

Daraus erhalten wir mit der Cramerschen Regel

N _]_1 i 1
T—<1 1) und T _2<—i 1).

Mit

gilt dann A = TDT~'. Also

1 /=i i\ (et 0 i1 cost sint
A=Texp(D)T "= ~ - '
exp exp(D) > (1 1) (O elt) (—i 1) <— sint cos t)

13.18 Beispiel. Die Matrix

ist nicht diagonalisierbar.

13.19 Definition. Fiir A € C und n € N bezeichnet man die (n x n)-Matrix

AT 0 - 00
0 A1 00
0O 0 A - 00
Jan = oo Do
o0 0 -+ A1
000 -+ 0 A

als Jordan-Block der Grofle n zum Eigenwert A.
In der Linearen Algebra lernt man
13.20 Satz. Das charakteristische Polynom von ] 1st gleich
det(xEn — Jan) = (x —A)™

Der Eigenraum Ex(Jan) 2um etnzigen Eigenwert A ist eindimensional. Daher ist
Jan nur im trivialen Fall n =1 diagonalisierbar.
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13.21 Bemerkung. Trotzdem kann man exp(xJ, ) leicht ausrechnen. Es ist n&mlich
Jan = AEn+Jon. Wegen ]&n = 0 ist die Exponentialreihe von Jo, endlich. Man erhéalt
schliefllich unter Verwendung von Lemma 13.9

XZ XS anl
T x 5 5 1!
XZ anl
0 X 7 (n—2)!
expxh) =™ | . ~
000 o0 0 --- X
Ooo0 o0 0 --- 1
13.22 Satz (Jordan-Zerlegung). Set A € C™*". Dann gibt es ein k < m, nicht
notwendig verschiedene Eigenwerte Ai,...,Ax € C und Zahlen vi,...,vx € N

mit vi +--- + Vi = n, sowie ein invertierbares T € CY", so dass T 'AT die
folgende Blockdiagonalmatriz st

v 0 0 : 0
0 17\2sz 0 ’ 0
T AT = 0 0 Jaws - 0
0 0 0 Tam

Bemerkung. Das Matrixexponential einer Blockdiagonalmatrix A ist eine Blockdia-
gonalmatrix, deren Blocke die Matrixexponentiale der Blocke von A sind.

13.23 Beispiel. Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

yi = 4ys,

Y = —VY,

Y3 = 6Y2 + 2Y3 + Ya,
yi =~y + 4y

In Matrixschreibweise also y’ = Ay mit

0O 0 0 4
0 -1 00
A_O621
—1 0 0 4

Das charakteristische Polynom von A ist xA(A) = (A—2)*(A+1). Man findet aber nur
jeweils einen linear unabhangigen Eigenvektor zu den Eigenwerten —1 und 2. Daher
ist die Jordansche Normalform von A gleich

o O©C O PN
o o N =
S N = O

o O O
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13. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Um exp(x]) zu bestimmen, schreiben wir | als Summe aus einer Diagonalmatrix und
einer kommutierenden nilpotenten Matrix, also | = D + N mit

200 0 010 0
020 0 00 1 0
P=1o002 o "™ N=fy450 0
00 0 —T 00 0 0
Dann
e 0 0 0 1T x ¥ 0
0 e 0 0 01 x 0
exp(xD) = 0 0 und exp(xN) = 00 1 0
0 0 0 e* 00 0 1
Also

er X eZX %XZ er 0
0 e* xe®* 0
0 0 e?* 0

0 O 0 e~

exp(x]) = exp(xD) o exp(xN) =

Daraus kann man bereits ablesen: Jede Komponente einer beliebigen Losung von
y’ = Ay ist eine C-lineare Kombination der vier Funktionen e**, xe?, x’e* und e*.
Die Transformationsmatrix T bestimmt man zu

02 -1 0
00 0 -1
10 0 2
01 0 O

Die Matrix T ist bestimmt durch A = ToJoT~'. (In der ersten und der letzten Spalte
von T stehen Eigenvektoren.) Schliefilich

—2xe? + e* 0 0 4x e
0 e~ 0 0
e A)=Toe T =
xp(xA) o exp(x]) o _%Xzezx De2x _ e% o2 x2e2X | xelx
—xe* 0 0 2xe® + e*

In den Spalten von exp(xA) steht ein Fundamentalsystem fiir die homogene Diffe-
rentialgleichung y’ = Ay.

Man kann also zu jeder Matrix das Matrixexponential ausrechnen, indem man die
Jordan-Zerlegung bestimmt. Bei der Losung von Differentialgleichungssytemen ist es
aber haufig vorteilhaft, einen Ansatz unter Beriicksichtigung des folgenden Satzes zu
machen.
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13.24 Satz. Ser A € CY"™ mat kompleren FEigenwerten Ai,...,Ac. Die alge-
braische Vielfachheit von A, sei «;, die geometrische sei ;. Schlieflich se:
©® = (@1y--.,0n): R — C" eine Losung von y' = Ay. Dann st jede der Funktio-
nen @i,..., @, eine komplexe Linearkombination der Funktionen

fivix o xeM, 1<j<k 0<v<og—;

13.25 Bemerkung. Ist A reell und A; = a; + ib; ein echt komplexer (also mit b; # 0)
Eigenwert von A, dann ist 7\_] = a; — ib; auch ein echt komplexer Eigenwert von A.
Wenn wir reelle Losungen von y’ = Ay suchen, dann werden im Satz 13.24 die reellen
Funktionen x¥e%* cos(bjx) und x¥e%*sin(bjx) statt der komplexen Funktionen x”e"*
und x"eM* benutzt.

13.26 Beispiel. (a)

Y =2y —y2
Yy, =yr +2y2

2 -1
(3

Das charakteristische Polynom ist xa(x) = (x —2 —1)(x — 2 +1). Also sind die
Losungen von der Form

Dann

y1(x) = aye? cos(x) + e sin(x)

Ya(x) = aze” cos(x) + age? sin(x).

Die Unbekannten «y,..., a4 bestimmt man, indem man den Ansatz in die Dif-
ferentialgleichung einsetzt. Man findet

o3 =—0; und oy = .

Damit erhalt man schliefllich das folgende Fundamentalsystem

[ e*cos(x) [ e*sin(x)
P1(x) = (ez" sin(x)> P2(x) = (—ezX cos(x)) '

Y=y +2u;
Yy, = —2y1 + 5ys.

Dann
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13. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

und xa(x) = (x — 3)%. Der Ansatz lautet nun

y1(x) = o e’ + ayxe®™

Yya(x) = aze®™ + ayxe™.

Wir erhalten
o) =—20 +2003 und oy = o).

Das fiihrt zu dem Fundamentalsystem

(x) = e — 2xe* (x) = 2xe*
PIT= 1 _oxex P2 = e oxe |

Das wird jetzt auf Differentialgleichungen hoherer Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten angewandt.

13.27 Bemerkung. Zur Differentialgleichungen n-ter Ordnung
Y =ayy+ay + -+ apy™?

gehort das Differentialgleichungssytem erster Ordnung Y’ = AY mit

O 1 0 0 ... 0
O 0 1 0 ... 0
O 0 o0 1 ... 0
A=| . . . . .| e KT
O 0 0 0 ... 1
Qg a; a; az ... GQpq
13.28 Lemma. ya(x) =x"—ay— a;x — ayx? — -+ — ap_1x™ .
13.29 Satz. Seien ag,q7,...,a, 1 € C. Gegeben sei die Differentialgleichung

y™ =aqy+ay’ +---+a,y™V der Ordnung n mit konstanten Koeffizienten.
Das zugehorige charakteristische Polynom sei wie folgt in Linearfaktoren zerlegt

X=X = — = ap = (= ADM (e = Ag) %2 - (= A,
wobet die A paarweise verschieden sind. Dann bilden die Funktionen

x — x™eMNX

mitj=1,...,k, m=0,...,05—1
emn Fundamentalsystem.

13.30 Satz. Seien ap,ai,...,a,_1 € R. Gegeben sei die Differentialgleichung
y™ =ay+ay’ +---+any™ der Ordnung n mit konstanten Koeffizienten.
Das zugehorige charakteristische Polynom sei wie folgt in Linearfaktoren zerlegt

X — X = —ax —ap = (=AM (x = A2) 2 (x — Ay,
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wober die A\j paarweise verschieden sind. Weil das charakteristische Polynom
reell 1st, treten nicht-reelle \; immer zusammen mit threm komplex konjugierten

auf. Daher kann man die A; so anordnen, dass Ayy1,...,Ac € R und
}\1 =C1+ id],
)\2 =C1 — id],
7\3 =C)+ idz,

7\2r71 =cCr+ idry

}\Zr =Cr — idry

wobet c1,...,¢, € R und dy,...,d, € R\{0}. Dann bilden die Funktionen
x™e9* cos(djx) j=1,...,7 m=0,...,05—1
x™e9* sin(djx) j=1,...,7 m=0,...,05—1
xmehx j=2r+1,...,Kk, m=0,...,05—1

emn Fundamentalsystem.

13.81 Bemerkung (Ansatz). Wenn fiir eine inhomogene, lineare Differentialgleichung
héherer Ordnung die Inhomogenitit von der Gestalt P(x)e™ ist, wobei P ein Polynom
vom Grad d ist, dann macht man einen Ansatz der Form Q(x)e™. Wenn k die
Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, dann ist der
Grad von Q als d 4+ k zu wahlen.

Fiir trigonometrische Funktionen verfahrt man analog, muss dann aber immer
beide trigonometrischen Funktionen beriicksichtigen.

13.32 Beispiel. y” = y+3e*. Das charakteristische Polynom ist x(A) = (A—1)(A+1)
und d = 0. Daher bilden ¢;(x) = e* und @;(x) = e * ein Fundamentalsystem fiir die
Losungen der homogenen Differentialgleichung.

Wir bestimmen eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung furch
Ansatz P(x) = Q(x)e*. Wir miissen Q vom Grad 1 wahlen. Der Ansatz e*(ax+b) ist
aber unnotig kompliziert, weil e* eine Losung der homogenen Differentialgleichung
ist. Also P (x) = axe*. Dann \V’(x) = e*(ax+ a) und " (x) = e*(ax+2a). Eingesetzt
in die Differentialgleichung erhalten wir

e*(ax + 2a) = axe™ + 3e~.

Also ist P(x) = 2xe* eine spezielle Lésung der inhomogenen Differentialgleichung
und die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung hat die Gestalt

3
(p(x) =Cie*+ Cre " + zxe", C], C, eR.
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14. Der Banachsche Fixpunktsatz

14.1 Definition. Sei X eine Menge und G: X — X eine Abbildung. Ein Element
x € X heifit Fuzpunkt von G, wenn G(x) = x.

14.2 Beispiel. In der Analysis I hatten wir auf Blatt 6 den folgenden Fixpunktsatz
bewiesen: Es ser I C R ein kompaktes Intervall und f: I — R stetig mat f(I) C L.
Dann besitzt f einen Fizpunkt.

14.3 Definition. Sei X ein metrischer Raum. Eine Abbildung G: X — X heifit kon-
trahierend, wenn es ein q < 1 gibt, so dass

d(G(x),G(y)) < qd(x,y) fiir alle x,y € X.

14.4 Bemerkung. Eine kontrahierende Abbildung ist Lipschitz-stetig, speziell also
stetig.

14.5 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Set X ein wvollstdndiger metrischer Raum
und G: X — X eine kontrahierende Abbildung. Dann besitzt G genau einen
Fixpunkt.

Idee. Wiahle xy € X beliebig und definiere rekursiv x,.1 = G(x.). Man zeigt, dass
(Xn)nen eine Cauchyfolge ist. H

Bewers. Eindeutigkeit: Seien x,y € X zwei Fixpunkte. Dann
d(x,y) = d(G(x), G(y)) < qd(x,y).

Das kann nur sein, wenn d(x,y) = 0.
Existenz: Sei xy € X beliebig gewahlt. Definiere rekursiv fiir jedes n € Ny

Xny1 = G(Xn)°
Dann zeigt man induktiv
d(x5,%541) < qd(x5-1,%) < ¢°d(x5-2,%5-1) < -+ < g d(x0,x1).

Falls x; = xo, so ist der Fixpunkt gefunden. Andernfalls zeigen wir, dass die Folge
(Xxn)nen eine Cauchyfolge ist. Sei dazu € > 0 beliebig vorgegeben. Wegen q < 1
existiert dazu ein N € N mit

N _ €(1—q)

< —.
T Aoy x)
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Seien nun n, m > N. Wir nehmen an, dass n > m.

—1

n—
d(Xm,Xn) < X))XJH Z XO>X1 ) < d( X0»X1 Z q]

:TTI.

3

qrdlxox1) _
T—q

1
3

Da der Raum X vollstandig ist, existiert lim, .. x, = x. Daraus folgt
x = lim x,,7 = lim f(x,) = G(x). Il
n—oo n—oo

In dieser Form kann man mit dem Satz noch nicht viel anfangen. Eine praktisch
einsetzbare Variante ist die folgende.

14.6 Satz. Sei X ein vollstandiger metrischer Raum, seten xo € X und R > 0.
Sei G: Br(xo) — X eine Abbildung. Es gebe ein q < 1, so dass

(a) d(G(x),G(y)) < qd(x,y) fir alle x,y € Br(xo),
(b) d Xo X0)<R(1—q)
Dann gibt es genau ein x € Bg(xo) mit G(x) =

Beweis. Wir zeigen G(Br(xo)) C Br(xo) und wenden den vorhergehenden Satz an.
Firy e Br(xo) gilt

d(G(y),x0) < d(G(y), G(x0))+d(G(xo),x0) < qd(y,x0)+R(1—q) < qR+R—qR =R.
[]
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15. Existenz- und Eindeutigkeitssatze

Wir formulieren die Anfangswertaufgabe y’ = f(x,y), y(xo) = yo um in eine Fix-
punktgleichung in einem Banachraum von Funktionen.

15.1 Lemma. Sei I C R ein offenes Intervall, ses H C R™ offen und ser f: IxH —
R™ stetig. Set (x0,yo) € I x H und set | C | ein offenes Intervall mit x, € J.
Fir eine stetige Abbildung ¢@: ] — R™ mit @(]) C H definieren wir eine stetige
Abbildung G(¢@): ] — R" durch

X

(G(e))(x) =yo+J f(t, @(t))dt.

X0

Dann st @ genau dann eine Lésung der Anfangswertaufgabe y' = f(x,y),
Y(xo) =yo, wenn G(p) = ¢.

15.2 Definition. Sei I C R ein kompaktes Intervall. Definiere
C(LK"Y) ={f: T — K" | f stetig}
und versehe ihn mit der Norm
1] = max{[|f(x) || | x € I}
Man schreibt C(I) anstelle von C(I,R).

Bemerkung. Eine Folge (f,)nen in C(I) konvergiert genau dann in C(I) gegen f,
wenn sie gleichméafig gegen f konvergiert.

15.3 Satz. C(I,K") st ein Banachraum.
Damit beweisen wir nun den lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz 11.13.

Idees des Beweises von Satz 11.13. Wende Banachschen Fixpunktsatz an auf die
Abbildung G. Damit G kontrahierend ist, muss das Intervall | klein gemacht werden.

[
15.4 Beispiel. Lose die AWA y' = —y + J—(, x > 0, y € R mit Anfangsbedingung
y(1) = 0. Dann @y(x) = 0, @1(x) = logx, @2(x) = (x —1)(1 — logx). Die korrekte
Losung ist e™ J"T e'/t dt. Dieses Integral ist nicht geschlossen darstellbar.

56



15.5 Theorem (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei I C R ein offenes
Intervall und sei f: IXK™ — K" stetig. Fir jedes kompakte Teilintervall K C 1 sez
flkxxn Lipschitz-stetig im zweiten Argument. Sei ferner (xo,Yo) € I x K*. Dann
gibt es ewne eindeutig bestimmte Losung @: 1 — K" der Anfangswertaufgabe

y' =f(x,y), ylxo) = yo.

15.6 Korollar (Satz 12.7). Sex I C R ein offenes Intervall, A: 1 — K™ und
b: I — K" seien stetige Abbildungen. Sei (xo,Yo) € I x K*. Dann besitzt die
Anfangswertaufgabe y' = A(x)y + b(x), y(xo) = yo, eine eindeutig bestimmte
Lésung @: 1 — K™

15.7 Satz. Ser U C R x K" offen und sei f: U — K" stetig und lokal Lipschitz-
stetig 1m zweiten Argument. Set (xo,Yo) € U, und set ¢: I — K" etne Lisung der
Anfangswertaufgabe y' = f(x,y), y(xo) = yo, mit mazimalem Definitionsbereich
[ =(a,b). Sei schlieflich

G={x0(x)) eIxV]|xy<x<b}

die rechte Seite des Graphen wvon ¢. Dann ist G keine kompakte Teilmenge
von U.
Die analoge Aussage gilt fiir die linke Seite des Graphen.

15.8 Beispiel. Betrachte die Differentialgleichung
y=-y.

Thre Losungsgesamtheit besteht den folgenden drei Funktionsklassen

() (—OO,C) —>R) XHH, CGR)
1

(p:(C,OO)—)R, XHTC, CGR)

©: R - R, x — 0.

Man sieht sofort, dass in allen Fallen weder die rechte noch die linke Seite des Graphen
kompakt in U = R? sind.
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16. Der Umkehrsatz

16.1 Lemma. Se:r U C R" offen, xo € U, f: U — R"™ wn xy differenzierbar und
(Df)(xo) # 0. Wenn sie Funktion g: U — R, g(x) = |[f(x)||, ein lokales Minimum
in xo hat, dann gilt f(xo) = 0.

16.2 Definition. Es seien U,V C R" offen und k € N U {oo}. Eine Abbildung
P: U — V von der Klasse C* heifit C*-Diffeomorphismus, wenn sie bijektiv ist und
die Umkehrabbildung \~' ebenfalls von der Klasse C* ist.

16.8 Bemerkungen. (a) Die Abbilung f: (—1,1) — (—1,1), x — x3, ist bijektiv
und von der Klasse C*, aber noch nicht mal ein C'-Diffeomorphismus.

(b) ¥: U — V sei ein C'-Diffeomorphismus. Dann ist fiir jedes u € U die Matrix
D(\)(u) € R™™" invertierbar. Das folgt sofort aus der Kettenregel.

(c) Die Umkehrung gilt nicht. Betrachte

w2 w2 _ [ € cos(y)
f: R™—= R f(x,y) = (exsin(y)> .

Dann ist Df(x,y) fiir jedes (x,y) € R? invertierbar. Trotzdem ist f nicht inver-
tierbar.

16.4 Definition. Es sei U C R" offen und k € NU{oo}. Eine Abbildung f: U — R"
heifit lokaler C*-Diffeomorphismus, falls es zu jedem Punkt x € U eine Umgebung
W von x gibt, so dass f(W) offen und f: W — f(W) ein C*-Diffeomorphismus ist.

16.5 Theorem (Umkehrsatz). Es ser U C R™ offen und k € N U {co}. Eine Ab-
bildung f: U — R™ von der Klasse C* ist genau dann ein lokaler C*-Diffeomor-
phismus, wenn fir alle x € U die Matrizen Df(x) invertierbar sind.

16.6 Beispiel (Kugelkoordinaten). Fiir q = (x,y,z) € R? sei v = /x2 +y? + 22
Im Fall q # 0 gibt es genau ein 0 € [-7, 7] mit z = rsin0. Der Winkel 0 ist der
Breitengrad von q. Es folgt dann x*> + y? = r?cos? 0. Schreibt man jetzt (x,y) in
ebenen Polarkoordinaten, so ergibt sich

X rcos(@)cos(0)
y | =Y¥Y(r,0,0) = | rsin(@)cos(0)
z r8in(0)
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16. Der Umbkehrsatz

@ ist dann der Langengrad von . Wir haben gerade gesehen, dass W¥: [0,00) X
(—mt, ) x [ ] — R3 surjektiv ist. Es gilt

_nn
232

cos(¢)cos(0) —rsin(¢)cos(0) —rcos(@)sin(0)
DY¥(r,@,0) = | sin(¢)cos(0) rcos(¢)cos(0) —rsin(¢)sin(0)
sin(0) 0 Tcos(0)

Dann det(DV¥(r, @,0)) = t*cos0. Also ist ¥ ein lokaler C*-Diffeomorphismus auf
{(ry,0) € R® | r # 0, cos0® # 0}. Aus den Eigenschaften der trigonometrischen
Funktionen folgt, dass ¥: U — R3 \ H ein C*-Diffeomorphismus ist, wenn U =
(0,00) x (=m,m) x (—3,7) und H ={(x,0,z) [ x <0, z € R}

Die folgende Formulierung des Umkehrsatzes impliziert Theorem Theorem 16.5.

16.7 Satz. Sei U C R" offen, f: U — R" der Klasse C*. Ist xo € U, f(xo) = Yo
und det DF(xo) # 0, so gibt es offene Umgebungen V(xo) C U und W(y,) C R",
so dass gilt:

1) det DF(x) # 0 fiir alle x € V(xo),
2) f:V(xo) = W(yo) st byjektiv,
3) f1:Wl(yo) — Vi(xo) ist der Klasse C¥,

4) Fiir x € V(xo) und y = f(x) ist Df '(y) = (Df(x)) "

Insbesondere ist f ein C*-Diffeomorphismus auf V(xo).

60



17. Der Satz iiber implizite
Abbildungen

17.1 Beispiel. Sei f: R? — R, f(x,y) = x* +y> — 3xy. Die Menge {(x,y) € R? |
f(x,y) = 0} ist eine Kurve im R?. Sie wird in Abbildung 17.1 gezeigt. Fast iiberall ist
sie wenigstens lokal der Graph einer Funktion.

@ 4y SBay=0

1.5 -

1.04 -

0.54 5

0.0 -

—0.57 -

~1.0- .

—1.54 -

—20 T T T T T T T
-20-15-10-05 00 05 1.0 1.5

Abbildung 17.1.: Das kartesische Blatt

17.2 Definition. Wenn die Elemente von R* x R™ als (x,y) mit x € R* und y €
R™ geschrieben werden, dann definiert man fiir offene Mengen U C R* x R™ und
Abbildungen F: U — R™ mit Komponenten Fy,...,F,

ok oF,

d cee 2
oF [ b
9y oFy oF

ay] e ay1n
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17. Der Satz iiber implizite Abbildungen

17.3 Theorem (Satz iiber implizite Funktionen). Seien U; C R* und U, C R™
offen und seien xo € Uy, yo € U,. Ser F: Uy x U, — R™ von der Klasse C' mit
F(x0,yo) = 0. Ferner ser die Matrix g—;(xo,yo) wmuvertierbar. Dann gibt es eine
Umgebung U C U, von xo, eine Umgebung V C U, von yo und eine Abbildung
g: U— V von der Klasse C' mit den folgenden Eigenschaften

(a) F(x,g(x)) =0 fiir alle x € U.

(b) Wenn F(x,y) =0 fir (x,y) e UxV, dann y = g(x).

1
Dg(xo) = — (g—;(m,yo)) o (g—i(xmyo)) .

Falls F von der Klasse CP 1st, so auch g.

Es gilt

17.4 Beispiel. Sei f(x,y) = x*+y>—3xy und sei K die Kurve K = {(x,y) | f(x,y) = 0}.
Wir suchen alle Punkte (xo,Yo) € K, in denen sich K in einer Umgebung als Graph
y = ¢g(x) schreiben lasst

of
0= @(Xo,yo) = 3y — 3xo.

Also xo = y3. Das setzt man in f ein
0 = f(y, o) = Y5 — 2u3-

Also yo = 0 oder yo = v/2 und daher (xo,Yo) = (0,0) oder (xo,yo) = (5/1_1, \72) Im
zweiten dieser Punkte gilt

o (va,v2) =3(va) ~3v2=3V2 £0.

Daher kann dort die Kurve als Graph x = h(y) geschrieben werden. Dagegen gilt
%(O, 0) = 0. Dort lasst sich der Satz iiber implizite Funktionen nicht anwenden, und
in der Tat ist K dort lokal kein Graph. (Der algebraische Geometer sagt: “K besitzt
im Ursprung eine Singularitét.”)
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