Losungsvorschlag fiir Ubungsblatt 14

Aufgabe 1. Um die Konvergenzradien der Potenzreihen zu bestimmen, benutzen wir Satz 12.18 oder
Satz 12.24.

(a)

Es ist (—1)"/n # 0 fiir alle n € IN. Auflerdem gilt
[(=1)"/n| Lontl

li =1
nooo [(—1)"H/(n+ 1)) noee m

=1

Nach Satz 12.18 ist der Konvergenzradius der Potenzreihe gleich 1.

Bemerkung: Da r = 1 ist, konvergiert die Reihe (sogar absolut) fiir alle z € C mit |2| < 1 und
divergiert fiir alle z € C mit |z| > 1 nach Satz 12.16. Fiir z = —1 ist die Potenzreihe die harmonische
Reihe und somit divergent. Mit Hilfe des verallgemeinerten Leibniz-Kriteriums' kann man zeigen,
dass die Potenzreihe fiir alle z € C \ {—1} konvergiert.

Alternative Losung: Nach Satz 12.24 gilt fiir den Konvergenzradius r der Potenzreihe, dass

= lim sup H =1
n—oo

— = limsup ¢
n—oo

Also ist r = 1.

Nach Satz 12.24 gilt fiir den Konvergenzradius r der Potenzreihe, dass

12. 25(b)
~ = limsup * = limsup ?
n— 00 n—ro0
Also ist 7 = 00, d.h. die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € C.
Alternative Lisung: Es ist der Konvergenzradius der Potenzreihe
(oo}
=" »
> G (1.1)
n=1
zu bestimmen. Wir betrachten zunéchst die Potenzreihe
o (-1)"
" 1.2
n; Cn)l (1.2)
Es ist (—1)"/(2n)! # 0 fiir alle n € IN. Aulerdem gilt
[(—=1)"/(2n)!| . (2n+2) .
lim = lim ————* =1 2 2)(2 1) =
nl_mo [(=1)+1/(2(n + 1)) nl_{%o (2n)! nl_{TOlo( n+2)2n+1) =000

Nach Satz 12.18 ist der Konvergenzradius der Potenzreihe (1.2) gleich oo, d.h. die Potenzreihe (1.2)
konvergiert fiir alle w € C. Ist nun z € C beliebig, so erhalten wir die Konvergenz der Potenzreihe
(1.1), indem wir w = 22 in (1.2) setzen. Somit konvergiert auch die Potenzreihe (1.1) fiir alle z € C
und hat somit den Konvergenzradius oo.

1Sei (an)n>1 eine monoton fallende Nullfolge in R und z € C\ {1} mit |z| = 1. Dann konvergiert die Reihe 3~

n
1 an2".



(¢) Nach Satz 12.24 gilt fiir den Konvergenzradius r der Potenzreihe, dass

1
— = limsup *{/|e"| = limsup ve = v/e.
—00

r n—00 n

Also ist r = 1/4/e.

Bemerkung: Da r = 1/4/e ist, konvergiert die Reihe (sogar absolut) fiir alle z € C mit |z| < 1/y/e
und divergiert fiir alle z € C mit |z| > 1/+4/e nach Satz 12.16. Fiir alle z € C mit |z| = 1/y/e ist
le"2?"| = 1, d.h. (e"2%"),,>1 ist keine Nullfolge und die zugehérige Potenzreihe somit divergent.

1. Alternative Lisung: Es gilt

o0
Z ey (1.3)
n=1
zu bestimmen. Wir betrachten zunichst die Potenzreihe
Z e"w". (1.4)
n=1
Es ist €™ # 0 fiir alle n € IN. Auflerdem gilt

e
n— 00 |e”+1| o nl—>ngo
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Nach Satz 12.18 ist der Konvergenzradius der Potenzreihe (1.4) gleich 1/e, d.h. die Potenzreihe
(1.2) konvergiert fiir alle w € € mit |w| < 1/e und divergiert fiir alle w € C mit |w| > 1/e. Somit
konvergiert die Potenzreihe (1.3) fiir alle z € C mit |22| < 1/e, also mit |z| < 1//e, und divergiert
fiir alle z € C mit [22| > 1/e, also mit |z| > 1/y/e. Damit ist r = 1/y/e der Konvergenzradius der
Potenzreihe (1.4).

2. Alternative Losung: Es gilt

o0 o0
Z ey = 2(622)".
n=1 n=1

Die Potenzreihe ist also eine geometrische Reihe und konvergiert genau dann fiir z € C, wenn
lez?| < 1, also |z| < 1/4/e ist. Damit ist 7 = 1/4/e der Konvergenzradius der Potenzreihe.

(d) Esist (n!)?/((2n)!) # 0 fiir alle n € IN und
[(n)2/((2n)))] . (2n + 2)!(n!)? . (2n+2)2n+1)

A T T D2/ (20 + D]~ e @)+ D2~ a (n ot 1)2

Nach Satz 12.18 ist der Konvergenzradius der Potenzreihe gleich 4.

Bemerkung: Da r = 4 ist, konvergiert die Reihe (sogar absolut) fiir alle z € C mit |2| < 4 und
divergiert fiir alle z € C mit |z| > 4 nach Satz 12.16. Fiir alle z € C mit |z| = 4 erhalten wir mit
der sogenannten Sterlingformel?, dass

2 2 n,—n 2
()2 ] g (0D 4 (n"e™"v2mn) _ e/ @an) nose
(2n)! (2n)! (271)2”672"\/4%61/(24")

d.h. (2"(n!)?/((2n)!))n>1 ist keine Nullfolge und die zugehérige Potenzreihe somit divergent.

2Fiir alle n € N gilt n"e~"v/27n < n! < n™e~ "/ 2mnel/(12n),



(e) Nach Satz 12.24 gilt fiir den Konvergenzradius r der Potenzreihe, dass

1
— = limsup { |e\/ﬁ| = limsupel/ﬁ =e' =1.
T n—00 n—00

Also ist r = 1.

Bemerkung: Da r = 1 ist, konvergiert die Reihe (sogar absolut) fiir alle z € C mit |z| < 1 und
divergiert fiir alle z € C mit |z| > 1 nach Satz 12.16. Fiir alle z € C mit |z| = 1 ist

\e‘/ﬁz”| = eV,
d.h. (e\/ﬁz")nzl ist keine Nullfolge und die zugehorige Potenzreihe somit divergent.

Alternative Lésung: Es ist eV™ # 0 fiir alle n € IN, sowie

eV _ va-var
eV I '

Nun ist

1
lim n—vn+l)=—1lm ———— =0
n—)oo(\f ) n— o0 \/ﬁ+ vn+1

Aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion erhalten wir

im |e\/ﬁ‘ = lim eV?Vntl — 0 — 1
n—o00 |€vn+1‘ n—oo ’

Nach Satz 12.18 ist der Konvergenzradius der Potenzreihe gleich 1.

Aufgabe 2. Wir definieren die Folge (fy)n>1 der Fibonacci-Zahlen rekursiv:

fi=fo=1und foy2 = fogp1 + fo fir n > 1. (2.1)
(a) Es gilt
n||1]2|3]4|5[6] 7|89 |10|11]| 12
111123581321 |34]|55|89 | 144
Damit gilt

min{n € N | f, > 100} = 12.
(b) Wir definieren die Folge (2, )n>1 durch z,, = f,/fn+1. Dann gilt fiir alle n € IN, dass

Tpi1 = Jn+1 (2.1) Jr+1 _ 1 _ 1
" fnto Jnt1+ fa 1+Jc1{ﬁ 14z,

(¢) Beh. Fiir alle n € IN gilt
<z, <L

N =

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n.

e Induktionsanfang: n = 1.
Nach (2.1) ist 1 = f1/fo=1/1=1. Also ist 1/2 <27 < 1.




o Induktionsschritt: n — n + 1.

Es ist
1 1 1V 1 Lv. 1 2
< < =-<1
2 1+1 = 14w, — 143 37
——
=Tn+1
Es folgt die Behauptung. O

Beh. Die Folge (z,,)n>1 ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei n € IN. Wir betrachten zunéchst die Differenz |x,,11 — z,|. Es gilt

_ fn+1 N fn

fn+2 f7L+1

72L+1 fnfn+2
Int2fns1

(2.2)

Per Induktion lisst sich zeigen, dass f2 41— fafnye = (=)™ fiir alle n € IN gilt. Zusammen mit
(2.2) erhalten wir
="

fn+2fn+1

1
B fn+2fn+1. (23)

[Znt1 — zp| =

Auch per Induktion lésst sich zeigen, dass f, > n fiir alle n > 5 gilt. Zusammen mit (2.3) folgt

1 1

1) a2 24
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fiir alle n > 4. Sei nun € > 0. Da die Reihe Zfbozl 1/n? konvergiert, existiert ein N € IN so, dass

=1
E — <e. (2.5)

2

n=N n

Wir setzen Ny := max{N,4}. Dann gilt fiir alle m,n € IN mit m > n > Ny, dass

(24m1 o]

<Z|xk+1ka| zl DD S
k=n

=n k=N

‘ *mn| — Tk

Damit ist die Folge (zy,)n>1 eine Cauchy-Folge. O

Da die Folge (z,)n>1 nach (d) eine Cauchy-Folge ist, ist sie nach Theorem 4.25 konvergent. Sei
x = lim,,_, o . Dann gilt

—~
=

. . 1 1
z= lim zp41 = lim — = .

Nach (b) ist * # —1 und wir erhalten 22 + x — 1 = 0. Diese quadratische Gleichung hat zwei

Losungen, ndmlich
V541 V-1
T =— und z = .
2 2
Aus (c¢) wissen wir, dass > 1/2 ist. Somit gilt

: Vb -1
lim z, = .

n— 00 2



(f) Esist fn41 # 0 fiir alle n € IN und

n . n . e 5 - 1
lim [ frta] = lim Jn1 = lim x,41 © V5 .
n—00 |fn+2| n—00 fn+2 n—00 2

Nach Satz 12.18 hat die Reihe -
)= fanz"
n=0

den Konvergenzradius

(g) Es gilt
(1=2=2)f(2) = (1—2=2") ) far12"

n=0

= Z fn+12n - Z fn+lzn+1 - Z fn+lzn+2

n=0 n=0 n=0

oo o0 o0

=ft+foz+ Y fag2?" = frz = fapr2T =D fra
n=1 n=1 n=1

=1+ Z(fn+2 = fot1 — fn)ZnJrl

n=1

=0 nach (2.1)
=1

Da 1 — 2z — 22 # 0 fiir alle z € C mit |z| < 7 gilt, folgt

fle) = —

C1—z— 22
fir alle z € C mit |z| < 7.
(h) Nach Satz 12.21(b) gilt

F19(0) = 10!+ f1g41 = 10!+ f1; = 10! - 89 = 322963 200.

Aufgabe 3. Seien (ay)n>1 und (b,),>1 beschriankte Folgen reeller Zahlen.

(a) Beh. Es gilt
limsup(a,, + b,) < limsup a,, + limsup b,,.

n— oo n—oo n—oo

Beweis. Sei N € IN. Fiir jedes k > N gilt ax, < sup{a, | n > N} und by < sup{b, | n > N} und
somit
ar + b <sup{a, |n> N} +sup{b, | n > N}.

Damit ist sup{a,, | n > N}+sup{b, | n > N} eine obere Schranke fiir die Menge {a, +b, | n > N}.
Da sup{a,, + b, | n > N} die kleinste obere Schranke fiir die Menge {a,, + b, | n > N} ist, folgt

sup{an, + b, | n > N} <sup{a, | n > N} +sup{b, | n > N}. (3.1)



Daraus folgt

limsup(a, + b,) = A}im sup{a, + b, | n > N}
—00

n—oo
(3.1)
< lim sup{a,|n>N}+ lim sup{b, |n > N}
N—oc0 N—o00
= limsup a,, + limsup b,,.
n—oo n—oo
Es folgt die Behauptung. O

(b) Seien (an)n>1 und (by)n>1 definiert durch
an = (—1)" und b, = (=1)"*1.
Dann gilt sup{a,, |n > N} =1 =sup{b, | n > N} fiir alle N € IN. Also gilt

limsupa, =1 = limsupb,.
n—oo n—oo

Es ist aber a, + b, = 0 fiir alle n € IN. Daher gilt
limsup(a, + b,) = 0 < 2 = limsup a,, + lim sup b,,.
n—,oo n—oo n—oo

Aufgabe 4.

(a) Fir z € Rist e =) 7 2" /nl. Also ist
= ey Sy

[e%S)
42
e t § m _ E - .t2n _ § Cntn,
’ ’ n=0

n=0 n=0

wobei

. { (77711)!m falls n = 2m gerade,

0 sonst.

(b) Sei z € R und
F(z) = / et dt.
0

Um F in eine Potenzreihe zu entwickeln, betrachten wir fiir n € Ng = INU {0} die Funktionenfolge
fn: R = R, definiert durch
(_1)71 X t2n

In(t) = n!

Dann ist f, fiir jedes n € INg stetig. Wir wissen, dass die Reihe Y 2  ¢*"/n! fiir alle t € R
konvergiert. Nach dem Majorantenkriterium konvergiert dann auch die Reihe ZSLOZO fn(t) fir alle
t € R. Der Konvergenzradius der Potenzreihe Y fn(t) ist also r = co. Nach Satz 12.16(b)
konvergiert die Potenzreihe Y fn(t) dann fiir alle p > 0 auf dem Intervall [—p, p] gleichmiiBig,
also insbesondere auf [0, z]. Zusammen mit Korollar 12.9(b) erhalten wir

T 00 0 T 0o _1)m x o 1y

n=0 0 n=0




