Losungsvorschlag fiir Ubungsblatt 2

Aufgabe 1. Sei g € (0,1).
Beh. Es gilt

1 1
2
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Beweis. Sei g € (0,1),d.h. 0 < g < 1.

(i) Setzen wir x = ¢, y = 1 und z = ¢ in Satz 2.4.(5) ein, so erhalten wir

q2<q.

(i) Nach Satz 2.14 ist /g > 0. Angenommen, es ist /g > 1. Dann gilt nach Satz 2.4.(6), dass ¢ =

(1/2)* > 17 = 1, Widerspruch. Also ist
Vg <1 (1.1)

Setzen wir nun x = /g, y = 1 und z = /g in Satz 2.4.(5) ein, so folgt
4 <4

(iii) Angenommen, esist 1/q < 1. Setzen wir x = 1/q, y = 1 und z = ¢ in Satz 2.4.(5) ein, so folgt 1 < ¢,
Widerspruch. Also ist 1/¢ > 1. Angenommen, es ist 1/¢ = 1. Dann ist g = ¢-1 = ¢ - (1/q) = 1,

Widerspruch. Somit ist

1
> 1 1.2
. (1.2)

Zusammen mit (1.1) folgt \/g < 1 < 1/q. Aus Satz 2.3 folgt nun

1
Va < 7
(iv) Nach (1.2) gilt 1/g > 1. Setzen wir x =1, y = 1/q und z = 1/q in Satz 2.4.(5), so folgt
1.1
a ¢
Zusammen mit Satz 2.3 folgt die Behauptung. O

Aufgabe 2. Sei ¢ > 0. Wir miissen ein ng € IN finden, so dass

3n+27§ e
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fiir alle natiirlichen Zahlen n > ng gilt. Es ist
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Wihlen wir beispielsweise
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wobei [z] die kleinste ganze Zahl ist, die grofler oder gleich z ist (?wir runden z auf”), so folgt
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fiir alle natiirlichen Zahlen n > nyg.
Bemerkung. Es gilt
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(1) Wiirde man nun
11 7
nog=|-——~-
25¢ 5
wihlen, so ist ng € IN fiir alle ¢ > 11/35. Auflerdem ist auch ng > 11/(25¢) — 7/5 nicht erfiillt, falls
11/(25¢) — 7/5 € IN.

(2) Wiirde man
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wiahlen, so ist ng & IN fiir alle £ > 55/50.

Alternative Losung: Es ist
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Wihlen wir beispielsweise
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so folgt
3n+2 3 (2<2)1< 1 <
—_— = - < —<e
on+7 5 n "~ ng
fiir alle natiirlichen Zahlen n > nyg.
Bemerkung. Es gilt
—<eEe < —<n
no

Wiirde man nun

wéhlen, so ist ng > 1/e nicht erfiillt, falls 1/ € IN.

Aufgabe 3. Beweisen Sie die folgenden Aussagen per Induktion.
(a) Beh. Fiir alle n € IN gilt

ikQ ~n(n+1)(2n+1)
— 5 :
k=1

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n.



e Induktionsanfang: n = 1.
Es ist

Zk2:12:1:1'2'3:1(1“)(2'1“)-
6 6

k=1

o Induktionsschritt: n — n + 1.

Es ist
n+1 n 2
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Es folgt die Behauptung. O
(b) Beh. Fiir alle n € IN gilt
~ 1 1
— kE(k+1) n+1
Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n.
o Induktionsanfang: n = 1.
Es ist
1 1 1 1
==l =1
S h(k+1) 2 2 1+1
o Induktionsschritt: n — n + 1.
Es ist
n+1 n
1 1 1 1 1
S e e 2o Lo
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Es folgt die Behauptung. O

(¢) Beh. Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 5 gilt
3" > T’
Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n.

e Induktionsanfang: n = 5.
Es ist 3° = 243 > 175 = 7 - 52,

o Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, dass die Ungleichung fiir ein n > 5 gilt.

o Induktionsschritt: n —n + 1.
Es ist

v n>5
3" =3.3" >3- T2 =Tn2+ T +® > TP +3m+T> T+ 14n+7="T(n+1)>

Es folgt die Behauptung. O



Aufgabe 4. Seiz € Rmit 0 <z < 1.
Beh. Fiir alle n € IN gilt

1
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Beweis. Sei 0 < z < 1. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n.

e Induktionsanfang: n = 1.
Es ist

1_$:(1—x)(1+x):1—x2§ L S
1+zx 1+ 1+ 1+1-x
o Induktionsschritt: n — n + 1.

Esist (1 —2)""™' = (1 —-2)(1 —2)". Dal—xz >0 ist, folgt

v 11—z
l—a)""'=(1-z)(1-2)" < .
(t=ay™ = (1= a)(l-a)" < ;o
Erweitern wir den Bruch auf der rechten Seite der letzten Ungleichung mit 1 + (n + 1)z, so ist
1-2)1+n+1x) 1+nz — (n+1)2? 1

A= S )+ it Do)~ A na) (4 (it Do) = 15 e

Es folgt die Behauptung. O

Alternativer Beweis. (Ohne Induktion) Sein n € IN. Fiir = 1 ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt.
Sei also 0 < z < 1. Dann gilt

Satz 3.5 (1— $2)" 1
1 < 1 "= .
TS ()t = e S e

Es folgt die Behauptung. O

Aufgabe 5. Wir definieren die Folge (f,,)nen rekursiv durch

flzo, f2:17 fn+1:fn+2fn—1 (Tl22)
Beh. Fiir alle n € IN gilt

2n—1 + (_1)71
=

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n.

e Induktionsanfang: n =1, n = 2.
Es gilt

1—1 2714 (1)t
3 3

241 2274 (—1)?
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o Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, dass die Gleichung fiir ein n und n — 1, wobei n > 2, gilt.

fi=0= und  fo=1

e Induktionsschritt:
Hier muss gezeigt werden, dass die Gleichung dann auch fiir n + 1 gilt. Es ist

2"+ (=D)" 2n=2 4 (—1)nl gnel g (S 4 onml yog(—)nt
fn+1:fn+2fnflg/ 3( ) +2. é ) = ( ) 3 ( )

B on 4 (_1)n(1 _ 2) 2(n+1)—1 + (_1)71,+1

3 3
Es folgt die Behauptung. O




