
Satz von Mertens

Satz (Mertens). Sei
∞∑
n=0

an eine absolut konvergente Reihe und
∞∑
n=0

bn eine konver-

gente Reihe. Sei

cn =
n∑

k=0

ak · bn−k.

Dann ist die Reihe
∞∑
n=0

cn konvergent, und es gilt

∞∑
n=0

cn =
( ∞∑
n=0

an

)
·
( ∞∑
n=0

bn

)
.

Beweis. Sei A =
∞∑
n=0

an und B =
∞∑
n=0

bn. Wir setzen Al =
l∑

n=0

an, Bl =
l∑

n=0

bn, Cl =
l∑

n=0

cn.

Dann gilt

Cl = c0 + c1 + c2 + · · ·+ cl

= (a0b0) + (a0b1 + a1b0) + (a0b2 + a1b1 + a2b0) + · · ·+ (a0bl + a1bl−1 + · · ·+ alb0)

= a0(b0 + b1 + b2 + · · ·+ bl) + a1(b0 + b1 + · · ·+ bl−1) + · · ·+ alb0

= a0Bl + a1Bl−1 + · · ·+ alB0

=
l∑

i=0

al−iBi =
l∑

i=0

al−i(Bi −B) + AlB.

Sei ε > 0. Unten werden wir die Konstanten L,N,M definieren und beweisen, dass
für alle l > max{L,N +M} gilt:

|Cl − AB| 6 ε.

Daraus direkt folgt, dass
∞∑
n=0

cn = AB ist.

Wir definieren also die Konstanten N,M,L:

(1) Aus lim
i→∞

Bi = B folgen (a) und (b):

(a) Es existiert eine natürliche Zahl N , so dass für alle i > N gilt:

|Bi −B| < ε/3
∞∑
n=0

|an|+ 1
.

(b) Die Folge (Bi)i>0 ist beschränkt. Also existiert eine reelle Zahl R > 0, so dass
für alle i > 0 gilt:

−R < Bi < R.

Deswegen gilt auch
−R < B < R.
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(2) Aus der Konvergenz der Reihe
∞∑
i=0

|ai| folgt:

Es existiert eine natürliche Zahl M , so dass für alle p, q > M gilt:

q∑
i=p

|ai| <
ε/3

2R
.

(3) Aus der Konvergenz der Reihe
∞∑
i=0

ai folgt:

Es existiert eine natürliche Zahl L, so dass für alle l > L gilt:

|Al − A| < ε/3

|B|+ 1
.

Sei l > max{L,N +M}. Dann gilt

|Cl − AB| =
∣∣∣ l∑
i=p

al−i(Bi −B) + (Al − A)B
∣∣∣

6
N−1∑
i=0

(
|al−i| · |Bi −B|

)
+

l∑
i=N

(
|al−i| · |Bi −B|

)
+ |Al − A| · |B|

6 ε
3
+ ε

3
+ ε

3
= ε.

Die letzte Abschätzung folgt aus drei Abschätzungen:

•
N−1∑
i=0

(
|al−i| · |Bi −B|

) (1b)

6 2R ·
N−1∑
i=0

∣∣al−i|
(2)

6 2R · ε/3
2R

=
ε

3
.

Hier benutzen wir noch die Abschätzung l−i > l−(N−1) > (N+M)−(N−1) > M ,
was in (2) erforderlich ist.

•
l∑

i=N

(
|al−i| · |Bi −B|

) (1a)

6
l∑

i=N

∣∣al−i| ·
ε/3

∞∑
n=0

|an|+ 1
6 ε

3
.

•
|Al − A| · |B|

(3)

6 ε

3
.
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