Losungsvorschlag fiir die Erste Klausur

Aufgabe 1. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

(a) lim (n4 +3n2+1 nd4 n3>
n— o0 ’

n? n3+1

1
b) lim ——.
(b) rlﬁm2w—5$+3w

.132

lim ——.
(c) mlgb 1—cosx
x#0

Losung.

(a) Es gilt

n*+3n2+1 n5+n3_2n5+n4+n3+3n2+1_2+%+#+%+%

n? nd+1 n® + n? 1+ 4

Zusammen mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte erhalten wir

NI LT oS ST

=2

. <n4—|—3n2+1 n5+n3)
lim —

n—o00 n2 n3+1

(b) Da limy 0o 1/5% = 0 und lim, o 1/((2/5)* — 1+ (3/5)*) = —1 ist, folgt

. 1 , 1 1
hm —_— = hm _—
wro0 27 — BT 4 3% a—oo \ 5% (2/5)% — 1+ (3/5)7

(c¢) Mit Hilfe der ersten Regel von L’Hépital erhalten wir

2
. T . 2x . 2
Iim ——— = lim — = lim =2.
z—01 —cosx z—0sinxr =—0cosx
z#0 z#0 z#0




Aufgabe 2. Die Folge (z,)nen mit Startwert 1 € R sei rekursiv definiert durch

Tpy1 = Tp — T2, (2.1)
(a) Beweisen Sie, dass diese Folge monoton fallend ist.
(b) Sei xy € [0,1]. Zeigen Sie, dass die Folge (x,)nen konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

(c) Beweisen Sie, dass diese Folge divergent fiir alle z; € R\ [0, 1] ist.

Lésung. Zunichst sei bemerkt, dass wenn die Folge (z,)nen konvergiert und x der Grenzwert ist, so
folgt aus (2.1), dass * = z — 2%, d.h. = = 0. Also

(Zn)nen konvergiert = lim z, = 0. (2.2)
n— oo
(a) Es gilt 2,1 — 2, = —22 < 0, also ist die Folge (x,),en monoton fallend.

(b) Sei x; € [0,1]. Da die Folge (2, )nen monoton fallend ist, folgt
#n <1 VYnelN. (2.3)

Als niichstes zeigen wir per Induktion, dass x,, > 0 fiir alle n € IN gilt. Fiir n = 1 ist die Behauptung
klar (z; € [0, 1]). Sei nun ,, > 0. Dann gilt

Tnt+1 = xn(l - xn) >0

nach (2.3) und Induktionsvoraussetzung. Also ist die Folge (2, )nenw monoton fallend und nach
unten beschrinkt, also konvergent. Mit (2.2) erhalten wir dann lim,,_,o z,, = 0.

(c) Sei z1 € R\ [0,1]. Um zu zeigen, dass die Folge (z,,)nen divergiert, machen wir folgende Fallunter-
scheidung:

o 1.Fall: z; < 0.
Da die Folge (z,)nen monoton fallend ist, folgt =, < z1 < 0 fiir alle n € IN. Also divergiert
die Folge (5 )nen, da der einzig mogliche Grenzwert x = 0 (siehe (2.2)) nicht der Grenzwert
der Folge (2,,)nen sein kann.

o 2.Fall: z; > 1.
Dann gilt 75 = 21 — 22 < 0. Nach dem ersten Fall divergiert die Folge (7,)nen.

Also divergiert die Folge (x,)nen, falls 1 € R\ [0, 1].

Bemerkung. Wie gerade gesehen, ist die Folge (z,,)nen fiir 0 < 1 < 1 beschrinkt. In den Fallen 27 < 0
und z; > 1 ist die Folge (z,,)nen nicht nach unten beschrénkt. Andernfalls wire die Folge (z,)nen wWegen
der Monotonie konvergent, was zu einem Widerspruch zu Aufgabenteil (c) fiihrt.



Aufgabe 3. Finden Sie jeweils eine Stammfunktion der folgenden Funktionen f:

(a)
(b)

()

f(x) = sin(z) cos(2z + 1)

5z
F@) = 53,2

f(z) = % - cos(log x)

Loésung.

(a)

Mittels partieller Integration erhalten wir
/Sin(x) cos(2z + 1) de = — cos(z) cos(2z + 1) — 2 / cos(z)sin(2z + 1) dx

= —cos(z) cos(2x + 1) — 2 (sin(x) sin(2z + 1) — Q/Sin(x) cos(2x + 1) dx)

= —cos(z) cos(2z + 1) — 2sin(z) sin(2z + 1) + 4/sin(x) cos(2z + 1) dz.
Daraus folgt

(-3) / sin(z) cos(2z + 1) de = — cos(z) cos(2z + 1) — 2sin(z) sin(2z + 1)
und wir erhalten
/sin(x) cos(2x + 1)dx = % cos(z)cos(2z + 1) + % sin(x) sin(2z 4 1).

Es gilt

5%
222 4+ 3x — 2

X

5
T2 224+ (32w -1

(3.1)

Ferner gilt
22+ (3/2)x — 1= (z— (1/2))(z +2).

Mittels Partialbruchzerlegung erhalten wir
x 4 1 1 1
5

213271 5 212 5 z-(1/2)

Zusammen mit (3.1) folgt
ox 2 1 1

2x2+3x72_:c+2+§.x—(1/2).

Nun wenden wir Beispiel 11.30(b) an und erhalten

5x 1 1 1 1
———dzx =2 d — | —————=dz =21 2|+ =1 —(1/2)].
/21:2—|—3x—2 o /I‘+2 x+2/$_(1/2) z oglz + |+20g|$ (1/2)]

Wir setzen ¢ : (0,00) = R,z — logz. Dann gilt ¢'(z) = 1/x. Eine Stammfunktion von f : R —
R,z — cosz, ist gegeben durch F' : R — R,z + sinz. Zusammen mit der Substitutionsregel fiir
unbestimmte Integrale erhalten wir

cos(log x

[ 4 = [ @) (@) s = Fo(@) = sinlog).



Aufgabe 4.

(a) Finden Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe Z (nz)". [3P.]
n=1
(b) Untersuchen Sie, fiir welche z € C die Reihe Zn3 o 23" konvergiert. [4P.]
n=1
- 1
(¢) Untersuchen Sie, fiir welche x € R die Reihe Z <x" - ) konvergiert. [6P.]
n

n=1

Hinweis. Untersuchen Sie gegebenenfalls den Rand des Konvergenzkreises gesondert.

Loésung.

(a) Wir betrachten die Potenzreihe
n=1 n=1

Es gilt
limsup {/|n?| = limsupn = co.

n—oo n—oo
Nach Satz 12.24 von Hadamard erhalten wir fiir den Konvergenzradius r, dass r = 0 ist.

(b) Beh. Die Potenzreihe

o0

1 3n

n=1

konvergiert fiir alle z € C mit |z| < /2 und divergiert fiir alle z € C mit |z| > /2.

Beweis. Wir setzen w = z® und betrachten zunéchst die Potenzreihe
oo

1
> (4.2)

n=1
Setzen wir ¢, = 1/(n32"), so folgt ¢,, # 0 fiir alle n € IN. Ferner gilt

deal _ gy, (DR

n—o00 |Cn+1| n—oo n32n
Nach Satz 12.18 besitzt die Potenzreihe (4.2) den Konvergenzradius r,, = 2, d.h. die Potenzreihe
(4.2) konvergiert fiir alle w € C mit |w| < 2 und divergiert fiir alle w € C mit |w| > 2. Daraus folgt,
dass die Potenzreihe (4.1) fiir alle z € C mit |z| < ¥/2 konvergiert und fiir alle z € C mit |z| > V/2
divergiert. Bleibt der Fall |z| = /2 zu betrachten. Fiir |z| = v/2 gilt

1 L .3n
n32n

fiir alle n € IN. Da die Reihe 2 1/ n? nach Beispiel 5.14 konvergiert, folgt nach dem Majoranten-
kriterium, dass die Potenzreihe (4.1) auch fiir |z| = V/2 konvergiert. Es folgt die Behauptung. [

el

n=1

(c¢) Beh. Die Reihe

konvergiert fiir kein z € R.



Beweis. Wir unterscheiden die folgenden beiden Félle:

o 1.Fall: |z| > 1.

Dann gilt

n 1 n 1 . 1 1

2t == > x|"==2>1" = ==
n n 2 2

fir alle n > 2, d.h (2™ — 1/n)nen ist keine Nullfolge. Nach Satz 5.2 divergiert die Reihe.

e 2.Fall: 0 < |z] < 1.
Angenommen die Reihe konvergiert. Da |z| < 1 ist, konvergiert die Reihe > 7 j2™. Dann
konvergiert auch die Reihe

N 2 | > | 1

S ()= (- (e -n)) =

n=0 n=1 n=0 n=1
was im Widerspruch zu Beispiel 5.5 steht.

Es folgt die Behauptung. O



Aufgabe 5. Wir definieren die Funktion f : R\ {0} — R durch

(a)

f(z) =3z —4—2log|z|.

Bestimmen Sie alle kritischen Stellen und alle maximalen Intervalle, auf denen f strikt monoton
wachsend bzw. strikt monoton fallend ist.

[3P]

b ben Sie li li li d . Eine Begriindung ist nicht erforderlich. [2P.
(b) Geben Sie IHHﬁn@f(x), zl;%f(x), ml{‘%f(:c) un zﬁn}rloof(x) an. Eine Begriindung ist nicht erforderlich. [2P.]

(c)
(d)

Beweisen Sie, dass f genau drei Nullstellen hat.

Finden Sie alle maximalen Intervalle, auf denen f(z) konvex bzw. konkav ist.

Loésung.

(a)

Offenbar ist f fiir x # 0 differenzierbar. Um die Ableitung f’ zu bestimmen, unterscheiden wir zwei
Falle. Fiir x > 0 erhalten wir

fi(x) =Bz —4—2logz) =3 - % (5.1)

Fiir < 0 gilt
2 2

Zusammen mit (5.1) erhalten wir also, dass f': R\ {0} — R gegeben ist durch
2
"(z) =3—=. 5.2
fay=3-> (5.2
Daraus folgt
. - , 2 2
x ist kritische Stelle von f < f'(z) =0 & 3——-=0 & z = 3
x
Damit ist « = 2/3 die einzige kritische Stelle von f.

Nach (5.2) gilt f'(x) > 0 fiir alle z € (—o0, 0). Nach nach Satz 10.8 ist f im Intervall (—oc, 0) streng
monoton wachsend. Betrachten wir nun das Intervall (0, c0). Mit Hilfe von (5.2) erhalten wir, dass
f'(x) > 0 fiir alle x > 2/3 und f’'(z) < O fiir alle z € (0,2/3). Nach Satz 10.8 ist f im Intervall
[2/3,00) streng monoton steigend und im Intervall = € (0,2/3] streng monoton fallend.

Es gilt
lim f(z)=—o00, lim f(z)=o00, lim f(z)=00, lim f(z)= oc.

T——00 0 N0 T—00

Wir starten mit dem Intervall (—oo,0). Nach (b) gilt lim,_,_ f(z) = —oo und lim, »g f(z) = oc.
Da die Funktion f auf (—o0,0) stetig und, nach (a), streng monoton wachsend ist, besitzt f im
Intervall (—o0,0) genau eine Nullstelle.

SchlieBlich studieren wir das Intervall (0, 00). Da e > 3/2 ist, folgt 1 —log(3/2) > 0 und somit

£(2/3) = —2(1 — log(3/2)) < 0. (5.3)

Da f stetig und, nach (a), streng monoton fallend auf (0,2/3) ist, folgt zusammen mit (5.3) und
lima~ o f(z) = oo (siehe (b)), dass f im Intervall (0,2/3) genau eine Nullstelle besitzt. Ferner ist
f stetig und, nach (a), streng monoton wachsend im Intervall (2/3,00). Zusammen mit (5.3) und
lim, o0 f(x) = oo (siche (b)), erhalten wir, dass f in (2/3,00) genau eine Nullstelle besitzt.

Fiir « # 0 gilt nach (5.2), dass
2
f”(x) = ﬁ > 0.

Nach Satz 10.14 ist f auf (—o0,0) U (0, 00) konvex und nirgends konkav.

3P.]
3P.]



Aufgabe 6. Fiir n € N definiere man a,, :=e+ 1 — (1 + %)n Es ist bekannt, dass a, > 1 gilt. Ferner
definiere man

fn i [0, g] — R, z~ (a,)"cosz.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (fy)nen gleichméBig konvergent ist. [3P]

(b) Bestimmen Sie
/2

lim (an)® cosz dx.
n—oo 0

3P
Loésung.

(a) Wir zeigen, dass (fy,)nen gegen die Grenzfunktion f : [0,7/2] — R,z — cosz, konvergiert. Sei ¢ >
0. Da lim,, oo ((a,)™? —1) = 17/2 =1 = 0 ist (die Funktion = +— £™/2 ist stetig und lim,, 00 a, = 1
nach Satz 9.14), existiert ein N € IN so, dass

|(an)™? -1 <& V¥n>N. (6.1)
Da a,, > 1 ist, gilt
z w/2 (6.1)
[(@n)* = 1] < |(an)™" 1] <"
fiir alle x € [0,7/2] und alle n > N. Somit folgt

(6.2)

(6.2)
[ful@) = cosa] = |(an)” = 1|-|cosz| < |(an)” — 1] < e

fiir alle « € [0,7/2] und alle n > N. Nach Definition 12.2 konvergiert die Funktionenfolge (fy)nen
gleichmiBig gegen die Grenzfunktion f : [0,7/2] — R,z — coszx.

(b) Da die Funktionenfolge (f,)nen nach (a) gleichmiflig gegen die Grenzfunktion f : [0,7/2] — R,z —

cos z, konvergiert, erhalten wir mit Satz 12.5, dass

/2 /2 w/2 /2
lim (an)®cosxdr = lim fo(z)dz = / fl@x)da = / coszdr = 1.
0 0



