Einfiihrung in die Gruppentheorie, WS 16/17
(Prof. Dr. O. Bogopolski)

1 Einige grundlegende Definitionen und Sitze
Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe und g € G. Die Menge
gH ={gh|h e H}
heilt linke Nebenklasse von H in G mit dem Représentant g. Die Menge
{9H |g € G}

ist die Menge aller linken Nebenklassen von H in G. Die rechte Nebenklasse Hg kann
man analog definieren. Es gilt:

ng:ggH <~ gflggeH

Beispiel
Die Menge aller linken Nebenklassen der Untergruppe {e, (12)} in der Gruppe Ss ist:

{e,(12)}, {(13),(123)}, {(23),(132)}.

Die Menge aller rechten Nebenklassen der Untergruppe {e, (12)} in der Gruppe Ss ist:

{e,(12)}, {(13),(132)}, {(23),(123)}.

Die Entsprechung v H <+ Hz~! ist 1-1, deshalb sind die Kardinalititen der Mengen
von linken und rechten Nebenklassen von H in G gleich. Diese Kardinalitat heifit Indez
von H in G und wird als |G : H| bezeichnet.

Eine Untergruppe H von G heifit normal (und man schreibt H < G), falls eine von
drei dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1)gH =Hg Vg€G;

2) g 'Hg=H Vge€G;

3) g 'Hg< H VgeQG.

Sei H normal in G. Wir definieren eine Multiplikation auf der Menge von linken
Nebenklassen von H in G durch

g H-gH := gig.H.

Die Normalitdt von H in G garantiert, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl
der Représentanten in den Nebenklassen ist. Die Menge {gH | g € G} mit dieser Multi-
plikation bildet eine Gruppe. Diese Gruppe heilt Faktorgruppe von G beziiglich H und
wird als G/H bezeichnet. Es ist klar: |G/H| = |G : H]|.



Beispiel. Die Untergruppe K = {e, (12)(34), (13)(24),(23)(14)} von S, ist normal
und
Su/K = {K,(12)K, (13)K, (23)K, (123)K, (132) K} 2 Ss.

Zwei Elemente a,b € G heiflen konjugiert, wenn ein ¢ € G mit g lag = b existiert.
Wir sagen, dass a zu b konjugiert ist mit Hilfe von g.
Zum Beispiel (12) ist zu (13) konjugiert mit Hilfe von (123) (in S;).

Bezeichnung. Sei H < G. Durch U(G, H) bezeichnen wir die Menge aller Unter-
gruppen von G, die H enthalten. Insbesondere ist U(G, 1) die Menge aller Untergruppen
von G.

Satz 1.1. Sei ¢ : G — G ein surjektiver Homomorphismus. Dann gilt:
(1) Die Abbildung U(G, keryp) — U(G1,1), H — p(H), ist eine Bijektion.

(2) Diese Abbildung erhélt Indizes: wenn kerp < Hy < Hj ist,
dann ist |Hy : Hi| = |p(Ha) : @(Hy)|.

(3) Diese Abbildung erhélt die Normalitidt: wenn kerp < Hy < Hj ist,
dann ist Hy < Hy <= p(Hy) < (Hs).

Satz 1.2. Sei ¢ : G — G ein Homomorphismus. Dann gilt
G /kerp = imyp.

Satz 1.3 Sei A< B< G und sei A <G, BJG. Dann gilt B/A <G/A und
(G/A)/(B/A) =2 G/B.

Satz 1.4. Sei H < G und sei B < G. Dann gilt
BH/H = B/(BNH).

Definition 1.5. Seien G4, ..., G, Gruppen. Die Menge
{(gl,>gn)|gl € G’MZ = 1,...,77,}
beziiglich der Multiplikation

(G1s -2 9n) - (91 90) = (9191, - - -+ 9nr)

bildet eine Gruppe. Diese Gruppe heifit direktes Produkt von G,...,G, und wird als
G x -+ x G,, bezeichnet.

Satz 1.6. Seien Uy, . .., U, Untergruppen einer Gruppe, die die folgenden Bedingungen
erfiillen:

(i) U; <G firallei =1,... n;
(i) U; N <L7J£UJ> ={1} firallei=1,...,n;
B

(i) <iL:leUZ~> = G.

Dann gilt G =2 U; x Uy x -+ x U,.



2 Die Struktur von endlich erzeugten
abelschen Gruppen

Definition 2.1. Eine abelsche Gruppe G heifit frei, wenn eine Teilmenge E von G

existiert, so dass jedes Element g € G in eindeutiger Form g = > n.e dargestellt werden
ecE
kann, wobei n; € Z ist und nur endlich viel n. ungleich 0 sind. Die Menge F heifit Basis

der Gruppe G.
Man kann beweisen (wie in LA I), dass verschiedene Basen einer freien abelschen

Gruppe G gleichmiéchtig sind. Die Anzahl der Elemente in E heifit Rang der Gruppe G.

Beispiel. Die Gruppe Z @ Z @ Z ist eine freie abelsche Gruppe des Ranges 3. Man
kann beweisen, dass nur direkte Summen von Z freie abelsche Gruppen sind.

Definition 2.2. Sei p eine Primzahl. Eine Gruppe G heifit p-Gruppe falls fiir jedes
g € G ein k(g) existiert, so dass g?"'” =1 gilt.

Beispiel. Z, & Zg ist eine 2-Gruppe.

Satz 2.3. Sei F eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe mit der Basis fi,..., fa,
und sei A eine Untergruppe von F. Dann ist A auch eine freie abelsche Gruppe des
Ranges k < n. Auflerdem existiert eine Basis f{, ..., f/ von F, und es existiert eine Basis
ay,...,a, von A, so dass a; = m; f! fiir einige m; € Z, i =1,...,k, ist.

In dem Fall gilt

FIA2Z0 & ® L ®LD - DL,
e

Beispiel. Sei F' eine freie abelsche Gruppe mit der Basis fi, fa, f5. Sei A = (a1, a9)
eine Untergruppe von F' mit

ar =2f1 — fo+4fs,
ay =4f1+ fo+14fs.

Mit Hilfe von Elementartransformationen iiber Z werden wir Basen von F' und Erzeuger
von A dndern (s. die néchste Seite). Bemerkungen:

e Die Koeffizienten der Elemente aus A beziiglich einer Baseis von F' stehen in Zeilen.

e Ersetzen wir a; durch a; + na;, dann wird zur i-ten Zeile die n-fache j-te Zeile
addiert.

e Ersetzen wir f; durch f; — nf;, dann wird zur j-ten Spalte die n-fache i-te Spalte
addiert.

Eine Erklarung dafiir ist die Gleichung
afi+Bf; = alfi —nf;) + (8 +na)f;.

Siehe auch den Ubergang von der ersten Tabelle zur zweiten.



e Das Ziel der Transformationen ist, eine “Diagonalmatrix” zu bekommen.

fi fo f3
a 2 -1 4
a9 4 1 14
S fo—fi I3
aq 1 —1 4
as 5 1 14
fi fa—fi f3
a 1 -1 4
—day + az 0 6 —6
21— fo+4f3 fa—hfi I3
aq 1 0 0
—5CL1 + a9 0 6 —6
2f1 — fo+4f3 Jo—fi—f3 /3
a; 1 0 0
—5CL1 +CL2 0 6 0
Am Ende bekommen wir Basen von F und A
i =2fi— fo+4fs, ay = a,
f5 —fi+ fo—Js ay = —baj + as
fé = f3

mit der Eigenschaft o} = f] und a}, = 6f;. Dann gilt nach Satz 2.3

F/A
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Satz 2.4. Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gilt:
(a) Es existiert eine Zerlegung der Form

CG=G,® - ®G, LB - ®L,
————

t

wobei G, endliche abelsche p;-Gruppen sind, ¢ = 1,..., k. Dabei gilt p; # p; fiir i # j.

(b) Wenn G|, eine endliche abelsche p-Gruppe ist, dann gibt es eine weitere Zerlegung
von (), in p-Gruppen, die zyklisch sind:

Gngpzl @---@szs.

(c) Die Zahlen ¢ und p", ..., p", wobei p iiber {pi,...,px} lduft, sind eindeutig, d.h.
sie hingen nicht von der Zerlegung der Gruppe G ab.

3 Semidirektes Produkt, kartesisches Produkt und
direktes Produkt, kartesisches Kranzprodukt und
direktes Kranzprodukt

Definition 3.1. Seien A, B Untergruppen von G. Die Gruppe G heif3t semidirektes Pro-
dukt von A und B, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1) ALG,

2) ANB =1,

3) G =AB.

In dem Fall schreibt man G = A x B.

Beispiele.
1) Es gilt S3 = A x B, wobei A = {id, (123), (132)}, B = {id, (12)} ist.
2) Seien
a b
d y| |abecdxy€Z ad—bc=1},
0 1
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la,b,c,d € Z,ad — be = 1}.

Dann ist G = A x B. Merken wir an, dass A 2 Z @ Z und B = Sly(Z) ist.



Definition 3.2. Sei I eine Menge und seien G, a € I, Gruppen.
a) Die Menge der Funktionen

ﬁGa ={f: 11— UIGa|f(a) € G, firalle a €1}
ac

ael

mit der Multiplikation, die durch fg(a) := f(a)g(«), o € I, definiert ist, bildet eine
Gruppe. Diese Gruppe heifit kartesisches Produkt von G, a € 1.

Das identische Element dieser Gruppe ist die Funktion id, so dass id(«) = e fiir alle
o € [ ist.

b) Die Menge
supp(f) :={a € I'| f(a) # €}
heifit Trdager der Funktion f.
c¢) Die Teilmenge

[1G == {7 € [[Callsupp(s)]| < o0}

acl ael

mit der oben definierten Multiplikation bildet eine Gruppe. Diese Gruppe heiflt direktes
Produkt von G, a € I. Wir haben

Definition 3.3. Seien A, B Gruppen. Wir definieren

Fun(B,A) :={f: B — A| f ist eine Funktion}

und
fun(B, A) := {f : B — A|supp(f) < oo}.

Es ist klar, dass

Fun(B, A) HA und fun(B, A) HA

a€B a€EB

gilt, wobei A, := A fiir alle a € B ist.

Definition 3.4.
a) Fiir f € Fun(B, A) und b € B definieren wir die Funktion f° € Fun(B, A) durch

fPz) = f(bx), x € B.

b) Die Menge i
AB:={bf|be B, f € Fun(B, A)}

mit der Multiplikation
bf . b/f/ — bb/fb’f/
bildet eine Gruppe. Diese Gruppe heif3t kartesisches Kranzprodukt.
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c¢) Die Menge
A B:={bf |be B, f € fun(B,A)}

mit der in b) definierten Multiplikation bildet eine Gruppe. Diese Gruppe heifit direktes
Kranzprodukt.

Folgendes ist klar:
(i) Ai1B< AB,

(ii) A B = A1 B gilt genau dann, wenn B endlich ist.
(iii) [AB| = |B| - [A]",

Struktur des Kranzprodukts.
Wir definieren zwei natiirliche Abbildungen:

i:B — AUB, b~ bid,

LD,
j:Fun(B,A) — AvB, fef.

Die Bilder dieser Abbildungen werden mit B’ und Fun(B, A)’ bezeichnet. Wir setzen
auch fun(B, A)" := j(fun(B, A)). Es ist klar, dass B = B’, Fun(B, A) = Fun(B, A)’ und
fun(B, A) = fun(B, A)' ist.

Satz 3.5. Es gilt:

(a) A1B =Fun(B,A) x B,
(b) A B = fun(B, A) x B'.

4  Satz von Schreier

Das folgende Lemma wird im Satz 4.4 benutzt.

Lemma 4.1. Sei A < B < G und sei H < G. Dann gilt
BH/AH = B/A(BN H).

Definition 4.2. Sei G eine Gruppe. Eine Reihe 1 =Gy < G < Gy < --- <G, =G
heiit subnormal in G, falls G; < G4, fir alle © = 0,...,n — 1 ist. Diese Reihe heifit
normal in G, falls G; < G fiir alle i = 0,...,n — 1 ist. Die Faktorgruppen G;;1/G; heiflen
Faktoren dieser Reihe.

Definition 4.3. Seien
1:A0<A1<A2<"'<An:G (1)

und
1=By<Bi<By<---<B,, =G (2)

zwei subnormale Reihen in GG. Die zweite Reihe heifit Dichtung der ersten, falls
{Ao, Ay,... A} C{Bo,B1,...,Bn}

gilt. Die Reihe (1) heifit dicht, falls es fiir sie keine Dichtung aufler sich selbst gibt.
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Satz 4.4. (Schreier) Zwei subnormale Reihen (1) und (2) besitzen subnormale Dich-
tungen
l=A) <A <A< <A, =G (3)

und
1=By<B<By< - <B,=G, (4)

die gleiche Faktoren (bis auf Permutation) haben.
Beispiel. Die normale Reihen
1< Zs < Zayo und 1< Zy < Zyo
besitzen folgende Dichtungen:
1 < Zs < Ze < Lo und 1< Zo < Zy < Zns.

Die Faktoren der Dichtungen (bis auf Permutation) sind Zs, Zs, Zs3.

5 Kranzprodukte und Erweiterungen von Gruppen

Definition 5.1. Seien K und H Gruppen. Eine Gruppe G heifit Erweiterung von K mit
Hilfe von H, falls G eine Untergruppe A besitzt, so dass A < G, A~ K und G/A = H
gilt.

Beispiele.
(1) Zg und S; sind Erweiterungen von Zz mit Hilfe von Zs.

(2) Wir betrachten die Quaternionen-Gruppe Quat := {£1,+i, 45, +k} (sie besteht
aus 8 Elementen) mit der Multiplikation, die folgende Regeln erfiillt:

17 =k, 7k =1, ki =7,
ji=—k, kj=—i, ik=—j,
2=—1, 2=-1, kK=-1, (-1)2=1
Das Zentrum von Quat ist A = {1, —1} = Z,. Es gilt
Quat/A = {A, ’LA,]A, ]{]A} = ZQ X ZQ.

Also ist Quat eine Erweiterung von Zs mit Hilfe von Zy X Zs.

Definition 5.2. Eine Einbettung ist ein injektiver Homomorphismus.

Satz 5.3. (Frobenius) Jede Erweiterung von K mit Hilfe von H kann in das Kranz-
produkt K H eingebettet werden.



6 Einfache endliche Gruppen

Definition 6.1. Eine Gruppe G # 1 heifit einfach, falls es keine normale Untergruppe H
von G gibt, die kleiner als G und groéfer als 1 ist.

Bemerkung 6.2. Wenn 1 = Gy < Gy < Gy 4 --- G, = G eine dichte subnormale
Reihe von G ist, dann sind die Faktoren G,.1/G; einfache Gruppen. Auflerdem ist G,
eine Erweiterung von G; mit Hilfe von G, /G;. Deswegen ist es wichtig, einfache Gruppen
und Erweiterungen mit Hilfe von einfachen Gruppen beschreiben zu kénnen.

Satz 6.3. Sei 1 # G eine endliche Gruppe und sei 1 # H eine minimale normale
Untergruppe von GG. Dann existiert eine Zerlegung H = U; x Uy X - - - XUy, wobei Uy, . .., Uy
paarweise isomorphe einfache Gruppen sind.

Lemma 6.4. a) Sei n > 3. Dann ist A, von allen 3-Zyklen (ijk) erzeugt.
b) Sei n > 5. Dann ist A, von allen Permutationen der Form (ij)(kl) erzeugt, wobei
1, 7, k,l verschieden sind.

Lemma 6.5. (Bertran-Postulat, bewiesen von Tschebyschow). Fiir jede natiirliche
Zahl n > 1 existiert eine Primzahl p, so dass n < p < 2n ist.

Satz 6.6. Sei n > 5. Dann gelten:
a) Die Gruppe A, ist die minimale nichttriviale normale Untergruppe von S,,.
b) Die Gruppe A, ist einfach.

7 Cayley-Satz, Poincareé-Satz
und die Rotationsgruppe des Ikosaeders

Sei M eine beliebige Menge. Mit S(M) bezeichnen wir die Gruppe aller Bijektionen von
M nach M. Falls M = {1,2,...,n} ist, haben wir S(M) = S,.

Satz 7.1. (Cayley) Sei G eine Gruppe, sei H eine Untergruppe von G und sei M die
Menge aller linken Nebenklassen von H in G. Dann ist die Abbildung

pv: G— S(M),

gr—>(xHr—>ng, xGG)

ein Homomorphismus mit
ker(¢) = N aHx '

z€G

Satz 7.2. 1) Es existiert ein injektiver Homomorphismus ¢ : G — S(G), so dass fiir
jedes 1 # g € G die Permutation ¢(g) kein Element aus G fixiert.

2) Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n. Dann ist G einer Untergruppe von S,
isomorph.

3) Sei GG eine endliche Gruppe der Ordnung n und sei F ein Korper. Dann ist G einer
Untergruppe von GL, (F') isomorph.



Behauptung 7.3. Sei G eine Gruppe mit |G| = 6. Dann ist G = Zg oder G = S.

Satz 7.4. (Poincaré) Sei H eine Untergruppe einer Gruppe G und sei m = |G : H|.
Dann existiert eine Untergruppe N < H, so dass N < G ist und fiir den Index n := |G : N|
gelten: m|n und n|m/!.

Satz 7.5. Die Rotationsgruppe eines Ikosaeders ist zu As isomorph.

8 Gruppen die auf einer Menge operieren.
Burnside-Satz
Definition 8.1. Sei G eine Gruppe und sei M eine Menge. Wir sagen, dass G auf M

operiert, falls fiir jedes g € G und jedes m € M ein Element gm € M definiert ist, so dass
fiir alle g1,92 € G und m € M gelten:

1) (g192)m = g1(gam),
2) em = m.

Beispiel. 1) Die Rotationsgruppe eines Ikosaeders operiert auf der Menge seiner Eck-
punkte (Kanten, Flichen).
2) Die Gruppe S,, operiert auf der Menge {1,2,...,n}.

Definition 8.2. Operiere eine Gruppe G auf einer Menge M.
a) Fiir m € M definieren wir Orbit von m in M:

Gm = {gm|g € G}.
Es ist klar, dass M eine disjunkte Vereinigung verschiedener Orbits ist.
b) Fiir m € M definieren wir den Stabilisator von m in G:
Stg(m) :={g € G|gm = m}.

Es ist leicht zu verstehen, dass Stg(m) eine Untergruppe von G ist.

c¢) Fiir g € G definieren wir die Fizpunktmenge von g in M:
Fix(g) := {m € M | gm = m}.

Es ist klar, dass Fix(g) eine Teilmenge von M ist.

Beispiel.
Die Gruppe G = (id, (12)) operiert auf der Menge M = {1,2,3,4}.
Die Orbits sind: {1, 2}, {3}, {4}.

Die Stabilisatoren sind: Stg (1) = Ste(2) = {id}, Ste(3) = St
Die Fixpunktmengen sind: Fix(id) = {1, 2, 3,4}, Fix((12)) =

Satz 8.3. Operiere eine Gruppe G auf einer Menge M. Dann gilt fiir jedes m € M:
|Gm| = |G : Stg(m)].
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Satz 8.4. (Burnside) Operiere eine endliche Gruppe G auf einer endlichen Menge M.
Dann ist die Anzahl von Orbits von G in M gleich

ﬁz [Fix(g)].

geG

Beispiel 8.5. Die Gruppe Z; ist die multiplikative Gruppe aller invertierbaren Ele-
mente des Ringes (Z,,, +n, ). Sei G die Untergruppe von Zj,, die von 7 erzeugt ist. Dann
ist

Z3o ={0,1,2,3,...,29},

Ly, ={1,7,11,13,17,19, 23,29},
und
G={1,7,19,13}.

(a) Die Gruppe G operiert auf der Menge Z%, durch Multiplikation. Die Orbits dieser
Operierung sind
{1,7,19,13} und {11,17,29,23}.

(b) Die Gruppe G operiert auf der Menge Z3y durch Multiplikation. Diese Operierung
hat 12 Orbits:

{0},
{1,7,19,13},
{2,14,8,26},
{3,21,27,9},
{4,28,16,22},
{5},
{6,12,24, 18},
{10}7
{11,17,29, 23},
{15},

{20},

{251

Die Fixpunkte der Elemente aus der Gruppe G in der Menge Zgs, sind

Fix(1) = {0,1,2,3,...,29},
Fix(7) = {0,5, 10, 15, 20, 25},

Fix(19) = {0, 5, 10, 15, 20, 25},
Fix(13) = {0,5, 10, 15, 20, 25}.
Die Anzahl von Orbits ist
1 1
— Fi =-(30+6+6+6)=12.
|G‘g§?| ix(g)] = (30 + 6 + 6 +6)

Satz 8.6. Es gibt genau 57 Farbungen eines Wiirfels in 3 Farben (jede Fléche soll
einfarbig sein). Wir betrachten zwei Farbungen als gleiche, falls eine in die andere mit
Hilfe einer Rotation iiberfiihrt werden kann.
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Aufgabe. Man hat unbeschrinkte Mengen von roten und gelben Perlen. Wie viele
Halsketten konnen aus 8 Perlen gemacht werden?

Hinweis. Die Halsketten werden in R? betrachtet. Daher sind zwei Halsketten dquiva-
lent, wenn sich die zweite Kette aus der ersten mit Hilfe von Spiegelungen und Rotationen
transformiern 1ét. Wenden Sie den Burnside-Satz an.

9 Projektive spezielle lineare Gruppen
Definition 9.1. Sei K ein Korper.

(a) Die allgemeine lineare Gruppe GL,(K) ist die Gruppe aller Matrizen der Grofle
n x n iber K mit der Determinante ungleich 0.

(b) Die spezielle lineare Gruppe SL,,(K) ist die Gruppe aller Matrizen der Grofie n x n
iiber K mit der Determinante gleich 1.

(c) Die projektive spezielle lineare Gruppe PSL, (K) ist die Faktorgruppe von SL,,(K)
beziiglich ihres Zentrums:

PSL,(K) := SL,(K)/Z(SLy(K)).

Bemerkung. Das Zentrum von SL, (K) betsteht aus Skalarmatrizen aE,,, wobei E,,
die Einheitsmatrix und a € K ein Element mit der Eigenschaft a™ = 1 ist:

Z(SL,(K)) ={aE,|a € K,a" = 1}.
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Mit [F, bezeichnen wir einen Kérper der Ordnung ¢. Statt PSL,, (F,) schreibt man auch
PSL,(q).

Satz 9.2.
(a) Die Ordnung von GL,(q) ist

n—1
[T —d)
i=0
(b) Die Ordnung von SL,(q) ist
n—1
1 :
(¢" = q).
(¢—1) =%
(c) Die Ordnung von PSL,(q) ist
1 n—1
ggT(g—1,n) (¢—1) izo(q ~9)

Satz 9.3. PSL2(5) = PSL2(4) = A5.

10 Doppelte Nebenklassen. Sylow-Satz

Definition 10.1. Sei K, H < G und sei g € G. Die Teilmenge KgH C G heifit
doppelte Nebenklasse beziiglich K und H. Also ist { KgH | g € G} die Menge aller doppel-
ten Nebenklassen beziiglich K und H.

Satz 10.2. Seien K, H < . Dann gilt:

1) Jedes Element g € G liegt in einer einzigen doppelten Nebenklassse bez. K, H.

2) Die Gruppe G ist die disjunkte Vereinigung verschiedener doppelter Nebenklassen
bez. K, H.

3) Die Nebenklasse KgH zerfillt in |K : K N gHg'| linke Nebenklassen von H.

Satz 10.3. Seien K, H € G und sei X eine Menge von Représentanten von doppelten
Nebenklassen bez. K, H (also wihlen wir ein Element aus jeder doppelten Nebenklasse).
Dann gilt:

G:H|=) |K:KnazHz™|.

zeX

Definition 10.4. Sei G eine endliche Gruppe und sei |G| = p*m, wobei p eine Prim-
zahl, k > 1 und ggT(p, m) = 1 ist. Jede Untergruppe H < G mit |H| = p* heifit p-Sylow
Untergruppe von G. Die Menge aller p-Sylow Untergruppen von G wird mit Syl,(G)
bezeichnet.

Lemma 10.5. Sei H eine p-Sylow Untergruppe von G und sei K eine Untergruppe
von (. Dann existiert x € G, so dass K N xHxz ! eine p-Sylow Untergruppe von K ist.
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Satz 10.6. (Sylow) Sei G eine endliche Gruppe und sei |G| = pfm, wobei p eine
Primzahl, & > 1 und ggT(p, m) = 1 ist. Dann gilt:

(1) Es existiert eine p-Sylow Untergruppe in G.

(2) Sei K < G mit |K| = p' fiir einen [ < k. Dann existiert eine p-Sylow Untergruppe
H in G, so dass K < H ist.

(3) Je zwei p-Sylow Untergruppen in G sind konjugiert.

(4) Sei s, die Anzahl von p-Sylow Untergruppen in G. Dann ist

splm und s, =1(mod p).

Behauptung 10.7. In S, existieren genau drei 2-Sylow Untergruppen. Sie sind:
KUK(12), KUK(13), KU K(23),

wobei K = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} ist.

11 Normalisator und Zentralisator
Definition 11.1. Sei H < G. Der Normalisator von H in G ist

Ne(H) :={g € G|gHg ' = H}.

Behauptung 11.2. Es gilt: H < Ng(H) < G. Auflerdem ist Ng(H) die grofite Un-
tergruppe von G, die H als normale Untergruppe enthalt.

Beispiel.
1) No,({id, (123), (132)}) = Ss.

2) NSs({id> (12)}) = {Zd> (12)}'

Satz 11.3. Sei H eine Untergruppe einer Gruppe G. Dann ist die Anzahl von Unter-
gruppen von G, die mit H konjugiert sind, gleich |G : Ng(H)|.

Folgerung 11.4. Sei G eine endliche Gruppe und H eine p-Sylow Untergruppe in G.
Dann ist die Anzahl der p-Sylow Untergruppen in G gleich dem Index |G : Ng(H)].

Definition 11.5. Sei g € G ein Element. Der Zentralisator von g in G ist
Calg) == {z € Glzgz™ = g}.

Behauptung 11.6. Es gilt (g) < Cq(g9) < Na({(g)) < G.

Satz 11.7. Sei g ein Element einer Gruppe G. Dann ist die Anzahl der Elemente von
G, die mit g konjugiert sind, gleich |G : Cg(g)].
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12 Gruppe A x, B. Gruppen der kleinen Ordnung

Definition 12.1. Sei G eine Gruppe. Die Gruppe Aut(G) ist die Gruppe aller Iso-
morphismen von G nach G beziiglich der Komposition von Abbildungen:

Aut(G) == {p: G — G|y ist bijektiv und p(zy) = ¢(z)p(y) fir alle z,y € G}.
Das identische Element von Aut(G) ist die Abbildung id : G — G, so dass id(g) = ¢
fiir alle g € G ist.

Beispiel.

1) Atlz)t(Zg,) ={(1—=1),1—2),(1—3),(1—4)} =22Z,.
2) Aut(Zg) ={(1 = 1), (1 — 4)} = Z,.

3) Aut(Z) ={(1—1),(1 — —1)} = Zs.

Definition 12.2. (Gruppe A X, B)

Seien A und B Gruppen und sei ¢ : B — Aut(A) ein Homomorphismus. Sei G die
Menge aller formalen Elemente ab mit a € A und b € B, also sei G := {ab|a € A,b € B}.
Wir definieren eine Multiplikation auf G’ durch

ab - a1by := a p(b)(ay) bb.
—

Man kann beweisen, dass GG beziiglich dieser Multiplikation eine Gruppe ist. Diese
Gruppe wird als A x, B bezeichnet.

Bezeichnung. Seien A = (a) und B = (b) zwei (moglicherweise endliche) zyklische
Gruppen. Sei G = A x, B. Dann ist ¢(b)(a) = a* fiir ein k € Z. In dem Fall schreiben
wir

G=A A B.
Also, im Fall G = Z,, Xy, Z,, meinen wir ¢(1)(1) = k.

Beispiel 12.3. (wichtig)

1) Die Gruppe Zg X3 Z, existiert nicht, weil 1 — 3 kein Automorphismus von Zg
definiert.

2) Die Gruppe Zg X _1 Zy existiert.

3) Die Gruppe Zg x_1 Z5 existiert nicht, obwohl 1 — —1 einen Automorphismus von
Zg definiert (wir bezeichnen ihn durch inv). Die Ursache ist, dass es keinen Homo-
morphismus ¢ : Zs — Aut(Zg), mit 1 — inv gibt.

4) Die Gruppe Zg X_1 Z4 existiert.

Definition 12.4. (Diedergruppen)

(1) Die Gruppe Z,, x_1 Zsy heiit Diedergruppe der Ordnung 2n und wird mit D,, be-
zeichnet.

(2) Die Gruppe Z x_; Zy heifit unendliche Diedergruppe und wird mit D, bezeichnet.

Behauptung 12.5. Die Symmetriegruppe eines regularen n-Ecks besteht aus n Rota-
tionen und n Spiegelungen. Sie ist isomorph der Diedergruppe D,,.
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Satz 12.6. (niitzlich)

1) Sei p: B — Aut(A) der triviale Homomorphismus, also sei ¢(b) = id fir alle b € B.
Dann gilt A x, B= A x B.

2) Die Gruppe A x, B enthilt isomorphe Kopien von A und B:

A" :={aep|a € A} und B':={esb|b € B}.

3) Es gilt A x, B= A" x B'. Mit anderen Worten, es gilt:
a) A’ < Ax, B;
b) AnNB =1;
c) (A,B") = Ax, B.

4) Sei G = A x B ein semidirektes Produkt.

a) Fiir jedes b € B definieren wir eine Abbildung b:A— Adurch g(a) = bab™ !,
a € A. Dann gilt b € Aut(A).

b) Jetzt definieren wir eine Abbildung ¢ : B — Aut(A) durch ¢(b) := b,
Dann ist ¢ ein Homomorphismus.

c) Fiir dieses ¢ gilt G = A x, B.

Bezeichnungen. Weiterhin werden wir die Kopien A" und B’ wieder mit A und B
bezeichnen.

Beispiel 12.7. Wir betrachten die Gruppen

Gy =75 x1 Zy = {a,b|a® =1,b* =1,bab™ = a) = Zy,
Gy =75 X3 Zy = {a,b|a® = 1,b* = 1,bab™! = a?),

G3 =175 x37Z4 = (a,b|a® = 1,b* = 1,bab™! = a?),
Gy=7s5 x4 724 = (a,b]a® =1,b" = 1,bab™t = a).

Man kann beweisen, dass nur Gy und Gj3 isomorph sind.

Satz 12.8. Die folgende Liste enthélt alle (bis auf Isomorphie) Gruppen der Ordnun-
gen bis 15:

2y

Ly

L

Ly, Do X Zig
Zs

Zg, S3

L

1y, Ty X Lo, Ty X Ly X Lo, Quat, Dy
Ly, T3 X 3
Lo, Ds

VAR
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Lo, Zg X Lo, Agy Lz X_1 Ly, L N_12Zs

Ly

Zas, Dr

VAR

Beweis. Wir Klassifizieren nur die Gruppen der Ordnung 12 (schwerster Fall).
Sei G eine Gruppe der Ordnung 12. Nach Sylow-Satz existieren Untergruppen A und
B von G mit |A] =4 und |B| = 3. Es gilt A =2 Z, oder A= Zy X Zy und es gilt B = Zs.
Sei B=(b|V® =1).

Fall 1. Sei A < G. Dann haben wir G = A x B und somit ist G = A %, B fiir einen
Homomorphismus ¢ : B — Aut(A).

Fall 1.1. Sei A~ Z,. Dann ist A = (a|a* = 1). Es gilt
Aut(A) = {id, 0} = Zo,

wobei id : a + a und 0 : a — a~' ist. Da |B| = 3 und |Aut(A)| = 2 ist, existiert nur ein
Homomorphismus ¢ : B — Aut(A), namlich ¢(b) = id. Dann haben wir

G:ANSOB%JAXBgZ4><ZggZ12.

Fall 1.2. Sei A = 7y X Zsy. Dann ist
A={e 1,79, 73|27 = e und x,x; = x;, fiir verschiedene i, j, k}.

Es gilt Aut(A) = S5, weil jede Abbildung A — A, die e nach e abbildet und die
Elemente x1, x5, r3 beliebig permutiert, ein Automorphismus von A ist. Nun bestimmen

wir alle Homomorphismen ¢ : B — Aut(A).
Da Ord(b) = 3 ist, ist Ord(¢(b)) = 1 oder Ord(¢(b)) = 3. So gibt es drei Varianten:

S T () ERCREUR (S

€ X9 T3 I1 € X3 T1 TIo

Wenn wir im Fall ¢) das Element b nach b~! ersetzen, bekommmen wir den Fall b).
Diese Ersetzung entspricht der anderen Wahl der Erzeuger von B = (b) = (b!). So haben
wir nur zwei Varianten fir G:

1) G = A x, B mit ¢ aus a) oben. Dann ist G =2 (Zy X Zg) X Zg = Zy X L.
2) G = A %, B mit ¢ aus b) oben. Dann ist G = Ay.
Um das zu beweisen, betrachten wir in A, die Untergruppen

A = {id, (12)(34), (14)(23), (13)(24)} & Zy x Zy und B = {id, (123), (132)} & Zs.
—_—— —— —— —— —~—

T1 x2 x3 b b2

Dann ist Ay = A x B. Wir berechnen, wie B auf der normalen Untergruppe A durch
Konjugation operiert:

bl’lb_l = X9, b[L‘Qb_l = T3, b[L‘gb_l =1.

Wir schen, dass b = ©(b) ist. Nach Satz 12.6.4) gilt: Ay = A x, B.
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Fall 2. A ist nicht normal in G.

Wir haben |G : A| = 3. Nach Poincaré-Satz existiert eine Untergruppe A; < A, so
dass A; 9 G ist und fir k = |G : Ay] gilt 3|k und k|3!. Also ist £ = 3 oder 6. Es kann
nicht sein, dass k = 3 ist, sonst wire |G : A;] = 3 = |G : A| und somit A; = A, was
unmoglich ist.

Also ist |G : Aj] = 6. Dann ist |A;] = 2. Da A; < G und |B| = 3 ist, haben wir
(A1, B) = Ay x B. Diese Untergruppe hat die Ordnung 6 und den Index 2 in G. So ist
(A1,B) < G.

Insbesondere ist gBg~! eine Untergruppe von (A;, B) fiir jedes g € G. Da jede Gruppe
der Ordnung 6 eine einzige Untergruppe der Ordnung 3 hat, haben wir gBg~! = B. Also
ist B<G. Dann ist G = B x A.

Wir bereiten uns vor, um dieses semidirekte Produkt zu beschreiben. Fiir B = (b|b® = 1)
gilt:

Aut(B) = {id, 7} = Zs,
wobei id(b) = b und 7(b) = b~! ist.

Fall 2.1. Sei A = Z,. Dann ist A = (a|a* = 1).

Wir haben G = B x, A fiir einen Homomorphismus ¢ : A — Aut(B). Es gibt zwei
Varianten: ¢(a) = id und ¢(a) = 7. Die erste Variante gibt G = B X A = Z3 X Zy = Zs.

Die zweite Variante gibt eine nichtabelsche Gruppe G = B x, A mit ¢(a)(b) = b~
Wir schreiben kurz G = Zs X _1 Zy.

Fall 2.2. Sei A = 7y X Zy. Dann ist
A={e 1,79, 73| 2] = e und x,x; = 7, fiir verschiedene i, j, k}.

Wir haben G = B X, A fiir einen Homomorphismus ¢ : A — Aut(B). Es gibt zwei
Varianten (bis zum Umbenennen von z;):

1) p(z;) = id fur alle z; € A,

2) o(w1) =id, p(w2) =7, p(a3) = 7.

Die erste Variante gibt G = B X A = Z3 X (Zg X Zy) = Zg X Zs. Die zweite Variante
gibt G = B x, A mit dem entsprechenden ¢. Wir schreiben kurz G = Zs x (1,1} (Zy X Zs).
Es ist leicht zu verstehen, dass die letzte Gruppe isomorph zu Zg X _1 Zo ist. O

Fortsetzung nichste Seite
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13 k-transitive Operierung

Definition 13.1. Sei k eine natiirliche Zahl. Eine Gruppe G operiert auf einer Menge M
k-transitiv, falls das Folgende gilt:

fiir je zwei k-Tupel (mq,...,my) und (mf,...,m}) von Elementen aus M,
wobei m; # m; und m; # m’; fiir i # j sind,
existiert ein g € G mit gm; =m fir allei =1,... k,

Beispiel 13.2.

1) Die Rotationsgruppe eines Wiirfels operiert auf der Menge der Eckpunkte des Wiirfels
1-transitiv, aber nicht 2-transitiv.

2) S, operiert auf {1,2,...,n} n-transitiv.

3) A, operiert auf {1,2,...,n} (n — 2)-transitiv fir n > 3.

Bemerkung. Man sagt “transitiv’ anstatt “1-transitiv”’. Eine Gruppe G operiert auf
einer Menge M transitiv genau dann, wenn es nur einen Orbit gibt — M selbst.

Definition 13.3. Eine Gruppe G operiert auf einer Menge M treu, falls fiir jedes
nicht-triviale Element g € G ein m € M mit gm # m existiert.

Beispiel 13.4.

1) Alle Operierungen aus dem Beispiel 13.2 sind treu.

2) Sei G eine nicht-triviale Gruppe und sei M eine Menge. Wir definieren eine Ope-
rierung von G auf M durch gm = m fiir alle ¢ € G, m € M. Diese Operierung ist
untreu.

Satz 13.5. Operiert eine Gruppe G auf einer Menge M treu und 2-transitiv, dann
operiert jede nicht-triviale normale Untergruppe N von G auf der Menge M transitiv.

14 Ein Kriterium der Einfachheit. Satz von Dickson

Definition. 14.1. Sei G eine Gruppe. Fiir a,b € G heifit das Element [a, b] := aba™'b~!
Kommutator von a und b. Die Untergruppe, die von allen Kommutatoren erzeugt ist,
heifit Kommutator-Untergruppe und wird mit [G, G] oder G’ bezeichnet.

Satz 14.2. Gegeben ist: Eine Gruppe G operiert treu und 2-transitiv auf einer Menge
M, so dass folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

(1) G=¢G".
(2) Es existiert ein m € M, so dass Ste(m) eine Untergruppe A enthélt, fiir welche gilt:
(a) A ist abelsch;

(b) A ist normal in Stg(m);
(c) G=(g9Ag7" g €G).

Dann ist G einfach.

Satz 14.3. (Dickson) Sei K ein Korper. Dann ist die Gruppe PSL,, (K) einfach mit
zwei Ausnahmen: PSLy(2) und PSLy(3).
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15 Nilpotente Gruppen (Teil I)

Definition 15.1.

(a) Fiir zwei Untergruppen A, B einer Gruppe G definieren wir ihre Kommutator-

Untergruppe:
[4,B] = ([a,b] |a € A,b € B).

(b) Sei 11(G) = G und 7;41(G) =[G, %(G)] fir i > 1.
Man erhélt dadurch absteigende Zentralreihe von G:

G =7(G) Z27(G) > ...

(c¢) Eine Gruppe G heiit nilpotent, falls v,,1(G) = 1 fiir einen n € N U {0} ist. Die
minimale n mit 7,41(G) = 1 heifit Nilpotenzgrad von G.

Beispiel.
1) Die triviale Gruppe ist nilpotent des Grades 0.
2) Alle nichttrivialen abelschen Gruppen sind nilpotente Gruppen des Grades 1.

3) Die Heisenberg-Gruppe

1 a ¢
H3;={[0 1 b| |a,bceZ}
0 01

ist nilpotent des Grades 2.

4) Die Heisenberg-Gruppe H,, ist nilpotent des Grades n — 1.

Bezeichnung. Seien a, b, ¢ drei Elemente einer Gruppe. Wir bezeichnen:

[a,b] :==a'brab und a°:=c lac.

Behauptung 15.2. Seien a, b, ¢ drei Elemente einer Gruppe. Dann gilt:

Behauptung 15.3. Seien A, B zwei Untergruppen einer Gruppe G. Dann gilt [A, B] =
[B, Al.
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16 Nilpotente Gruppen (Teil IT)

Definition 16.1. Im Fogenden definieren wir die Reihe der Hyperzentren von G (oder
aufsteigende Zentralreihe von G)

1 =Ty(G) < T4(G) < Th(G) < ...

a) Sei I'y(G) = 1. Nehmen wir an, dass I';(G) schon definiert ist und I';(G) < G
ist. Dann definieren wir I';;1(G) als Urbild des Zentrums Z(G/T';(G)) unter dem
kanonischen Homomorphismus G — G/T";(G).

G —  G/T(G)
vV V
Fipa(G) — Z(G/Ti(G))

Da Urbilder normaler Untergruppen normal sind, gilt I';41(G) < G. Deshalb kénnen
wir I';12(G) definieren u.s.w.

b) Eine dquivalente Definition: I'o(G) = 1,
L1 (G) ={2 € G|zl(G) - gI';y(G) = gT';(G) - 2I';(G) fur alle g € G}
={z € G|[x,g] € T;(G) fir alle g € G}.

Daraus folgt
Ti(G), G < TG,

¢) Noch eine dquivalente Definition: I'y(G) = 1 und I';1(G) ist die maximale Unter-
gruppe X von G mit der Eigenschaft [X,G] < T';(G).

Bemerkung. I'i(G) = Z(G).

Satz 16.2. Fiir jede Gruppe G sind folgende drei Bedingungen dquivalent:
1) 7n+1(G) =L

2) I'(G) =G.

3)
1= [y(G) < TY(G) << Tua(G) < L(G)=G (o)

vV V vV V
L= mu(G) < m(G) <---< n(G) < n@G)=06 (u)

Skizze des Beweises. Es reicht zu beweisen, dass fiir jedes i = 0, ..., n die folgende
Aquivalenz gilt:

Yi(G) < Tpgimi = 7i1(G) < Ty
Das sieht man leicht aus 7, 41(G) = [G,7:(G)] und Definition 16.1 c). O
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Bemerkung. Das rechtfertigt die folgende Terminologie:

(a) Die aufsteigende Zentralreihe

heifit obere Zentralreihe von G.

(b) Die absteigende Zentralreihe

G =m(G) =2 7(G) 2 %(G) > ...
heifit untere Zentralreihe von G.

Satz 16.3. Alle Untergruppen und Faktorgruppen einer nilpotenten Gruppe sind nil-
potent.

Bemerkung. Sei F' < G und G/F = B. Wenn F und B nilpotent sind, dann ist G
nicht unbedingt nilpotent. Mit anderen Worten sind die Erweiterungen von nilpotenten
Gruppen nicht unbedingt nilpotent. Um das zu zeigen, nehmen wir

G:Z32Z2, F = fun(Z27Z:3), B = ZQ.
Nach Satz 3.5 b), ist G = F'x B und so ist G/F = B. Die Gruppen F' und B sind abelsch
und so nilpotent. Die Gruppe G ist aber nicht nilpotent, weil sie S3 enthélt.

Lemma 16.4. Sei GG eine nilpotente Gruppe des Nilpotenzgrades n und sei a € G.
Dann hat die Untergruppe (|G, G], a) den Nilpotenzgrad < n — 1.

Terminologie. Sei G eine Gruppe. Ein Element g € G heifit periodisch, wenn es eine
endliche Ordnung hat.

Satz 16.5. Periodische Elemente einer nilpotenten Gruppe bilden eine Untergruppe.

17 Nilpotente Gruppen (Teil IIT)

Definition 17.1. Sei p eine Primzahl. Eine nichttriviale Gruppe G heif3t p-Gruppe,
falls fiir jedes g € G \ {e} die Ordnung von ¢ eine Potenz von p ist:

Ord(g) = p"9.

Bemerkung 17.2. Sei GG eine endliche Gruppe und p € Prim. Dann ist dquivalent:
(a) G ist eine p-Gruppe.
(b) |G| = p* fiir ein k > 1.

Satz 17.3. Sei G eine endliche p-Gruppe. Dann gilt Z(G) # 1. Insbesondere ist G
nilpotent.

Korollar 17.4. Sei p eine Primzahl. Jede Gruppe G der Ordnung p? ist abelsch,
deshalb gilt

G=Z, oder G=Z,X Ly,
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Lemma 17.5. Sei P eine Sylow-Untergruppe einer endlichen Gruppe G und sei
N¢(P) < H < G. Dann gilt: H = Ng(H).

Korollar 17.6. Sei P eine Sylow-Untergruppe einer endlichen Gruppe G. Dann gilt

Na(Ne(P)) = Ne(P).

Satz 17.7. Sei G eine nilpotente Gruppe und sei H < G. Dann gelten:

(1) Die Reihe von Normalisatoren H < Ng(H) < Ng(Ng(H)) < ... erreicht G nicht
spéter als in n Schritten, wobei n der Nilpotenzgrad von G ist.

(2) H Z No(H).

Satz 17.8. (Burnside-Wielandt). Sei G eine endliche Gruppe. Dann sind die fol-
genden Bedingungen dquivalent:

(1) G ist nilpotent.
(2) Fiir alle Untergruppen H < G gilt H S Ng(H).
(3) Sei |G| = phph2 ... p* eine Primzahlzerlegung von |G|. Dann gilt

G=Gy x...x Gy,

wobei G, eine (und somit auch die einzige) p;-Sylow Untergruppe von G ist.

Fortsetzung nichste Seite
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18 Burnside-Problem

Es gibt drei Variationen des Burnside-Problems: klassisch, schwach und eingeschrénkt.

KLASSISCHES BURNSIDE-PROBLEM (Burnside, 1902):
Sei n eine natiirliche Zahl und sei GG eine endlich erzeugte Gruppe, so dass fiir alle g € G
gilt: g" = 1. Ist G endlich?

Die Antwort ist positiv fiir

n = 2 (leicht),

n = 3 (Levi und van der Waerden, 1933),
n =4 (Sanow, 1940)

n =6 (M. Hall, 1976).

Die Antwort ist negativ fiir

alle ungerade n > 4381 (P.S. Novikov und S.I. Adian, 1968)

alle ungerade n > 665 (S.I. Adian, 1975)

Das Problem fiir n = 5,7 und n = 8 ist bis jetzt offen.

Satz (Ol’shanski, 1982). Sei p eine Primzahl grofer als 107. Es existiert eine un-
endliche Gruppe G, so dass jede echte Untergruppe von G isomorph Z, ist.

Diese Gruppe heifit Tarski-Monster.

SCHWACHES BURNSIDE-PROBLEM: Sei G endlich erzeugt und fiir alle g €
G existiert n(g) € N, so dass g™ = 1 ist. Ist G endlich?

Die Antwort ist negativ nach folgendem Satz:

Satz (Golod, 1964). Fiir jede Primzahl p existiert eine 2-erzeugte unendliche
p-Gruppe.

Satz (Grigorchuk, Gupta-Sidki). Fiir jede ungerade Primzahl p existiert ein Baum X,
so dass Aut(X) eine Untergruppe G enthélt, fiir die folgendes gilt:

(1) G ist von 2 Elementen erzeugt.

(2) G ist eine p-Gruppe.

(3) G ist unendlich.

Eine Gruppe G heif3t periodisch, wenn jedes Element von G eine endliche Ordnung hat.

Satz (Schur, 1911). Jede endlich erzeugte periodische Untergruppe von GL,(C) ist
endlich.

EINGESCHRANKTES BURNSIDE-PROBLEM: Scien n, m € N. Gibt es eine
natiirliche Zahl f(n,m), so dass die Ordnung jeder endlichen m-erzeugten Gruppe mit
dem Gesetz g" = 1 nicht grofler als f(n, m) ist?

Die Antwort ist positiv (Zelmanov, Fields-Pramie 1994; Nowosibirsk).

24



19 Freie Gruppen

Literatur: Seiten 52-56 des Buches von O. Bogopolski “Introduction to Group Theory”.

Definition 19.1. Eine Gruppe F' heifit frei, wenn eine Teilmenge X C F existiert,
so dass X N X! = 0 ist und jedes Element f € F auf genau eine Weise in der Form
f = mxy...1, geschriecben werden kann, wobei z; € X U X! und z;x;., # 1 fiir
t=1,...,n— 1 ist. Diese Form heif}t irreduzibel. Die Menge X heifit Basis von F'.

Die Linge des Elements f beziiglich X ist n und wird als | f| bezeichnet.

Satz 19.2. Fiir jede Menge X existiert eine freie Gruppe mit der Basis X. Alle freien
Gruppen mit der Basis X sind isomorph. (Wir bezeichnen eine als F'(X).)

Satz 19.3. Eine Gruppe F ist frei mit der Basis X genau dann, wenn fiir jede Gruppe

G und jede Abbildung X 5 G ein einziger Homomorphismus F £ G mit ©lx = ¢
existiert.

X

Satz 19.4. Alle Basen einer freien Gruppe haben dieselbe Kardinalitét.
Diese Kardinalitat heiit Rang der freien Gruppe.

Folgender (unendlicher!) Graph stellt die freie Gruppe F(x,y) dar:

yx~ty

'Wir benutzten folgender Fakt: Fiir jede unendliche Menge X gilt | X x X| = |X|. Das ist richtig im
Rahmen der Zermelo-Frenkel Axiomatik, wenn man noch die Auswahlaxiom voraussetzt.
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20 Nielsen-Methode

Literatur: Seiten 123-124 des Buches von O. Bogopolski “Introduction to Group Theory”.
Auch siehe die ersten 10 Seiten des Buches von R. Lyndon, P. Schupp “Combinatorial
group theory”.

Behauptung 20.1. Sei F' eine freie Gruppe vom Rang 2 und (u, v) eine Basis von F.
Dann gelten:

1) (u,vu®) und (u,uv), € = £1 sind die Basen von F,

2) (v,u) ist eine Basis von F,

3) (u,v™!) ist eine Basis von F.

Beispiel. (ababa™', ab) ist eine Basis der freien Gruppe F(a, b):
(ababa™',ab) — (aba™*,ab) — (a~ ', ab) — (a1, b) — (a,b).

Frage. Wie kann man algorithmisch erkennen, ob eine Teilmenge U einer freien Grup-
pe F(X) eine Basis von F(X) ist?

Definition 20.2. Sei U = (uy, ..., uy) ein Tupel von Elementen einer freien Gruppe
F(X). Wir bezeichnen UF := {uy,...,up,} U {u;", ..., u;l}. Also ist U ein Tupel und
U#* eine Menge. Ferner bezeichnen wir (U) := (uy, . .., u,,). Das ist eine Untergruppe von
F(X).

e Nielsen-Transformationen sind:
(T1) ein u; nach u; * ersetzen,
(T2) ein u; nach w;u; ersetzen, wobei ¢ # j ist,
(T3) u; ausstreichen, wenn u; = 1 ist.

e Das Tupel U = (uq, ..., uy) heiit Nielsen-irreduzibel, wenn u; # w; und wu; # uj_l fiir
alle i # j ist und fiir alle vy, v3, vz € U* gilt
(Nl) U1 7é ]_,

(N2) aus vyvg # 1 folgt |vivg| = |v1], |vel,
(N3) aus vivg # 1 und vouz # 1 folgt |vyvus| > |v1] — |va| + |vs],

Behauptung 20.3. Transformieren wir ein Tupel U in ein anderes Tupel U’ mit Hilfe
der Nielsen-Transformationen (T1)-(T3). Dann gilt (U) = (U’).

Behauptung 20.4. Sei U = (uy, ..., u,,) ein Nielsen-irreduzibles Tupel in F'(X). Sei
v = v1Uy ... v, ein Produkt, wobei k > 0, v; € U und v;v;; # 1 ist. Dann ist |v| > k.
Insbesondere ist (U) eine freie Gruppe mit der Basis U.

Satz 20.5. Man kann jedes Tupel U = (uy, ..., u,) von Elementen einer freien Grup-
pe F'in ein Nielsen-irreduzibles Tupel Uy, mit Hilfe der Nielsen-Transformationen trans-
formieren.

Folgerung 20.6. Die Gruppe (U) ist frei mit der Basis Uy;,. Insbesondere ist jede
endlich erzeugte Untergruppe einer freien Gruppe frei.

Folgerung 20.7. Ein Tupel U von Elementen aus F'(X) ist eine Basis von F'(X) nur
dann, wenn |U| = |X| ist und Uy = X bis auf Permutationen und Inversionen der
Elemente in X gilt.
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21 Prasentationen von Gruppen

Definition 21.1. Sei R C F eine Teilmenge einer Gruppe F. Der normale Abschluss
von R in F' ist die Menge

R = {ﬁfilrf’ﬁ |fie Fry€ Roe;=+1,k=0,1,...}.
i=1
Es ist leicht zu verstehen, dass RY eine normale Untergruppe von F ist. AuBerdem ist
RF die kleinste normale Untergruppe von F, die R enthiilt.
Lemma 21.2. Sei r € R C F und u,v € F. Dann gilt:
urv € R < wv € RY.
Definition 21.3. Sei G eine Gruppe. Dann existiert eine freie Gruppe F(X) und ein
surjektiver Homomorphismus ¢ : F'(X) — G. Somit gilt
G = F(X)/Ker .
Sei R eine beliebige Teilmenge von F(X) mit R"X) = Ker ¢. Dann heifit
(X[R)
Prdsentation von G. Diese Prasentation heifit endlich, wenn X und R endlich sind.
Eine Gruppe kann mehrere Prisentationen haben.
Beispiel 21.4.
1) Ss hat die Présentation (z,y |22,y (zy)?).
2) Zs hat folgende Priisentationen: (z | #*) und (x,y | x~5y?, x%y~3).

3) Sei n > 2 eine natiirliche Zahl und sei G die Untergruppe von GLy(Q), die von

(1) o-( )

erzeugt ist. Dann hat G die Prisentation (a,b|a 'bab™").

Satz 21.5 Sei ¢ : F'(X) — G ein Epimorphismus und sei R C F(X) eine Teilmenge.
Wenn ¢(r) = 1 fiir alle r € R gilt, dann ist die Abbildung

F(X)/RFX) - @
w - RFX) = p(w)

ein korrekt definierter Epimorphismus.
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Satz 21.6. Die Gruppe 5,, hat die Préasentation.
(1, gyt | 82, titiats = tiatiti, tit; = tit; (i — 4] > 1)).
Dabei entspricht das Symbol ¢; der Transposition (4,7 + 1).

Eine Gruppe kann verschiedene Préisentationen haben. Aber von einer Présentation
zur anderen kann man mit Hilfe der Tietze-Transformationen gehen.

Definition 21.7.

(1) Tietze-Transformation des Typs 1:
(X|R) = (X|RU{r}),
wobei r € RFY jst,
(2) Tietze-Transformation des Typs 2:
(XTR) = (X U{y} RU{y "w}),

wobei y ¢ X* und w € F(X) ist.

Satz 21.8. (Tietze) Seien (X | R;) und (X5 | Rs) zwei endliche Prisentationen einer
Gruppe G. Dann kann man die zweite Présentation aus der ersten mit Hilfe endlicher
Anwendungen der Tietze-Transformationen (1) und (2) und ihrer Inversen bekommen.

Beispiel 21.9.
1) (z,y|zyzr = yxy) und (a,b|a® = b*) prisentieren dieselbe Gruppe.

2) {a,b]a ?a =0 b~'a®b = a®) und (a,b| a, b) sind zwei Prisentationen der trivialen
Gruppe.

Verabredung. Wenn eine Gruppe G eine Priisentation (X | R) hat, dann schreiben
wir einfach G = (X | R).

22 Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes

Definition 22.1.

Sei X ein topologischer Raum. Ein Weg in X ist eine stetige Abbildung p : [0, 1] — X.
Die Punkte p_ := p(0) und p; := p(1) heiBen Anfangspunkt und Endpunkt von p.
Der inverse zu p Weg p wird mit der Formel p(t) := p(1 — t) fiir ¢ € [0,1] definiert.
Fiir x € X definieren wir den trivialen Weg id,, mit der Formel id,(t) = x fiir ¢ € [0, 1].

Der Raum X heiit zusammenhdngend, falls keine Zerlegung X = X [ [ X5 mit offenen
Mengen X, Xo und X; N Xy = @ existiert. Der Raum X heifit wegzusammenhdngend,
falls fiir je zwei Punkte z1, x5 € X ein Weg p in X mit p_ = 27 und p, = x5, existiert. Der
wegzusammenhéngender Raum ist zusammenhéngend. Es existieren zusammenhéngende
Réume, die nicht wegzusammenhéngend sind.
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Seien p und ¢q zwei Wege in X mit p, = ¢_. Dann wird ihr Produkt p - ¢ mit der
folgenden Formel definiert:

(0 0)(t) = { p(20), falls 0

1
27
q(2t — 1), falls 1

Sts
St

Zwei Wege p,q in X mit p_ = ¢_ und p, = ¢, heilen homotop, falls eine stetige
Abbildung F': [0,1] x [0,1] — X existiert, so dass

Floxoy((t,0)) = p(t),  Floyx((£,1)) = q(t),
FI{O}X 0 1]((0 5)) =D, F|{1}x 0 1]((0 t)) D+

fiir alle s,¢ € [0,1] gilt. Die Aquivalenzklasse der Wege, die dem Weg p homotop sind,
wird mit [p] bezeichnet.

< C

Definizion 22.2. Sei X ein wegzusammehéngender topologischer Raum und sei x ein
ausgewahlter Punkt in X. Die Menge

m (X, z) == {[p]|p ist ein Weg in X mit p_ =p, =z}
mit der Multiplikation [p] - [¢] := [pq] ist eine Gruppe. Das zu [p] inverse Element ist [p]

und das neutrale Element ist [id,]. Diese Gruppe heifit Fundamentalgruppe des Raumes
X beziiglich x.
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Zur Erinnerung: Wir benutzen die Bezeichnung [a,b] := a~'b~ab.

Beispiel 22.3.

1) Sei D, ein Disk mit n “Diskléchern” und v € D,, ein Punkt. Dann ist 71 (D,,,v) = F,,
wobei F), eine freie Gruppe des Ranges n ist.

2) Sei T' ein Torus und v € T' ein Punkt. Dann ist m (7, v) = (a,b| [a, b]).
3) Sei Sy die orientierbare Flidche des Geschlechts 2:

Dann ist m1(S2,v) = (21, Y1, T2, Y2 | [xlayl][xZay2]>'

4) Sei S, die orientierbare Fliche des Geschlechts g und v € S,. Dann ist
g
7Tl(Sga U) = <x17y17 s Lgy Yg ‘ H[xﬂ yz]>
i=1

Definition 22.4. Seien X und Y topologische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y
heilt Homéomorphismus, wenn f ist bijektiv ist und beide Abbildungen f und f~! stetig
sind. Die Rdume X und Y heilen homdomorph, wenn ein Homéomorphismus f : X — Y
existiert.

Satz 22.5.

(a) Sei X ein wegzusammenhéingender topologischer Raum, seien x,y € X und sei ¢ ein
Weg in X mit /. = x und ¢, = y. Dann ist die Abbildung
7Tl(X7 l‘) - 7T1(X7 y)

[p] — [pl]

ein Isomorphismus.

(b) Seien X, Y zwei wegzusammenhéngende topologische Raume, sei x € X. Jede stetige
Abbildung f : X — Y induziert einen Homomorphismus

fo: m(X,z) = m (Y, f(x))
[p] = [f opl.

Ist f ein Homoomorphismus, dann ist f, ein Isomorphismus. Insbesondere haben
homoéomorphe topologische Rdume isomorphe Fundamentalgruppen.
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23 Fox-Calculus

Definition 23.1. Sei GG eine Gruppe. Wir betrachten die Menge aller endlichen forma-
len Summen Z;EG ngg, wobei n, € Z ist. Die Endlichkeit bedeutet, dass alle Koeffizienten
ng auBer einer endlichen Anzahl gleich 0 sind.

Man kann zwei solcher Summen addieren und multiplizieren. Daraus entsteht ein Ring,
der Gruppenring von G heifit. Der Ring wird als ZG bezeichnet.

Definition 23.2. Sei F' = F/(X) eine freie Gruppe mit der Basis X. Fiir jedes z € X
definieren wir eine Fox-Ableitung

0
—F = ZF
ox
nach der folgenden Regel:
ow 1 1
— =u+---+uU—xr VL —--—2x Vs,
ox
wobei uq, ..., u; die Unterworte von w sind, die nach Auftreten von z in w stehen, und
v1, ..., v, die Unterworte von w sind, die nach Auftreten von x7! in w stehen. Das leere

Unterwort wird mit e identifiziert. Wenn w keinen der Buchstaben x und z~! enthiilt,

w
d ist — = 0.
ann ist ——

Beispiel 23.3.
1) Z(zytay) =y —a 'y ay,
2) Sz ty tay) = e —ytay,

3) L") =et+a+---+a"

Behauptung 23.4. Seien x,y € X und u,v € F. Dann gelten die Formeln
1)

oy {e, wenn x = y ist,

Ox 0, wenn z # y ist,
2)
9 -1
ax (:L‘ ) - x o,
3)
g(uv) = @v Ov
ox - O0r  Ox’
4)
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Satz 23.5. (Kettenregel) Seien vy,...,v; € F(X) und sei w = w(vy,...,v;) ein
Wort von vy, ..., v;. Dann gilt

b ov; Ow
ox Ov;

ow _
or 4
i=1

fiir alle z € X.

Satz 23.6. (Taylor-Formel) Fiir alle w € F(xy,...,z,) gilt

n

ow
w—e:Z(:pi—e)-axi.

=1

24 Fundamentalgruppe eines Knotens.
Wirtinger-Prisentation

Definition 24.1.

1) Ein zahmer Knoten in R3 ist das Bild einer injektiven und unendlich differenzier-
baren Abbildung von dem Kreis {€ |0 < ¢ < 27} in R3.

2) Die Fundamentalgruppe des Knotens K C R? ist m(R3\ K, z).
3) Zwei Knoten K, K5 heilen dquivalent, falls ein Homéomorphismus
@ (R3\ K1) = (R3\ K,) existiert.

Folgerung 24.2. Aquivalente Knoten haben isomorphe Fundamentalgruppen.

Beginnend mit den Abschnitten 25 und 26 wird eine Methode entwickelt, die oft
ermoglicht zu zeigen, dass zwei Préasentationen nicht isomorphe Gruppen bestimmen.

Satz 24.3. (Wirtinger)

1) Gegeben ein zahmer Knoten K durch seine Projektion, dann kann man eine Prisen-
tation seiner Fundamentalgruppe G = m(R3 \ K, z) algorithmisch aufschreiben.
2) Es gilt G/[G,G] = Z.

Beispiel. Der Kleeblattknoten (Mitte unten) kann folgendermaflen parameterisiert
werden:

x = (2 + cos(3t)) cos(2t), y = (24 cos(3t))sin(2t), z =sin(3t), t € |0,2n).



Diese Abbildung zeigt, dass die Homotopieklassen von Wegen zxz~! und y gleich sind.
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Erzeuger von m (R \ K): {z;, i,z |1 =1,2,3}.

Relationen:
Tz =2z = o,
1 = 2;3 = Yo,
T = 22 = Y2,
und
217121 = Y1,
29T2Zy = Y2,
23T323° = U3.

Tietze-Transformationen erméglichen, x;, y;, z; mit ¢ > 2 und danach noch z;
zu eliminieren und die Relationen zu vereinfachen:

71(R3 \ K) = (z1,y1 | miy171 = y1z1yn)-
Diese Gruppe ist nicht abelsch, weil es folgenden Epimorphismus gibt:
T (RS \ K) — Sg

r1 (12),

Die Fundamentalgruppe des trivialen Knotens (links auf Seite 32) ist aber Z.
Deswegen ist K nicht zu dem trivialen Knoten dquivalent.

34



25 Matrizen von Prasentationen

Definition 25.1. Sei P = (x1,...,2,|71,...,7,) eine Prisentation. Sei H = F/RF,
wobei F' := F(xy,...,x,) und R := {ry,..., 7} ist. Der natiirliche Gruppenhomomor-
phismus 6p : F© — H kann bis zum Ringhomomorphismus 07 : ZF — ZH fortgesetzt
werden. Die Matriz der Prasentation P ist dann die Matrix

Oh(32) .. Op(%)
MP)=| -

Op(5) ... Op (%)
Somit ist

M(P) € Mat(n,m,ZH).

Wir wissen, dass eine Gruppe G verschiedene Prisentationen haben kann. Wenn G
endlich préasentierbar ist, dann sind endliche Présentationen von G miteinander durch
endliche Ketten von Tietze-Transformationen verbunden. In den néchsten zwei Satzen
untersuchen wir, wie die Tietze-Transformationen auf die Matrizen von Préisentationen
wirken.

Satz 25.2. Sei P = (x1,...,2,|71,...,7m) eine Prisentation und H = F/RY wie
oben. Wir betrachten eine Tietze-Transformation des Typs (1):

/
P={(x1,...;x |11, csrm) =P =(x1,...,2 |11, Ty 1)
und die entsprechende Transformation von assoziierten Matrizen:

9;3(3—;) 9;;(3;7) 0;3,(3—;) 9;,(88;7) 0;,(88—9;)
M(P) = : : — M(P') = : :
9;;(%;) L Op(G) 9;;,(3%) o 05 (Gm) Op(2)

Dann gelten:

e Op = Op/. Insbesondere gilt 0}, = 05,.
e Die ersten m Spalten von M (P) und M (P’) sind gleich.

e Die letzte Spalte der Matrix M (P’) ist eine lineare Kombination der Spalten von
Matrix M (P) mit Koeffizienten aus ZH.

Genauer: es existieren ¢y, ..., ¢, € ZH, so dass das Folgende gilt:
05 (52-) 07 (54) 05 (5:2)
b (3e) 05 (52) 05 (52)

Bevor wir die zweite Tietze-Transformation analysieren, formulieren wir eine Behaup-
tung, um zu verstehen, wie fp und 6p miteinander verbunden sind, wenn P’ eine Erwei-
terung von P ist.
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Behauptung. Seien P = (X | R) und P’ = (X' | R') zwei Présentationen von (mogli-
cherweise verschiedenen) Gruppen, so dass X C X’ und R C R’ gilt. Wir betrachten
folgende Kette von Homomorphismen:

F(X) % F(X)/RFX T F(X')/RFX)
f — f-RFX) - f-RFXD,
Daraus folgt 0p/(f) = (ippr 0 0p)(f) fur f € F(X).

Satz 25.3. Sei G eine Gruppe mit der Prisentation P = (x1, ..., 2, |71, ..., Tm).
Wir betrachten eine Tietze-Transformation des Typs (2):

P=(x1,...;¢xn |71, .,1m) > P = <:c1,...,xn,y\rl,...,rm,yflw).

Dann sieht die entsprechende Transformation von assoziierten Matrizen so aus:

Op(5) o (52 0, (2) . Bn(2m) o«
Op(5) o Op(Gm) 05 (20) L Op(Zm) «
P\ oz, P\ oz, X ; -

26 Laurent-Polynome
Definition 26.1. Der Ring von Laurent-Polynomen von t,t~! ist der Ring

Z[t, t7] = {Z ait' | a; € Zyn,m € Z,n < m}.

beziiglich der natiirlichen Addition und Multiplikation.

Jedes nichtnullsche Element f aus Z[t,t!] kann eindeutig in der Form f = f;/t? mit
p € Z geschrieben werden, wobei f; = ast® + a,_1t°"* + -+ - + ag ein Polynom aus Z[t] mit
ap # 0 ist. Diese Form heift kanonische Form von f.

Definition 26.2. Seien f, g zwei nichtnullsche Elemente aus Z[t, t~!]. Wir schreiben
sie in der kanonischen Form: f = f;/t? und g = g1/t? und setzen

geT(f,9) == ggT(f1,91)-

Wenn f =0 und g # 0 ist, dann setzen wir

geT(f,9) = ggT(0,91) :== g1.

Bezeichnung Z. In Weiterem benutzen wir auch die multiplikative Schreibweise fiir
die Gruppe (Z,+). Also benutzen wir die Gruppe Z := {t'|i € Z} mit der Multipli-
kation ' - ¢/ = . Es ist klar, dass (Z,) & (Z,+) gilt. Wir bezeichnen 1 := ¢°.
Die Gruppe Z besitzt einen nichttrivialen Automorphismus

Inv: Z2 — Z
t —t L
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Bemerkung 26.3. Der Gruppenring ZZ ist gleich dem Ring Z[t, t!].
Der Gruppenautomorphismus Inv : Z — Z kann bis zum Ringautomorphismus

Inv* : Z[t,t '] — Z[t, t7]
fortgesetzt werden.

Definition 26.4. Sei f(t) = apt" + a,—1t"" " + - - 4+ a1t + ao ein Polynom aus Z[t].

(a) Das Polynom g(t) = agt" + a;t"' + -+ + a,_1t + a, heit gespiegeltes zu f(t). In
diesem Fall schreiben wir g(t) = Sp(f(¢)).

(b) Ein Polynom f(x) heiit palindromisch, wenn f(t) = Sp(f(t)) ist.
Lemma 26.5. Fiir f,g € Z[t,t7!] gilt:

geT(Inv*(f),Inv*(g)) = Sp(ggT(f, 9))-

Beispiel. Seien f = 3t° + 2t3 und g = —3t2 + 3t — 2 + 2t L.
(a) Die kanonischen Formen von f und g sind

3t2 42 33+ 32 -2t +2
fI—F;n g= - .

Deswegen gilt
99T (f,9) = ggT(3t* + 2, =3t> 4 31> — 2t 4 2)

= ggT (3t> + 2, (3t* + 2)(t — 1))
= 3t? + 2.

(b) Wir haben Inv*(f) = 3t"? 4+ 2 und Inv*(g) = =3t 2 + 3t~! — 2 + 2¢.

Die entsprechenden kanonischen Formen sind:

34287
==

—3 43t — 212+ 213

Inv'(f) Inv*(g) = .

Deswegen gilt

ggt(Inv* (), Inv*(g)) = ggT (3 + 2t%, =3 + 3t — 21? + 2t3)
= ggT(3+ 262, (3 + 22)(—1 + 1))
=3+ 262
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27 Alexander-Polynome von Gruppen G
mit der Eigenschaft G/|G,G] = Z

Lemma 27.1. Jedes Epimorphismus 6 : Z — Z ist ein Isomorphismus. Insbesondere
gilt 0 € {id, Inv}.

Lemma 27.2. Sei G eine beliebige Gruppe mit der Prasentation P = (xy,..., 2, |71, ..., Tm).
Dann gilt:

(a) Die Gruppe G/|G, G] hat die Prisentation
Pap = (X1, Tn | T2, ooy Ty [Ty 5], 4,5 € {1,...,n}).
(b) Angenommen G/[G,G] = Z. Dann existieren genau zwei Epimorphismen
0:F(xy,...,2,) — Z mit der Eigenschaft d(ry) =---=9(r,) =1.
Wir bezeichnen diese Epimorphismen mit ép,, 1 und dp . Dann gilt
dpo=Invoodp;.

Beweis. (a) ist klar.

(b) Wir schreiben kurz P, = (X | R) und benutzen der kanonische Epimorphismus
m:F— F/R".
Nach (a) ist P,y eine Préasentation von Z. Dann existiert ein Isomorphismus
o: F/RF — Z.

Dann gilt die Komposition ¢ o 7 als §. Als zweites d gilt die Komposition Inv o 4.

Nun sei § : ' — Z ein beliebiger Epimorphismus mit der Eigenschaft 6(r) = 1 fiir
alle r € R. Nach Satz 21.5 existiert ein Epimorphismus

Y F/RY — Z,

so dass § = 1) o 7 ist. Merken wir an, dass ¢ o ¢! : Z — Z ein Epimorphismus ist.
Dann ist 1) = ¢ oder ¥ = Inv o ¢ nach Lemma 26.3. Das gibt zwei Varianten fiir ¢,
die wir schon oben hatten. O

Beispiel 27.3. Sei GG eine Gruppe mit der Prisentation
P = (w1, 15 | 2y w5125 °).

Man kann iiberpriifen, dass G/[G,G] = Z ist. Wir suchen einen Epimorphismus
0: F(xy,29) = Z, so dass gilt:

S(r i 25®) = 1.
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Sei §(z;) = t*, i = 1,2. Dann erhalten wir ky = 0. Da ¢ ein Epimorphismus sein soll, gilt

7. = <]€1,]€2> - <]€1>
Also haben wir zwei Losungen: (kq1, k2) = (1,0) und (ky, k2) = (—1,0). Entsprechend ist

opi(z1) =t, dpalze) =1

oder
Op (1) =t7", Opa(wy) =1,

Lemma 27.4. Sei G eine Gruppe und sei P = (x1,...,2,|71,...,7y) eine Priasenta-
tion von G. Dann ist die minimale Anzahl der Erzeuger von G/[G, G| mindestens n — m.
Insbesondere gilt: Ist G/[G,G] = Z, dann ist m > n — 1.

Definition 27.5. (Alexander-Matrix und Alexander-Polynom)
Sei G eine Gruppe mit der Eigenschaft G/[G,G] = Z.Sei P = (x1,...,&, |71, ..., 7m) cine
Préasentation von GG. Wir wéhlen einen von zwei Gruppenhomomorphismen dp : F' — Z
(sieche Lemma 26.4 (b)). Der Gruppenhomomorphismus ép kann bis zum Ringhomomor-
phismus 07, : ZF — ZZ fortgesetzt werden. Die Alezander-Matriz der Présentation P ist
dann die Matrix

SH(E) . dp(Em)
AlexMat(P) = : : € Mat(n,m,ZZ2).
0p(5) - op(F)

Das Alexander-Polynom AlexPol(P) der Prisentation P ist dann gleich dem ggT der
Determinanten aller (n — 1) x (n — 1)-Untermatrizen dieser Matrix.

Fortsetzung des Beispiels 27.3. Wir haben r; = 2] 222,2,°. Dann gilt

ory 1

om; — —T1 x%x1x2_3 + ZL‘2_3,

g—;; = x2x1x;3 +x1x§3 - x§3 — :c;z — x;l.
Wir wéhlen

op(z1) =1, op(z2) = 1.
Dann gilt
0
AlexMat(P) = € Mat (2,1,ZZ2).
2t -3

Hier ist n = 2. Deswegen ist das Alexander-Polynom von P gleich dem ggT der Determi-
nanten aller 1 x 1-Untermatrizen dieser Matrix:

AlexPol(P) = ggT (0,2t — 3) = 2t — 3.
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Satz 27.6. Sei G eine endlich prisentierbare Gruppe mit der Eigenschaft G/[G,G] = Z.
Sei P = (x1,...,2,|71,...,7m) eine Prasentation von G. Dann gilt:

(a) AlexPol(P) ist eindeutig bis auf die Spiegelung.

(b) AlexPol(P) hangt von der Wahl einer endlichen Priisentation P der Gruppe G nicht
ab. Deswegen wird es einfach mit AlexPol(G) bezeichnet.

(c) Ist G die Fundamentalgruppe eines Knotens, dann ist das Alexander-Polynom von
G palindromisch.
Beweis.
(a) folgt aus Lemmata 25.5 und 27.2 (b).

(b) folgt aus zwei Lemmata 27.7 und 27.8, die vollig analog den Sdtzen 25.2 und 25.3
bewiesen werden konnen.

(c¢) ist kompliziert und benutzt topologische Uberlegungen. O

Lemma 27.7. Sei G eine Gruppe mit der Eigenschaft G/[G,G] = Z. Sei P =
(x1,...,Tn |71, ..,y eine Prasentation von G. Wir betrachten eine Tietze-Transformation

des Typs (1):

P={(x1,...;¢x |11, ..,rm) =P ={(x1,...;00 |71, ., T, 7)

und die entsprechende Transformation von assoziierten Matrizen:

Op(2r) . Gp(2m) Op(9) L Gn () Gp()
AlexMat(P) = : : — AlexMat(P') = : :
Sp(Pm) L op(gm) O (B) o p(G) O ()

Wir kénnen dp so wéhlen, dass dp = dps gilt. Dann wird gelten:
(] (5»73 - 5;;/
e Die ersten m Spalten von M (P) und M (P’) sind gleich.

e Die letzte Spalte der Matrix M (P’) ist eine lineare Kombination der Spalten von
Matrix M (P) mit Koeffizienten aus ZZ = Z[t, t'].

Genauer: es existieren cq,..., ¢, € ZZ, so dass das Folgende gilt:
* ( Or * (Or * (Orm
op (77) 0p(5er) op(52)
: == - C _|_ « o _|_ . Cm-
O (52) Op(5et) Op(5e)
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Lemma 27.8. Sei G eine Gruppe mit der Eigenschaft G/[G,G] = Z. Sei P =
(x1,...,Tn |71, ..,y eine Priasentation von G. Wir betrachten eine Tietze-Transformation

des Typs (2):
P={(x1,..,20 |71, sTm) = P =(x1,. ., 20,y |71, Ty Yy W),

Dann sieht die entsprechende Transformation von assoziierten Matrizen so aus:

« [ Or . (O 65, (2 L o (Zm)
Sn(2L) .. Sp(2m) P (om) )
AlexMat(P) = : : — AlexMat(P") = | = . o ‘
P\oxn, T P\ oz, 0 0 -1
Dabei kann dp: so gewihlt werden, dass dp(u) = dp/(u) fiir alle uw € F(xq, ..., z,) gilt.

Definition. 27.9. Das Alexander-Polynom eines Knotens K ist das Alexander-Polynom
der Gruppe G = m(R? \ K).

Korollar 27.10. Aquivalente Knoten haben gleiche Alexander-Polynome. Insbeson-
dere sind Knoten auf dem folgenden Bild paarweise nicht dquivalent.
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28 Der Umschreibungs-Prozess von Reidemeister-Schreier

Sei GG eine Gruppe und G eine Untergruppe von G. Es wird erklart, wie man eine Présen-
tation von (G; aus einer Préisentation von G ableiten kann.

Definition 28.1. Sei F' = F(X) eine freie Gruppe mit der Basis X und sei H eine
Untergruppe von F'. Eine Teilmenge T' C F' heiit Menge von Schreier-Reprisentanten der
rechten Nebenklassen von H in F' (oder rechte Schreier-Transversal von H in G), falls:

1) 1eT;
2) in jeder rechten Nebenklasse Hg gibt es genau ein Element aus T’

3) jedes Anfangssegment eines jeden Elements t € T wieder in T liegt:

wenn t = 212y ... 2, € T mit z1,...,2, € X UX!ist, dann ist 21, 212,
L1293, ... € T.
Bezeichnungen.

1) Fiir g € F sei g das Element von T' mit Hg = H7g.
Wir haben die folgenden Eigenschaften:
a) Hgy = Hgs < g1 = ga,
b)g=7,
c)gf =gf.
2) Fiirt € Tund € X U X! bezeichnen wir (¢, z) = tz (i)
Es ist klar, dass das Folgende gilt:
2) A(t,) € H
b) y(t,a™") = y(ta=1 2) 7

Satz 28.2. Sei F' = F(X) eine freie Gruppe, sei H < F und sei T' eine Menge von
Schreier-Reprisentanten der rechten Nebenklassen von H in F. Dann gilt:

1) Jedes Element h € H kann als ein Produkt von Elementen der Form (¢, z) darge-
stellt werden: Wenn

h= zi29...7, mit ; € X UX! ist, dann ist

h= ~(1,21) v(ZT1,x2) - Y(T1Z2, x3) « ... - Y (T1T2 - - - Tp_1, Tn)-
2) H ist eine freie Gruppe mit der Basis

Y i= {1t 2) |t € T,x € X, (t,x) # 1},

Bezeichnung. Nach dem Satz kann jedes h € H eindeutig als gekiirztes Wort in dem
Alphabet Y UY ™! geschrieben werden. Das Wort wird mit 7(h) bezeichnet.
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Satz 28.3. Sei GG eine Gruppe mit der Prisentation (X | R) und G; eine Untergruppe
von G. Sei ¢ : F(X) — G der kanonische Epimorphismus und H = ¢~1(G;) das volle
Urbild von Gy in F(X) beziiglich . Sei T eine Menge von Schreier-Reprisentanten der
rechten Nebenklassen von H in F'(X). Dann hat G die Présentation

Y'[5),
wobei Y im Satz 28.2 definiert ist und S := {r(trt™') |t € T,r € R} ist.

Korollar 28.4. Jede Untergruppe von endlichem Index in einer endlich présentierba-
ren (endlich erzeugten) Gruppe ist endlich présentierbar (endlich erzeugt).

Beispiel 28.5. Sei G eine Gruppe mit der Prisentation (a,b|a? = b%). Wir kénnen
annehmen, dass G = F(a,b)/N ist, wobei N = {b3a=2}F(@b) ist,

Wir definieren eine Untergruppe G von G wie folgt: Sei GG; der Kern des Epimorphis-
mus 0 : G — Zz, aN — 0, bN — 1. Es ist klar, dass Index von GG; in G gleich 3 ist. Wir
werden eine Prasentation von G finden.

Mit Bezeichnungen aus dem Satz 28.3 betrachten wir folgendes Diagramm:
F(a,b)) % @
V \%

H 5 G
Als Menge von Schreier-Reprasentanten der rechten Nebenklassen von H in F'(a,b)
kénnen wir T = {1,b,0*} nehmen. Zuerst berechnen wir alle (¢,x) mit ¢ € T und
re X ={a,b}:

l-a- (6)71 = a, b-a (_a)il = bab717 v -a- (%)71 = b2ab72’

1-b-(0)'=1, b

b (12)"1 =1, Vb (13)7 =03

Wir bezeichnen z = a, y = bab™!, z = b?ab™2, t = b®. Dann ist Y = {z,y, 2,1} das
Erzeugersystem von G7. Um die Relationen S zu berechnen, miissen wir die Worter ¢rt 1,
wobei t € T und r = ba~? ist, in dem Alphabet Y umschreiben:

r=te %, brb ' =ty bbb =tz

Also ist
(z,y, 2, t|ta™?, ty 2, t277%)

eine Prasentation von G;. Durch Anwendung von Tietze-Transformationen erhalten wir
eine etwas einfachere Prasentation von G

z,y, 2| a? =y? = 2%).
Y Y

44



