EINFUHRUNG IN DIE ZAHLENTHEORIE

(Oleg Bogopolski, SoSe 2020)



Vorwort

Dieses Skript besteht aus zwei Teilen, die entsprechend der analytischen
und der algebraischen Zahlentheorie gewidmet sind. Im ersten Teil geben wir
einen Beweis des Primzahlensatzes nach Erdos und Selberg:

Satz A. Fir jede positive reelle Zahl x sei w(x) die Anzahl der Primzahlen,
die Kleiner oder gleich x sind. Dann gilt:
lim () =
z—oo x/Inx

Im zweiten Teil geben wir den Beweis zum grofien Fermatschen Satz fiir die
regularen Exponenten nach Kummer:

Satz B. Fur alle requldren Primzahlen n > 3 ist die Gleichung
unlosbar in natirlichen Zahlen.

Der Appendix enthéalt zusatzliche Informationen, meistens ohne Beweise.

Dieses Skript entstand im Rahmen meiner Vorlesungen, die ich im Win-
tersemester 2012/13 und im Sommersemester 2020 an der Heinrich-Heine-
Universitat Diisseldorf gehalten habe. Der Kurs ist fiir Bachelor-und Master-
studierende geeignet, die bereits tiber Kenntnisse in Analysis I und Lineare
Algebra I verfiigen. Minimale Kenntnisse aus dem Standardkurs Algebra sind
erwiinscht, aber nicht notwendig, da die Hauptbegriffe (algebraische und sepa-
rable Erweiterungen, etc.) auch in diesem Kurs eingefiihrt sind. Es ist geplant,
etwa 80 Aufgaben mit vollen Losungen dem Text anzufiigen. Bitte fragen Sie
mich zuerst, wenn Sie diesen Text verbreiten oder kopieren méchten.

Ich danke meiner Frau Marie-Theres Bochnig fiir die Korrektur des Textes
beziiglich der deutschen Sprache.

Oleg Bogopolski
16.07.2020. Sprockhovel
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Teil 1.

Einfihrung in die analytische Zahlentheorie

1. DER RING VON ARITHMETISCHEN FUNKTIONEN

Sei N = {1,2,...} die Menge von natiirlichen Zahlen und sei C die Menge
von komplexen Zahlen. Demnéachst werden wir andere niitzliche Objekte und
Abbildungen zwischen diesen Objekten einfiihren.

Dabei werden wir Ringe, Gruppen, Homomorphismen und Isomorphismen
benutzen (s. LA I). Zur Erinnerung: Fiir ein Ringhomomorphismus f : A — B
ist Kern von f definiert durch

ker(f) :={x € A| f(x) = 0}.

1.1. Der Restklassenring 7Z,.

Definition 1.1. Fiir eine ganze Zahl z und eine natiirliche Zahl n existieren
ganze Zahlen ¢ und r, so dass gilt:

z=qn+7, 0<r<n.

Die Zahlen ¢ und r sind eindeutig bestimmt.

Die Zahl 7 heifit Rest von m modulo n und wird mit Rest,(z) bezeichnet.
Ist Rest,,(z) = 0, dann sagen wir, dass n ein Teiler von z ist und schreiben n|z.
Der grifite gemeinsame Teiler von n und z wird mit ggT'(n, 2) bezeichnet. Wir
verabreden, dass ggT(0,n) = ggT(n,0) = n fir jede natiirliche Zahl n ist.

Des weiteren werden wir folgenden Satz benutzen.

Satz 1.2. (aus LA 1) Fir je zwei natirliche Zahlen a und b ezistieren ganze
Zahlen x und y mit
ax + by = ggT(a,b).
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Aufgabe. Seien n,d zwei natiirliche Zahlen mit d|n. Dann ist die folgende
Abbildung ein Ringhomomorphismus:

0. Ly, —> Zd,
i — Resty(7)

Satz 1.3. Seien n und m zwei teilerfremde natiurliche Zahlen. Dann ist die
Abbildung
0: Zpm — Ly X Loy,

k — (Rest,(k), Rest,,(k))
ein Ringisomorphismus.

Beweis.

e () ist ein Homomorphismus. Das folgt aus der obigen Aufgabe.

e 0 ist injektiv. Um das zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass ker(6) = {0}
ist. Sei k € ker(#). Dann gilt Rest, (k) = Rest,,(k) = 0. Folglich ist & durch
n und durch m teilbar. Da n und m teilerfremd sind, ist & durch nm teilbar.
Dann ist k =0 in Z,,,.

e 0 ist surjektiv. Das folgt aus dem Fakt, dass jede injektive Abbildung aus
einer endlichen Menge in eine gleichmachtige Menge surjektiv ist. O

1.2. Die Restklassengruppe Z;.

Definition 1.4. Sei R ein kommutativer Ring mit einem Einselement e. Mit
R* bezeichnen wir die Menge aller invertierbaren Elemente aus R, also ist

R*={be R|3a:ab=e}.
Bemerkung 1.5. Beziiglich der Ringmultiplikation ist R* eine kommutative

Gruppe.

Beispiel. Fiir ein n € N sei Z,, der Restklassenring modulo n.
Fir n = 8 ist Zg = {0,1,2,3,4,5,6,7} und Z§ = {1,3,5,7}. Die Multiplika-
tionstabelle fiir die Gruppe Zj ist

| O wo| = =
ot 3| —| ol w
W |~ ot ot
=Wl oY |

| O W| | -

Es ist wichtig zu verstehen, dass in dem Ring Z; = {0} das Element 0
gleichzeitig das Null- und - Einselement ist. Deswegen ist 0 in diesem Ring
invertierbar und es gilt Z7 = {0}.
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Lemma 1.6. Z! = {i € Z, |ggT(i,n) = 1}. (1.1)

Beweis. Fiir n = 1 stimmt diese Behauptung. Wir nehmen an, dass n > 1
ist.

e Zuerst beweisen wir, dass die linke Seite der Gleichung (1.1) in der rechten
Seite enthalten ist.

Sei a € Z;. Dann existiert ein u € Z,, mit au = 1 in Z,. Also ist au — 1
durch n teilbar; folglich existiert ein v € Z mit au — 1 = nv. Es gilt also

au + nv = 1.
Daraus folgt ggT(a,n) =1, also liegt a in der rechten Seite von (1.1).

e Nun sei a in der rechten Seite von (1.1), also gilt ggT(a,n) = 1. Nach
Satz 1.2 existieren ganze Zahlen x und y mit

ar +ny = 1.

Deswegen gilt ax = 1 modulo n, also ist a invertierbar in Z,. O

Satz 1.7. Seien n und m zwei teilerfremde natirliche Zahlen. Dann gilt
Z, =T, X1L,.
Etwas genauer: Die Abbildung
o Z,— L XL,
k +— (Rest,(k), Rest,,(k))

ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Aus dem Satz 1.3 wissen wir, dass die Ringe Z,,, und Z, X Z,,
isomorph sind. Deswegen sind ihre multiplikative Gruppen isomorph:

Zt,, = (ZnXZpy)*
= Z; }XZ;,.
O

1.3. Der Ring von arithmetischen Funktionen. Eine arithmetische Funk-
tion ist eine Funktion, deren Definitionsbereich N und Zielbereich C ist, also
eine Funktion der Sorte f : N — C. Die Menge aller arithmetischen Funktio-
nen wird mit AF bezeichnet. Die Summe und das Produkt von zwei arith-
metischen Funktionen ist ebenso eine arithmetische Funktion. Eine weitere
Operation auf AF heifit Faltung:
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Definition 1.8. Seien f und g zwei arithmetische Funktionen. Die Faltung
von f und g ist eine neue arithmetische Funktion f x g, die durch die folgende
Formel definiert ist:

(frg)m) =D f(@Dg(5) = D Fd)g(d).

dln dd'=n

Hier lduft die erste Summe tiber alle positiven Teiler d von n.

Wir definieren vier einfachste Funktionen von AJF, ndmlich 0, 1, p und §
durch

0(n) =0 fiir alle n € N
1(n) =1 fiir alle n € N

p(n) =n firalle n € N

1, falls n =1,
d(n) =
0, falls n # 1.

Satz 1.9. (AF,+,*) ist ein kommutativer Ring mit Nullelement O und Eins-
element §. Insbesondere gelten die folgenden Gesetze fir alle f,g,h € AF:

f*xg=gx*/[,
(fxg)xh=fx(gxh),
fx(g+h)=fxg+ fxh.

Des weiteren definieren wir zwei wichtige Teilmengen des Ringes AF; sie
bilden Gruppen beziiglich .

— Die Gruppe von invertierbaren arithmetischen Funktionen ZAF.

— Die Gruppe von multiplikativen arithmetischen Funktionen MAF.

Definition 1.10. 1) Eine arithmetische Funktion f heifit invertierbar (beziiglich
der Ringmultiplikation ), falls eine arithmetische Funktion ¢ mit f g = ¢
existiert. Die Menge aller invertierbaren arithmetischen Funktionen wird mit
TZAF bezeichnet (vgl. mit Definition 1.4).

2) Eine arithmetische Funktion f heiit multiplikativ, falls f(nm) = f(n)f(m)
fiir alle teilerfremden Zahlen n,m € N gilt. Die Menge aller von 0 verschiede-
nen multiplikativen arithmetischen Funktionen wird mit MAF bezeichnet.
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Satz 1.11. 1) Eine arithmetische Funktion f ist invertierbar beziiglich x genau
dann, wenn f(1) # 0 ist. Also gilt

TAF ={f e AF| f(1) # 0}.
2) Fir jede multiplikative Funktion f gilt f(1) = 1.

3) Die Mengen ZAF und MAF sind Gruppen beziglich x. Die zweite
Gruppe ist eine Untergruppe der ersten:

MAF <TAF.

Beweis. 1) Nehmen wir an, dass f invertierbar beziiglich * ist. Dann
existiert eine arithmetische Funktion g mit f % g = §. Dann gilt f(1)g(1) =
(f*g)(1) =46(1) = 1. Daraus folgt f(1) # 0.

Jetzt nehmen wir f(1) # 0 an und definieren eine arithmetische Funktion ¢

induktiv:

1
m, falls n = 1,

9(n) = 537 f(d)g(2), falls n#1.
d|n
d#1

Wir iiberpriifen f x g = o:
Firn =1 gilt

(f+ ) (1) = FDg(1) = 3 Fld)glds) = £(1) - ﬁ —1=4(1).

Firn > 1 gilt

(f+9)m) =S f(d)g(3) = FMgm) + S (d)g(3)

dln

= 11)- (=75 £ Fde()) + f(d)a(3) = 0 = o0

2) Nach Definition einer multiplikativen Funktion existiert ein a € N mit

f(a) # 0. AuBlerdem gilt f(a) = f(1-a) = f(1)f(a). Daraus folgt f(1) = 1.

3) ZAF ist eine Gruppe beziiglich * (s. Bemerkung 1.5).
Jetzt iiberpriifen wir, dass MAF eine Gruppe beziiglich * ist.
e Die Menge MAF ist abgeschlossen beziiglich x*:
Seien f und h zwei multiplikative arithmetische Funktionen. Dann gilt fiir je
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zwei teilerfremde Zahlen n, m:

(fxh)(nm) = 52 f(d)h("F)

dlnm

= > fldid2)h(J%)

dl‘nv d2|m

= X f(dl)f(d2)h(%)h(%)

dl‘n7 d2|m

= 2 fld)h(F) - >0 f(d2)h(F))

diln da|n
= (fxh)(n) - (f * h)(m).

e Zu jedem f € MAF existiert ein ¢ € MAF mit [ x g = 9:
Wir wissen schon, dass ein ¢ € ZAF mit f %« g = J existiert. Es bleibt zu
zeigen, dass g(nm) = g(n)g(m) fir alle teilerfremden Zahlen n, m gilt. Dabei
verwenden wir die Induktion nach nm.

Aus f(1) =1 (s. Punkt 2)) und aus f % g = ¢ folgt ¢g(1) = 1. Somit gilt
g(nm) = g(n)g(m) fir n =m = 1.

Sei also nm > 1. Nehmen wir an, dass wir die Multiplikativitdat von g fiir
alle teilerfremden Zahlen ny, m; mit nym; < nm bewiesen haben. Da fxg =0

ist, gilt
dof (d)g<§> =0
d|k

fiir alle £ > 0. Daraus und wegen f(1) = 1 folgt
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1.4. Die Mobius-Funktion und die Euler-Funktion.
Definition 1.12. Die Md&bius-Funktion p € AF ist definiert durch

1, falls n =1,
pw(n) =< (=1)k, falls n ein Produkt von k verschiedenen Primzahlen ist,
0, falls n durch Quadrat einer Primzahl teilbar ist.
Wir haben

n [1] 2] 3 [4]5[6]7[8]9]10]
p(n) [1]=1]-1[0]—-1|1][-1][0]0] 1|

Satz 1.13. Die Mobius-Funktion u ist multiplikativ und fir jedes n € N gilt
1, falls n =1,
S uld) = . (1:2)
din 0, falls n # 1.
Die letzte Formel lafit sich kurz aufschreiben:
pxl=5. (1.2)
Das heif$t: p ist das multiplikative Inverse zu 1 in dem Ring (AF,+,*).

Beweis. Die Multiplikativitat von p ist leicht zu iiberpriifen.

Wir beweisen die Formel (1.2). Diese Formel gilt fiir n = 1. Wir iberpriifen
sie fiir n > 1. Sei n = pf* ... pif’f die Primzahlzerlegung von n. Dann hat jeder
Teiler d von n die Form d = py'p5 .. pf mit 0 < iy < ks flirs=1,...,0 Wir
haben p(d) = p(p")pu(ps) . .. p(py'). Dann gilt

S pld) = (#(0) + ploa) o )

-(u(l) +p(pe) + -+ u(p'z”)>

(V) + plpe) + -+ 1) )
Also gilt

S uld) = <1+(—1)) - <1+(—1)) (1+(—1)) —0.

dln
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Satz 1.14. (Inversions-Formel von Mobius) Fir je zwei Funktionen f,g € AF
sind folgende Aussagen aquivalent:

(1) Fir allen € N gilt

g(n) =Y f(d).

din
(2) Fiir allen € N gilt

dln

Beweis. Die kurzen Schreibweisen von (1) und (2) sind ¢ = 1 % f und

f = p = g. Sie sind aquivalent, weil © und 1 zueinander invers sind. O
Definition 1.15. Die Euler-Funktion ¢ € AF ist definiert durch
p(n) = |Z,].

Also ist ¢(n) die Anzahl von Zahlen in der Folge 0,1,2,...,n — 1, die teiler-
fremd zu n sind.

Wir haben

n [1]2]3]4]5]6]7|8[9]10]
pn) [1]1[2]2]4]2]6]4[6] 4 |

Satz 1.16. FEs gelten folgende Aussagen:

a) Die Fuler-Funktion ¢ ist multiplikativ.
b) Fir jede Primzahl p und jede natirliche Zahl k gilt

(") =pF —p L.

c) Istn # 1 eine natiirliche Zahl und n = plfl . .plze die Primzahlzerlegung
von n, dann gilt

d) Fir jedes n € N gilt
> o(d) =n. (1.3)
dn
Diese Formel lafit sich kurz aufschreiben:
p*x1l=np.
Daraus folgt
p=p*p.
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)

Beweis. a) Seien n,m zwei teilerfremde Zahlen. Nach Satz 1.7 gilt Z,
Z,  Zj,. Daraus folgt ¢(nm) = |Z3,,| = |Z;] - [Z5,] = p(n)p(m).

b) Die Zahlen in {0,1,...,p* — 1}, die nicht teilerfremd zu p* sind, sind

Oap7 2p7 ) (pk_l - 1)p
Es gibt p*~! solche Zahlen. Dann ist ¢(p*) = p*F — pF~L.

c¢) Mit Hilfe von a) unf b) bekommen wir
¢

p(n) = o). olpy) = [ [0 =P ).

i=1

d) Diese Formel gilt fir n = 1. Wir iberpriifen sie fir n > 1. Sei n =

p]fl . .plzz die Primzahlzerlegung von n. Dann hat jeder Teiler d von n die

Form d = pi'p% .. .pé‘ mit 0 < iy < k, fir s = 1,...,¢. Wir haben ¢(d) =
e(py)e(ps) - .- ¢(p)). Dann gilt

S pld) = (p(1) + ) + -+ o))

din

-<90(1) +p(pa) +-- + w(ﬂ?))

(W) + (P +- -+ 0.
Also gilt
e e R )

(14 2= D)+ (7 = )

(14 o= D+ =),
woraus folgt
— k1, ke ke _
Z o(d) = pi'ps® ... p," =n.

dn
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2. FUNKTIONEN # UND % VON TSCHEBYSCHEW

Mit p oder p; bezeichnen wir Primzahlen.
2.1. Die Funktion v,(n).

Definition 2.1. Sei n eine natiirliche Zahl und sei p eine Primzahl.
Wir definieren ,(n) als die maximale Zahl k € NU {0}, so dass p* ein Teiler
von n ist:

vp(n) := max{k € NU {0} | p* ist ein Teiler von n}.

Beispiel. v5(4) =0, 15(8) = 3, 15(8) = 0.

Es gilt

n = Hp’/p(").

PN

Lemma 2.2. Fir jede Primzahl p und jede naturliche Zahl n gilt:

[Inn/Inp]

Vp(n!):[g]—i—[}%}—k-”: > [5} (2.0)

Hinwezs.
1) Fiir jedes i € N gibt es genau [+] Zahlen in {1,2,...,n}, die durch P’
teilbar sind.
2) Ist p' ein Teiler von n, dann gilt p' < n. Daraus folgt i < E—;. Da 1
eine natiirliche Zahl ist, gilt

, Inx
L
Inp

2.2. Die Funktionen 7(z), 6(x), (x).
Definition 2.3. Die Funktion 7 : R, — N ist wie folgt definiert:

m(x) = Zl.

Also ist 7(z) die Anzahl von Primzahlen p, die kleiner oder n sind.

Am Ende des Kurses werden wir die folgende Formel beweisen:
m(x)

lim
T—00 (ﬁ )

=1.
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Definition 2.4. Die Tschebyschew-Funktionen § : Ry — Rund v : Ry — R
werden wie folgt definiert:

0(z) =3 Inp=In]]p,

p<zT psT

P(z) = > Inp.

pF<a
Die letzte Summe lauft iber alle Primzahlen p und alle natiirlichen Zahlen k

mit p¥ < x. Jedes mal, wenn wir p* < = sehen, wird In p addiert. Es ist klar,
dass k < }E—z gilt. Da k eine natiirlich Zahl ist, gilt

Z Inp = Z[lnx] Inp. (2.1)

k<x p<T

Beispiel.
6(10) =In2+mn3+mn5+1In7,

$(10) =3In2+2m3+In5+In7.

Lemma 2.5. FEs gilt
O(z) < Y(x) < w(x)Inw.

Beweis. Die erste Ungleichung ist klar. Die zweite folgt aus

P(x) 1) ZHEZ;] Inp < Zlnx =m(z)Inz.

p<zT p<zT

Lemma 2.6. Seien n, k natirliche Zahlen mit 1 < k < n. Dann gilt

3
T
A

(,") < (}) genau dann wenn k < 2 ist,
(,")) > (}) genau dann wenn k >+ ist,
(,",) = (}) genau dann wenn k=2 st
Hinweis. Wir betrachten den Wert
o) = W _mok+l
() k
Dann ist r(k) < 1 genau dann, wenn k < "“ gilt.
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Lemma 2.7. Fiir allen € N gilt
2n
e (2n> < o™,
2n n
Beweis. Die zweite Ungleichung:
" /n 2n
2 = (1+1)* = > :
=3 - ()

Die zweite Ungleichung folgt aus
) 2n n 2n—1 n
2 :Z<k):1+ > (k;)+1
k=0 k=1
<2+ (2n-1)(*")

<2n (2")

n

Satz 2.8. Fiir jede n € N gilt

Hp < 4".

PN

Fir jedes x € Ry gilt
0(z) < xln4.

Beweis. Sei m > 1. Wir bezeichnen
Vo— (2m+1) _ (Qm—i-l)
m m+ 1

(2m 4+ 1)2m(2m — 1)...(m+2)'

m)

Das ist eine ganze Zahl, da M ein Binoimialkoeffizient ist.

Es gilt
2 1 2
o/ :<m+ )+<m+1>
m m-+1
2m—+1
2m+1
<
> ()
k=0

_ 92m+1
=9 ,

(2.2)

(2.3)
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also gilt
M < 4™,

Jede Primzahl p mit m + 2 < p < 2m + 1 ist ein Teiler des Produktes
2m+1)2m2m —1)...(m+2)
und ist kein Teiler von m!. Deswegen ist p ein Teiler von M. Dann ist
I »
m+2<p<2m+1
ein Teiler von M. Daraus folgt
I[I p<m<am (2.4)
m~+2<p<2m+1

Jetzt beweisen wir (2.2) per Induktion nach n. Diese Ungleichung gilt fiir
n=1und n = 2. Sei n > 3. Nehmen wir an, dass (2.2) fiir alle natiirlichen
m mit m < n gilt

Fall 1. Sei n gerade. Dann gilt

Hp: Hp<4"_1<4".

psn p<n—1

Fall 2. Sei n ungerade. Dann ist n = 2m + 1 fiir ein m € N und es gilt
(nach Induktion und mit Hilfe von (2.4)):

[Ir=11» [ p<etam=amt=a

p<n p<m~+1 m42<p<2m+1

Die Ungleichung (2.3) folgt aus (2.2) (kleine Aufgabe). O
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3. THEOREME VON TSCHEBYSCHEW
Satz 3.1. (Tschebyschew) Es existieren positive Konstanten A und B mit
Az < 0(x) < ¢Y(z) < 7(z)Inz < Ba. (3.1)
fir alle x > 2. Auflerdem gilt

0
timing 2~ timing 2~ iming T S 10 (3.2)
T—00 X Tr—r00 e T—00 I/ 111$
und 4
lim sup ﬁ = lim sup ¥(z) = lim sup () < In4. (3.3)
T—00 X T—00 e r—o00 L In

Beweis. Der Beweis besteht aus vier Teilen.
Teil 1. Wir zeigen folgenden Teil von (3.3):
0
lim sup ﬂ = lim sup M = lim sup
Z—300 x T—300 Y T—00

m(z) lna:‘ (3.3)

Nach Lemma 2.5 gilt
O(z) < ¢Y(x) < w(z)Inx.

Deswegen gilt
0(x x
lim sup Q < lim sup ¥(z) < lim sup
T—00 X T—00 X T—00

7(x) lnx'

Um die Gleichungen (3.3") zu beweisen, reicht es, folgenden zu beweisen:

0(x
lim sup Q > lim sup
T—00 '1'. r—r00

7(x) lnx‘ (3.3

Das werden wir jetzt tun. Sei 0 < § < 1 beliebig. Dann gilt
O(r) = > Inp

1 -9<p<a

> > (1-9)lnx

=(1-0)(n(x) —m(x*?))Inx

> (1—9)(r(x) — 2% Inz.
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Daraus folgt

m(z)Inx lnx).

Aus Ana [ wissen wir

1
lim n_;: =0
r—00 I
Deswegen gilt
0 1
lim sup bx) > (1 —9)limsup M—M
T—00 x T—r00

Da diese Ungleichung fiir alle 0 < § < 1 gilt, impliziert sie (3.3").

Teil 2. Um (3.3) komplett zu beweisen, reicht es (wegen Teil 1), folgendes
7Zu zeigen:

T
limsup —= < In4.
Z—00 X

Das folgt aber aus 0(x) < xln4, siche Satz 2.8.

Teil 3. Es gilt

lim inf @ = lim inf v() = lim inf m

Den Beweis dafiir bekommen wir aus Teil 1, wenn wir dort iiberall lim sup
T—00

durch lim inf ersetzen.
Tr—r00

Teil 4. Um (3.2) komplett zu beweisen, reicht es (wegen Teil 3), folgendes

7Zu zeigen:
lim inf ¥(z)

T—00 T

> 1n2.

Sei n € N. Wir bezeichnen N = (2:) Es gilt

2n 2n)(2n—1)...(n+1 2n)! e ((2)) — 20 (]
N:(n):< )( n)‘ ( >:((n!)>2:1<‘2[pp(( N-20)(3.4)
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Mit Hilfe von Lemma 2.2 erhalten wir

vl(n)h) = 20p(nt) = ([2] + [Z] + ... ) —2([2] + (3] + ...
= (2] —2[2]) + ([2] —2[&]) +-- -

Merken wir an: [2t] — 2[t] € {0,1} fiir jedes t € Ry. Dann gilt

In 2n
0 < ,((2n)!) — 21,(n!) < [ np }
Daraus und aus (3.4) folgt
v < [T
p<2n
Nach Lemma 2.7 gilt
22n
— <N
2n
Aus (3.5) und (3.6) folgt
22n In 2n
_ < Inp }
2n Hp
p<2n
Durch die Logarithmierung erhalten wir
2nIn2 —In2n < Z [ln Qn] np & ¥(2n)
< v :

Sei z > 2. Sei n eine natirliche Zahl mit
n<r<22n+ 2.

Dann haben wir
Y(x) 2¥(2n) =2nln2 —1n2n
>

)
(x—2)ln2—Inzx=zln2—Inz —2In2.
Daraus folgt

lim inf V(@)

T—00 €T

> In2.

Somit ist (3.6) bewiesen.

Die Behauptung (3.5) folgt aus (3.6), (3.7) und aus Lemma 2.5.
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4. MANGOLDT-FUNKTION UND THEOREME VON MERTENS

Lemma 4.1. Sei f eine arithmetische Funktion und sei g : [2,00] — R eine
Funktion mit stetiger Ableitung. Fir jedes y € [2,00) definieren wir

Fu)= 3 fn)
Dann gilt fir jedes x > 2:
S F(n)g(n) = F@)g(x) - / " F(t)g' (1) d. (4.1)

2<n<e

Hinweis. Fiir jedes m € N, m > 2, und jedes t € R mit m <t <m+ 1 gilt
F(t) = F(m). Dann gilt

/m+ F(t)g'(t) dt = F(m) . g'(t)dt = F(m)(g(m + 1) — g(m)).

m

Folgerung 4.2. Fir jedes reeelles x > 2 gilt
Zlnn:xlnx—x—i—O(lnx). (4.2)

n<e

Definition 4.3. Wir definieren arithmetische Funktionen ¢ und A durch

Inp, falls n =p € Prim,
l(n) =

0, sonst

Inp, falls n = p"* fiir einige p € Prim und k € N,
A(n) =

0, sonst
Die Funktion A heifit Mangoldt- Funktion.

Bemerkung. Es gilt:

Y Am) =) Inp=1(). (4.3)

n<z prR<e

> A(d) =1Inn. (4.4)
dln
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Satz 4.4. Fur x > 2 qilt

x x
le(E) =3 Ad) [3] — a2z -+ O(lnx). (4.5)
m<z d<z
Beweis.
2\ (4.3) x
> Y(m) = AMd) = 3 AMd) =3 Md)[F]
m<z m<x dgi dm<zx d<z
=2 2 Ad)
n<z djn
() > Inn D e — 2+ O(lnzx).
n<
O
Satz 4.5. (Erster Satz von Mertens). Fir xz > 2 gelten
A
Z Al) =Ilnz+0O(1) (4.6)
n<x n
und
1
Y 2o ma o). (4.7)
p<T

Beweis. Nach Tschebyschew-Satz 4.1 gilt ¢(z) = O(x). Wir haben

zlnz —z+ O(lnx) = Z A(d) [q

d
-Saa(i-{5H
A - {y)
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Wir dividieren diese Gleichung durch z und erhalten die Formel (4.6). Die
Formel (4.7) folgt aus (4.6) und

ST -T
n<z p<x pF<z
k>2

<Zlnpzl%

p<zT k=2

Inp
pp—1)
(m—1)

Inm

mim

93
psT

o
<
m=2

S

(1).
Satz 4.6. (Zweiter Satz von Mertens) Es existiert eine Konstante C, so dass

Z%zlnlnx—l—C—i—O(ﬁ) (4.8)

p<T

fiir jedes x > 2 gilt.

Bewezs. Wir haben

S o= = Y gt

p<T p<T p lnp 2<n<x
wobel |
ﬂ, falls n = p € Prim,
fln)=4¢ P
0, sonst
und
()= 1 firt>1
=— fur
g Int
1st.
Wir setzen
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Nach Satz 4.5 haben wir

F(t)=Int+r(t)
Aus r(t) = O(1) und

mit r(t) = O(1).

dt)

1 1
/t(lnt)2 di = CInt
folgt
< () B 1 > r(t) B 1
/2 t(Int)? di= O(ln2> und /w t(Int)? de= O(lnx)' (49)
Schliellich haben wir
1
Z]—y = > f(n)gn)
p<x 2<n<e
41 v ,
= F @)~ | Fog e
_ Inz+r(z) N /x Int+r(t)
 Inz o t(Int)?
B 1 o1 cor(t)
=1 +O<E) +/2 tlntdt+/2 t(Int)? t
B 1 < r(t) < r(t)
=1 +O<lnx) + <1nlnx lnln2> + </2 t(Int)? dt /m t(Int)?
B 1 < r(t) 1
=1+ O(m) + <1n1nx — lnln2> + /2 e dt + O<m>
. 1
mit
C—1—1n1n2—|—/00 ) g
B o t(mt)2

Das letzte Integral konvergiert absolut wegen r(t) = O(1) und

1

< 1
dt
/2 t(Int)?

T In2
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5. EINIGE NUTZLICHE SUMMEN
5.1. Euler-Konstante.

Lemma 5.1. Es existiert eine Konstante v > 0 (sie heiffit Euler-Konstante )
und eine Funktion r : [1,00) — R, so dass fir jedes reelle x > 1 gilt:

1 1
Zﬁ =lnz+y+r() und |r(z)]< . (5.1)
n<x

Beweis. Wir werden eine Variante von Lemma 4.1 mit Funktionen f(n) = 1,
g(t) = und F(t) = 3 f(n) = [t] anwenden:

n<t

Yo = 3 sl

— Fla)gle) - ff(t)g’(t)dt

_, [,

ZI_T{x}_}_/mt_t#dt

1

{z} /x 1 “{t}
S “dt— | Wy
x * .t . t?

zl—ﬁ—an—/x%}dt

Xz

:1nx+<1—/100{;—2}dt>+< :O%}dt—{i—}>
Y ) r(@) ’

Dann folgt Lemma 5.1 aus den Einschatzungen:

It >~ 1
0< th</ —dt =1
t2 L 12

1

O</ mdt</ —dt = —.
PR 2 R x

und
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Folgerung 5.2. Fir jedes reelle x > 1 gilt

lnx:Z%—v%—O(é) (5.2)

n<x

5.2. Verschiedene Summen von Logarithmen. Bequemlichkeitshalber wieder-
holen wir eine Folgerung aus Vorlesung 4.

Folgerung 4.2. Fiir jedes reelle x > 2 gilt
Zlnn:xlnx—a:—l—O(lna:). (4.2)

n<e

Lemma 5.3. Fiir jedes reelle x > 2 gilt

Zann:xln2x—2$lnm+2x—|—0(ln2m>. (5.3)
n<e
Hinweis. Setze f(1) = 1, g(t) = In*t, F(t) = . f(t) = [t]. Danach lauft
n<t
der Beweis analog zum Beweis von Lemma 5.1. O

Lemma 5.4. Fiir jedes reelle x > 2 gilt

Z In (%) =2r+0 <1n2 x) (5.4)

n<e
Beweis.
Zln2 (£> = Z(lnm — lnn)2
n<w n n<e
= Z(ln2x — 21nxlnn+ln2n)
n<x
= [7] In?z — QIHlenn + Zann
n<z n<r
Ezzg [2]ln*z —2Inz (zlnz — 24+ O(lnz)) + (zIn’ 2 — 2zInz + 22 + O(In’ z))
=2x + O(ln2 :c)
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5.3. Harmonische Summe mit Mobius-Koeffizienten.

Satz 5.5.

Beweis. Einerseits gilt

>

dm<z

Andererseits gilt

> u(d)

dm<z

> o), (5.5)
(@)= @) Z 1. (5.6)
n<e din
= 2w ]
- d;“@(a -{3))
(5.7)
1(d) x
=02 T 2 ) {2
® ﬂ(d)
= xdgzw 7 + O(x),

@® Die letzte Gleichung gilt wegen |u(d)| < 1 und 0 < {3} < 1 und wegen

> 1=0().

d<z

Dann folgt aus (5.6) und (5.7):

1

worauf (5.5) folgt.

= :L‘Z @ + O(z),

d<z

Unser Ziel ist, folgende Formel zu beweisen:

lim W(@

=1.

Dafiir brauchen wir einige Verallgemeinerungen der Mangoldt-Funktion.
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5.4. Mangoldt-Funktionen der r-ten Ordnung. In Definition 4.3 wurde
eine wichtige arithmetische Funktion — die Mangoldt-Funktion — wie folgt
definiert.

Inp, falls n = p* fiir einige p € Prim und %k € N,
A(n) =
0, sonst

Wir definieren noch eine arithmetische Funktion:

L(n) = Inn.
Nach Aufgabe 2 des Blatts 2 gilt
1«xA=1L (5.8)
und
A=pxL. (5.9)

Definition 5.6. Fiir r € NU {0} definieren wir die r-te Mangoldt-Funktion
durch

A = px L, (5.10)
wobei L"(n) = In"(n) ist. Insbesondere gilt Ag = p*1 =6 und A; = A.

Satz 5.7. Fir allen € N gilt
Np=A-L+AxA. (5.11)

Beweis. Nach Aufgabe 3 des Blatts 1 ist die punktweise Multiplikation mit
L eine Ableitung auf dem Ring (AF, +, *). Das bedeutet, dass die folgenden
Formeln fiir alle f, g € AF erfiillt sind:

L-(f+g9) =L-f+L-y,

(5.12)
L-(fxg) =f*x(L-g)+(L-f)xg

Daraus folgt

=L L0 1A 2 1%L - A)+(L-1)xA=1%(A-L)+ L*A.
Deswegen gilt
No=p*xL? =pux1x(A-L)+pu*xLxA
(1':2)/5*(A-L)+M*L*A.

CDN L+ AxA.
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6. SELBERG-FORMELN

Aus der Gleichung (5.11) folgt, dass fiir jedes reelle z > 1 gilt

D As(n) =) A(n)lnn+ Y AxA(n). (6.1)

n<x n<e n<x

Wir werden jede der drei Summen abschétzen (folgende drei Lemmata) und
schlieBlich Satz 7.3 (Selberg-Formeln) beweisen.

Lemma 6.1. Fur jedes reelle x > 2 gilt

Z A(n)Inn = Z In*p + O(x). (6.2)

n<x p<T

Beweis. Es gilt

S A(n)lnn= Y Inplnpt = > kIn®p

n<zT pk<a pr<a
2 2
=> In"p+ > kln"p.
p<T pk<a
k=2

£ m?p+O(x).

Pz

Erklirung zu ®: Wenn p* < 2 und k > 2 ist, dann ist p < v/z. Deswegen gilt

Zkln p = Z Z kln®p

ph<a P<VE  2<k<( 2]
k>2
— Y wy Yk
p<VaT 2<h<[ 2]
Inx
Z In®p <ln >
p<Vz P
<Voln?z

= O(x).
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Lemma 6.2. Fir jedes reelle x > 2 gilt

> AxA(n)=> Inplhg+O(x). (6.3)

n<x pPgsT
Bewezs.
D AxAn) =) > AwA(v)
n<x n<r n=uv
= > AwA(v)
VLT
= Z Inplng
pref<a
= Z Inplng+ Z Inplng+ Z Inplng
Pgs® pref<a pref<z
E>2 02
= Z Inplng+2 Z Inplng.
PYST pFgt<a

k>2

Es bleibt nur den zweiten Summand einzuschatzen.

Z Inplng :Z Z Inplng

pPgt<a pk<e  ¢'<z/pF
k>2 k>2
= % Inp @b( >
k>2
Z Inp O( ) O(Z l;lp> (Z Inp Z )
pr<a pP<a p<z
k=2 k>2
- O<p§ p(;?nfl))
=z0(1).
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Bemerkung. Mit Hilfe des Tschebyschew Satzes 3.1 haben wir

(3.1)
Y An) =) Inp=1d(zx) = O(x). (6.4)
n<z pF<z
Lemma 6.3. Fir alle reelle x > 1 gilt
Z As(n) =2zxInz + O(x). (6.5)
n<x

Beweis. Wir haben
> Aa(n) =3 px LP(n)

L zz p(d) In?
-z “<d>k§; In® k
DS a5 End e 2 o))
-y M (1,7 (10 ) +22@ +o(; W) (weil Ju(d)] < 1)
& D3 @ (105) (105~ 2) +200(1) + 020 + )
(42) P (1) (;i —7-2+0(%)) + o)
I EA R P e
s %(m%) —(0(1) @m% +0(x)
- (zx\m +0@)) + (0<1>x0<\1>) +O(x)

=2xInz + O(x).
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Erklarung zu &:

— 3 ZZM (Inz —Ind)

dm<x n<z dln
:lan%Zu Z Zu )Ind
n<x d\n n<x

Y Ing — Z%Zu(d) (lnn —1In g)

n<r dn

zlnm—zh%nZu(dHZ%Zu(d)lng

n<x d|n n<x din
mx—0+
9 9 ma + 0(1).

Erklarung zu m:

T (o vo(?)

d<z d<x m<Z

Nd
_ v M) s eld)
- -1 = oW
dm<z d<x

dm<x m
1
=Y~ uld)+0Q)
n<x din
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Satz 6.4. (Selberg-Formeln) Fir alle reelle x > 1 gelten

Zln2p—|—z Inplng =2zInz + O(x). (6.6)
p<z Pa<z
x
G(x)lnx—i-z Inp 0(5> =2zInz + O(x). (6.7)
psT

(Hier sind p und q Primzahlen.)

Beweis. Die Formel (6.6) folgt aus (6.1) und drei vorherigen Lemmata. Wir
beweisen (6.7). Dafiir benutzen wir die arithmetische Funktion

{lnp, falls n = p € Prim,
n) =

0, sonst

und die Formel

O(n) => L(n).

n<x

Es gilt

Z In*p = Zﬁ(n) Inn

p<T n<x

(41) O(z)Inx — /x @ dt (6.8)

AuBerdem gilt

Zlnplnq:Zlnp Zlnqulnp-@(%) (6.9)

Pgs P<T q<g P<T

Wir substituieren (6.8) und (6.9) in (6.6) und erhalten (6.7). O
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7. NOCH ZWEI SELBERG-FORMELN

Zuerst beweisen wir zwei technische Lemmata.

Lemma 7.1. Fir jedes k € N gilt

;S—:t —O<1ng’j:c>' (7.1)

Bewess.

v dt _/ﬁdt+/1’ dt
5 In*t 5 In*t Nz In* ¢

/\/5 dt /’” dt
< N
2 In”® 2

N lnk\/f

1 2k
— — 92— _
NI x
<+ S5 —0(n)
n2 Infzx In®t

O
Lemma 7.2. Firx > 3 gilt
1
Y 2~ O(na). (7.2)
b= p(1+m2)

Beweis. Zuerst beweisen wir, dass eine Konstante C' > 0 existiert, so dass
fiir jedes x > 3 und jedes j € N gilt:

P
x x
o <SPS G-

In3

Fir & < 2ist %7 < 2e, somit ist die linke Seite nicht grofier als IHTQ—I— 5 +IHT5.

Fiir = > 2 folgt die Aussage aus dem Mertens-Satz 4.5:
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> “Jf’ (7o) 5 rom) o0

o <PSGoT
Merken wir an: Aus p < % folgt 7 <1+ 111 £ Deswegen gilt
1 1 1 1
3 Lg 3 n_?’:_,()u):o(—,).
(1 +1In %)

x x .
L<p<GE P o <P<goT

Daraus folgt

[Inz]+1 [Inz]+1

111— Inlnx).
2 (1+1n) Z Z cp(1+m2) O<> Oltnin o)

p<z P = <p< = j=1

Satz 7.3. (weitere Selberg-Formeln) Fir alle reelle x > 1 gilt

Inpl
Somp+ Yy S np HQ_2x+O(1flM). (7.3)

p<x pPg<T pq

Fir alle reelle x > 3 gilt

O(z)Inz = Z lnplng 0<pq) + O(m lnlnx) (7.4)

pa<a Inpq

(Hier sind p und q Primzahlen.)

Beweis. Zuerst beweisen wir (7.3). Fir 1 < 2 < e gilt diese Formel.
Deswegen setzen wir > e voraus. Sei

Inp, falls n=p € Prim,
t(n) = {

0, sonst.
Wir haben
Z (€x0)( Z Z Z U(dy)l(ds) = Z Inplng. (7.5)
n<T n<xr dide=n dido<z pPe<T

Nun betrachten wir die arithmetische Funktion
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f(n)=L(n)lnn+ (£*£)(n)

und die assozierte Funktion

Wir haben

= Zﬁ(n) Inn+ (€*£)(n)

n<x

() Zln2p—|— Z Inplng

psT pg<T

(7.6)

9 orinz + O(z).

Jetzt werden wir die linke Seite von (7.3) mit Hilfe der Formel (4.1) umformen:

Zlnp+zlnplnq _ Z l(n)Inn + (€« 0)(n)

In Inn
pP<T pg<T rq 2<n<a

= 3 fn)e(n) (it g(x) = —)

Inx
2<n<z

(7.6) 2z Inx + O(x) _/x 2tInt + O(t)
2

Inz tin%t

= 2x+0(i>

Inz

g237+O(1 +xlnx>' (7.3)

Erklarung zu ®: Fir z > e gilt
T 2x
Inz " 1+1Inz’
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Jetzt beweisen wir (7.4). Zuerst wird (7.3) mit anderen Variablen umgeschrieben:

Inglnr x x
S A2 0( ) Y
o gz e Tp T Ap(L 4 )
Dann gilt
Z Inplng :Zlanlnq
pg<x p<x q§%
P (- S o Gang)
— < In gr p p(l+In?)
—Z lnplnqlnr L9 Z_+O< Zln—p)>
pgr<z Ingr P<T psz p(l o 5)
. Inplngl
(47 _Z nplnginr +2x(lnx+0(1>> _|_O(xlnln$>
(7.2) In gr
Pgr<T
Ingl
_ _Z qu nr Z 1np+2mlnx+0<xlnlnx>
nqr
qr<z p<

_ _Z lnqlnT ( ) —|—2xln:c+0(xlnlnx)
Inqr

qr<z

(7.7)

Bequemlichkeitshalber reproduzieren wir hier die erste Selberg Formel aus
Vorlesung 6:

Zanp:—Z Inplng+2zxInz + O(x). (6.6)

pPsT PYST

Aus (7.7) und (6.6) folgt

Ingl
;lnzp:qrg; rirqqu;T0<q£r> —i—O(xlnln:c). (7.8)

Wir haben noch

Y w2 h(x) na + O(a). (7.9)

p<T

Aus (7.8) und (7.9) folgt (7.4). O
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8. EINE UNGLEICHUNG FUR R(z) =6(x) — x

Unser Ziel ist, die folgende Formel zu beweisen:

lim —— = 1. (8.1)

Wir bezeichnen

Dann ist (8.1) zu R(z) = o(x) dquivalent. Diese Abschitzung wird aus der
Ungleichung (8.6) abgeleitet.

Fiir den Beweis dieser Ungleichung benétigen wir vier Lemmata. Das erste
Lemma ist eine Variante des schon bekannten Lemmas 4.1.

Lemma 8.1. Seien f und g zwei arithmetische Funktionen. Fuir jedes y €
[1,00) definieren wir

Fly)=> f(n).

ny

Dann gilt fir jedes x > 1:

Y fgn)= Y F(n)(gn) —g(n +1)) + Fla)g(lz]).  (8:2)

n<e n<r—1
Lemma 8.2. FEs gilt

Wbk + D an(by — b)) = @by + Y (an — an_1)by. (8.3)

1<n<k 2<n<k

Lemma 8.3. (s. Aufgabe 2 des Ubungsblatts 4) Fir x > e gilt

3 m — O(Inlnz). (8.4)

n<x

Lemma 8.4. (s. Aufgabe 3 des Ubungsblatts 4) Fir « > e gilt

Inpl
Z WP O(lnlnx). (8.5)
pgInpg

PIST
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Satz 8.5. Firx > 1 gilt

R(2)| < ﬁz R(5)|+ ota). (8.6)

n<x

Beweis. In der Selberg-Formel (6.7) ersetzen wir 6(x) durch R(x) + x:

D o(®
2elnx +0(z) = 9(w)1na:+Zlnp 9<p>

psT

=(R(x) +z)lnz+ Y Inp - (R(%) N g)

pszT

1
=R(x)lnz+zhz+) Inp -R@) ray =
p<z P p<e P
Y R@)nz+ Y mp-R(Z) + 20+ Of)
psz b

Daraus folgt

R(z)Inx = —Z R(g) Inp+ O(z). (8.7)

psT

Jetzt ersetzen wir in der Selberg-Formel (7.4) die Funktion 6(x) durch R(x)+a:

(R() + o)z = 3 PR (R(Z)+ )+ 0(rmine)

In pq Pq q

_ Z Inplng R( x) +17Z Inplng +O(xlnlnx>

o= mpg\pg o= pqlnpg

59 3 hif;;q R(pﬁq) Yarlnz+ O(a:lnlnx)

pq<T

Daraus folgt

R(z)Inx = Z 1111511:;(]]%(])%) +O(zlnlnx). (8.8)

Pg<T

Jetzt addieren wir (8.7) und (8.8) und benutzen die Dreiecksungleichung:
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2|R(z)|Inz <Zlnp )R( )‘ Zlnplnq ‘R<£>‘+O(mlnlnx)

In pg

50 () 5 2 o) ot
:Z(f(n ngn )‘R( )‘+O(xlnlnx).

(8.9)
Die letzte Summe werden wir mit Hilfe des Lemmas 8.1 abschatzen. Seien

CxL(n)

f(n)zﬁ(n)—i—v und  g(n ‘R( ))

Dann gilt

n<x

Wir haben

N Fm) o) - gln+ 1) + F@yg((a)

n<r—1

= 3 (rro(5) (RG] G

#(r 0(z)) [l

(8.9)"

Des Weiteren werden wir einige Terme in dem letzten Ausdruck abschatzen.




Abschatzung 1.

G- 1RG) =

S

N
>
e N R

N
>

IR I8 I8
N——
|
D
N N
3
8 4=
—_
N——
|
VN
3|8
|
3
_I_
—_

A

)
~
S8
N

|

>
—
3
+ |8
—_

+
§Q|H

= () (7))
n\_<1+m><<> o(50) )

2 () 0G) G5
=y <1+lnn (0(5) —o(— >)+ O(zlnlnz)

n<r— )
<1+1nn 1+ In(n—1

2<n<z—1

< O(x) + Z <1+11nn>9<%>+0(x1n1nx)

2<n<z—1

= > <1+11nn)9(§) + O(zInlnz)

1<n<z—1

S O(w Z (n(l —1—11nn))> + O(zInlnz)

I<n<z—1

(3 O(zlnlnz).

)> 9(%) + O(zlnlnx)
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Abschatzung 3.

=SS Ja()| - Eln(E)
- S[a()| oo

Abschatzung 4.

T

(20 + O(ﬁ)) ‘R(m> \ — O(2)0(1) = O(x).

Letzter Schritt. Wir substituieren die Abschétzungen 2-4 in (8.9)" und
erhalten

5 (1 + 512) ()| = S jr(2) + ot

n<x n<x

Nun substituieren wir diesen Ausdruck in (8.9) und dividieren die linke und
die rechte Seite der Ungleichung durch Inz. Dann erhalten wir (8.6). O
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9. EINE SCHWACHE FORM DER GLEICHUNG R(z) = o(x)

Unser Endziel ist, folgendes zu zeigen:
R
lim (z)

r—oo I

—0. (9.1)

In diesem Abschnitt werden wir etwas schwéchere Aussage — Satz 9.6 — be-
weisen. Eine ganz schwache (aber nicht offensichtliche) Aussage klingt so:

Fiir jedes § > 0 existieren unendlich viele n mit @ < 9.

In Vorlesung 10 werden wir Satz 9.6 und die Ungleichung (8.5) benutzen, um
(9.1) zu beweisen.

Lemma 9.1. (Aufgabe 1 des Ubungsblatts 5) Fir z > 1 gilt

= kel beof)

Lemma 9.2. Furx > 1 gilt

Z% =1Inz + O(1). (9.3)

n<e

Beweis. Zuerst schranken wir eine Summe nach oben ein:

Z k) < f: k) < Ik =C < 0. (9.4)

k2 k2 2
k<x k=1 k=1
Wir haben
0 ((k 1
DL EDRI EINCEPIE
n<x n<ze k<n k<z k<n<z
(- o(d)
k<x

I
~
w‘w
N—
|
=
SIS
+
Q
]
~|=
w‘??‘
N—r
~
~——
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Folgerung 9.3. Es existiert eine Konstante ¢ > 1, so dass fiir jedes x > 1
qilt:

‘Z Rg)‘ <e (9.5)

n<x

Beweis. Wir haben

3 R(n) _ 3 ) =n @9 10 0) = (nx +0(1)) = O(1).

~ n? — n? (5.1)
O
Lemma 9.4. Es existiert eine Konstante A > 0, so dass fir 1 < u <t gilt
At
R(t)— R < (t— . 9.6
R() — R@)| < (0 =)+ 1 (9.6

Beweis. Sei 1 < u < t. Wir haben

R(t) = R(u) = (0(t) = t) — (0(u) —u) = —(t—u) + »_ Inp. (9.7)

u<p<t

Jetzt werden wir die letzte Summe mit Hilfe der Selberg-Formel (7.3) ab-
schatzen. Bequemlichkeitshalber reproduzieren wir sie hier:

Zlnp—l—zlnplnq 2+ 0(155 ) (7.3)

Pz PgsT

Mit Hilfe dieser Formel erhalten wir

> Inp Z Inp+ Z lnplnq

u<p<t

u<p<t u<pq<t
:2(t_u)+0<1+tlnt>+O<1+ulnu> 88)
=2t —u) +O(1 +tlnt>’

weil die Funktion
(9.8) folgt

monoton wachsend auf [1,00) ist. Aus (9.7) und
1+Int

—(t—u) < R(t) — R(u) < (t—u) +o(1+t1nt).

Daraus folgt (9.6). O
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Satz 9.5. Sei ¢ > 1 die Konstante aus der Folgerung 9.3 und sei 0 < 6 < 1.
Dann existiert eine reelle Zahl x1(0) > 1, so dass fir alle v > x1(d) das
Intervall (z,e*/°z] eine natiirlichen Zahl n enthdlt, fiir die gilt:

R(n)

T‘ <4 (9.9)

Beweis. Sei x1(6) > 1 eine Zahl, so dass fiir alle z > x(9) gilt

1
ey § (9.10)

T
Sei x > x1(6) > 1 beliebig; insbesondere gilt (9.10). Sei p := e/,

Fall 1. Nehmen wir an:
Fiir alle n € (z, pz] gilt R(n) > 0 oder fiir alle n € (z, pz] gilt R(n) < 0.

Sei R
m*:min{‘ (n)] :ne(x,px]}.
n
Dann gilt
(9.5) |R(n)| 1 1
2 o> mt il
D Dl -2 D D
r<n<px <N px

G1) 1 1
> m((lnpx—l—’y——)—(lnx—l—’y—l——))
pT x

. 2 . (4c
>m (lnp——) > m <——2>.
x )
Daraus und aus ¢ > 1 und 0 < § < 1 folgt

0<m* <.

R
Nach Definition von m* existiert ein n € (z, px] mit [R(m) =m" <J.
n

Fall 2. Nehmen wir an:
Es existieren ganze Zahlen n — 1 und n in dem Intervall (z, px], so dass gilt:

R(n—1)R(n) < 0. (9.11)
Wir haben n — 1 > x > 1, deswegen gilt n > 3. Auflerdem gilt
R(n)—R(n—1) =0(n)—0(n—1)—1

_ JInn—1>0, falls n € Prim,
B —1, sonst.
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Dann ist

|R(n) — R(n— 1) <Inn. (9.12)
Aus (9.11) und (9.12) folgt

Deswegen gilt

O

Satz 9.6. Sei c > 1 die Konstante aus der Folgerung 9.3 und sei 0 < § < 1.
Dann existiert eine Zahl x5(8) > 1, so dass fir alle x > x5(9) das Intervall

(z,e*/%z] ein Teilintervall (y, e?/?y] enthilt, so dass
R(t
¥( <65 (9.13)
fiir jedes t € (y,e®?y] gilt.
Beweis. Wir setzen
25(6) = max{e?®, z,(5)}, (9.14)

wobei A > 0 die Konstante aus Lemma 9.4 und z1(5) > 1 eine Zahl aus
Satz 9.5 sind. Sei x > x2(d). Nach Satz 9.5 existiert eine natiirliche Zahl
n € (x,e*°z], fiir die gilt:
R
ﬂ‘ <4 (9.15)
n
Fall 1. Sei e%/2n < e*/9g.
Wir beweisen, dass (n, e/?n] das gewiinschte Teilintervall ist. Offensichtlich
gilt (n,e’?n] C (z,e*/°x]. Es bleibt zu beweisen, dass (9.13) fiir alle
t € (n,e%?n] gilt. Fiir eine solche ¢ gilt

(9.6) At (9.15) At
R(t < R t— — < 0 t— —
ROL S RO+ (=m) 4 o5 <o+ (=) + g

- t(d% n (1 . %) +5) < t(5+ (1 _ 6—5/2) +5> < 36t.

Somit ist (9.13) erfiillt.
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Fall 2. Sei ¢%/2p > e4/oy,

Wir beweisen, dass (e7%2n,n] das gewiinschte Teilintervall ist. Es gilt
(e79%n,n] C (z,e*°x], weil e7%?n > e~%e!/%y > g gilt. Es bleibt zu be-
weisen, dass (9.13) fiir alle t € (e7%/2n, n] gilt. Fiir eine solche ¢ gilt

(9.6) An (9.15) A€5/2t
Rit) < |Rn)|+n—-t)+— < odn+n-—-1t)+
ROL S RO+ =0+ S G =0+ S

= (0% (5= 1) 0e2) <02 4 (72— 1) + 062

< 36e%/%t < 66t.
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10. BEWEIS zU R(x) = o(x).
BEWEIS VON PRIME NUMBER THEOREM (PNT)

Satz 10.1. (PNT) Es gilt

lim &) g (10.1)

z—o0 x/Inx

Urspriinglich haben diesen Satz Hadamard und Valle-Pussen mit Hilfe von
zeta-Funktion und Funktionentheorie bewiesen. Den “elementaren” Beweis
(also ohne komplexen Zahlen und Satze der Funktionentheorie), haben Selberg
und Erdés mit Hilfe von Selberg-Formeln entdeckt. Wir werden eine Variante
dieses Beweises prasentieren. Hauptsachlich basiert dieser Beweis auf Satz 8.5:
Fir z > 1 gilt:

IR(x)| < ﬁz ‘R(%)‘ + o). (8.6)

Fiir einen “glatten” Verlauf des Beweises von PNT brauchen wir eine glatte
(integrale) Variante dieser Ungleichung, s. (10.2).

1 x
<
R@) <o |

Im Beweis des Satzes 10.2 werden wir das folgende elementare Lemma
benutzen.

Satz 10.2. Es gilt

R(%) ( dt + o(z). (10.2)

Lemma 10.3. Sei f : [1,00] — R eine positive monoton fallende Funktion.
Dann gilt fir jedes x > 1:

[z] [z]
> < s+ [ ra (103)

k=1
Bewess.
] ER ER ]
SNfk) =" fRae<> [ fyde= [ f(t)dt.
k=2 k=2 Y k-1 k=2 v k-1 1

O

Beweis des Satzes 10.2. Wir werden den Unterschied zwischen der Summe
in (8.6) und dem Integral in (10.2) abschétzen:



[ L)

[]1

=X [T IrEa [IaE - X e - n()]
S [ ()1 () ad +on)

N

I\
™
T

+

I
M 8 3
\;l
£

[z]-1
(9:6) e o A-x/n
< rozy, A/n |
;/n <<n t>+1—|—ln(a:/n)>dt+0( )
[z]-1 n+1
x T A-x/n
< Z
h ;/n <(n n—|—1)+1+ln(x/n)>dt+0(1)
[2]-1 [z]-1
_A-x/n
<
< Z(n —) > Tringojm OO
(10.3) T Az -1 AL
S Tom e 1
ERCREEY: /1 T3 ey & HOW
Ax et
< —
< 2+0+o(x) (1 5 In(2/0) J
Ax Ax

< w+o(x)—

(1 +n(z/(7] = 1))) | n(l+n2)
< z+o(x)+ 0+ o(x) =z + o(x).
Daraus und aus (8.6) folgt (10.2).

49
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Beweis des Satzes 10.1. Wir bezeichnen

| R(z)|
U(z) = ——=.
(a) =
Nach Theorem 3.1 von Tschebyschev ist lim c;;(lg:l)m =1 zu lim @ =1
T—00 T—00
dquivalent. Da R(z) = 0(x) — x ist, ist das Letzte zu folgendem dquivalent:
lim U(z) = 0. (10.4)
T—r 00
Wir beweisen also (10.4).
Bemerkung. Nach Tschebyschev-Satz 3.1 gilt
R 7
lim sup Rlz) = limsupﬂ —1<md4-1<1 (10.5)
T—00 T Z—300 xT
und
R 6
timinf 2~ fimint 2 1 sma 1 o1 (10.6)
T—00 xT T—r00 T

Die Funktion U(x) erfiillt folgende drei Bedingungen:

(1) (folgt aus (10.5) und (10.6))
Es existiert eine Zahl Ag > 0, so dass fiir alle x > Ag gilt:

0<U(z) <1

(2) (abgeleitet aus Satz 10.2)

U(z) < ﬁ/jU(%>~%dt+o(l).

(3) (abgeleitet aus Satz 9.6)
Fiir jedes 0 < 0 < 1 existiert x2(0) > 1, so dass fiir alle x > x9(0) das
Intervall (z, e*/%x] ein Teilintervall (y, e%/%y] enthilt, so dass

U(t) < 66
fiir jedes t € (y, e%/?y] gilt.

Nun iibergehen wir zu den “exponentiellen” Variablen. Dafiir bezeichnen wir

u(z) = U(e).

Dann koénnen die Bedingungen (1)-(3) wie folgt umgeschrieben werden:
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(a) Es existiert eine Zahl Ay > 0, so dass fiir alle x > Ay gilt:
0 <u(z) < 1.

(b) (in (2) setze e” statt x und substituiere ¢ = e*)

u(z) < —/Oxu(x—s) ds+o(1) = 1/Ogcu(s) ds + o(1).

T T

(c) (in (3) setze e” statt x, e¥ statt y und e’ statt ¢)
Fiir jedes 0 < § < 1 existiert x3(0) > 0, so dass fir alle z > x3(J) das
Intervall (x,x + 4¢/d] ein Teilintervall der Lange 6/2 enthélt, so dass

u(t) < 60

fiir jedes t aus diesem Teilintervall gilt.

Sei 0 < € < 1 beliebig. Nehmen wir an, dass eine Zahl A > 0 existiert, so
dass fir alle z > A gilt:

u(z) <e. (10.7)
0.B.d.A. konnen wir voraussetzen, dass gilt:
52
A> ?C (10.8)

Wir werden zeigen, dass eine Zahl A’ > 0 existiert, so dass fiir alle x > A’ gilt:
2

g
<e(1- )
u(z) 5( 1354c¢

§=¢e/13. (10.9)

Sei z > A beliebig. Wir bedecken das Intervall [A, z] mit Intervallen der Lénge
4c/é:

Wir setzen

[A,A+4ﬂ, [A+%,A+%}, [A+M7A+@

wobei N € N folgende Ungleichung erfiillt:

4e(N — 1 4cN
delN=b) fcpq 2N (10.10)

A+ ; 5

Auf jeden dieser Intervalle gilt u < ¢, sieche Annahme (10.7), und jeder dieser
Intervalle ein Teilintervall der Lénge 6/2 enthéllt auf dem u < 6§ gilt, siehe
Bedingung (c). Deswegen gilt fiir jedes j =1,..., N:
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avi

/ u(s)ds < <4§_g) o068 (2 %'6@_ 135520>'

A+ 40(3;571)

Daraus folgt

A2
T N 4CN 52
/Au(s)dS<Z_; u(s)ds < B '€<1_ 1352c>
J= A+4c(371)
(10.10) 4c e?
< (e-4 —) ' (1 - )
(93 ty)© 1352¢
(10.8) . g2
< —_ .
(109) xg( 13520>
Dann gilt
T A z 82
/0 u(s)ds :/0 u(s) ds*/A us)ds < MHCE(l N 13520>
M

fiir alle grofl genug x. Daraus folgt

(b) 1 x 52
u(zr) < ;/o u(s)ds +o(1) < 8(1 — 1354c>

fiir alle gro§ genug z. Somit haben wir bewiesen, dass eine Zahl A" > 0
existiert, so dass fiir alle z > A’ gilt:

2
<e(1- )
u(@) 5( 1354c
g2
Nun definieren wir die Folge (g;);en durch e = 1 und ;11 = 5i<1 — 135Z4 >
c

Diese Folge ist positiv und monoton fallend. Deswegen hat diese Folge ein
2

Limes, sagen wir ¢g = lim ;. Es gilt 0 < ¢y < 1 und ¢y = €9 (1 — 136504 >
i—00 C
Deswegen gilt ¢g = 0. Das bedeutet, dass limu(x) = 0 gilt. Folglich gilt

T—00

(10.4). Der Satz 10.1 ist bewiesen. O
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Teil 2.
Einfiihrung in die algebraische Zahlentheorie

11. ENDLICHE UND ALGEBRAISCHE ERWEITERUNGEN

Definition 11.1. Seien K, E zwei Korper.

1) Der Korper E heifit Erweiterung des Korpers K, falls K C E ist.
In dem Fall kann man E als Vektorraum tiiber K betrachten. Die
Dimension dieses Vektorraums wird mit [E : K| bezeichnet.

2) Die Erweiterung E heifit endlich iiber K, falls [E : K| endlich ist.

3) Ein Element o € E heifit algebraisch tiber K, falls ein nichtnullsches
Polynom p(z) € K|[z] existiert, so dass p(a) = 0 ist. Beispiel dazu:
a=5V2++v3eRist algebraisch tiber Q.

4) Die Erweiterung F heifit algebraisch iiber K, falls jedes Element von
E algebraisch iiber K ist.

Definition 11.2. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Polynom f(z) € R|x]
heiflt reduzibel iiber R, falls zwei Polynome fi(z), fo(x) € R[x| existieren, so
dass f(z) = fi(z)fa(x) und 1 < Grad (fi(z)) < Grad(f(z)) fur i = 1,2 gilt.
Ein Polynom f(x) € R[z] heifit irreduzibel iber R, falls es nicht reduzibel ist.

Satz 11.3. Sei a € E algebraisch iiber K. Wir betrachten die Menge von
Polynomen iiber K, die o annulieren:

Anng (o) = {f(z) € K[z]| f(a) = 0}.
Es gelten:

1) Die Menge Anng(a) \ {0} enthélt genau ein Polynom p(z) des mini-
malen Grades und mit dem Hauptkoeffizient gleich 1.
(Dieses Polynom heifit minimales Polynom fiir a iiber K und wird mit
me () bezeichnet.)

2) p(z) ist ein Teiler jedes Polynoms f(z) aus Anng(«).
3) p(x) ist irreduzibel iiber K.
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Satz 11.4. Sei E eine Erweiterung von K und sei @ € E. Ein Polynom
f(z) € K|x] ist das minimale Polynom fiir o genau dann, wenn folgende drei
Eigenschaften erfiillt sind:

1) ¢(e) =0,

2) Der Hauptkoeffizient von ¢(z) ist gleich 1,

3) q(x) ist irreduzibel iiber K.

Beispiel. Das Polynom z* — 1022 + 1 ist das minimale Polynom fiir o =

V2 + /3 {iber Q.

Satz 11.5. Jede endliche Erweiterung F tiber K ist algebraisch iiber K.

Wir werden sehen, dass algebraische Erweiterungen E iiber K existieren,
die unendlich tiber K sind.

Satz 11.6. Seien k C K C F endliche Erweiterungen. Dann gilt [E : k| =
[E: K][K : k]. Ist {w;}ies eine Basis von K iiber k und ist {v;};c; eine Basis
von E tiber K, dann ist {u;v;}(  )erxs eine Basis von E iiber k.

Definition 11.7. Sei K C FE eine Erweiterung. Fiir o € E bezeichnen wir
mit K («) den kleinsten Korper in E, der K und « enthélt. Es ist leicht zu

sehen:
(o) = {% | £(&).9(r) € KJa] und g(a) # 0},
Wir bezeichnen

Klo] = {f(a)| f(z) € Kz]}.

Analog definiert man K (aq, ag, ..., a,) und Klag, ag, ..., ay).

Satz 11.8. Sei « algebraisch iiber K. Dann ist K (a) = K[a]. AuBerdem gilt:
[K(a) : K] = Grad(mq(x)).

n—1

Eine Basis von K(«) iiber K ist 1,c,...,a" !, wobei n = Grad(m,(x)) ist.

Beispiel. @(\/5, V2,2, .. .) ist eine algebraische Erweiterung von Q, die
unendlich iiber Q ist.

Satz 11.9. (Eisenstein-Kriterium.) Sei p(z) = a,a™ + a,_12" ' + -+ ag ein
Polynom mit Koeffizienten aus Z und sei p eine Primzahl. Nehmen wir an,
dass folgendes gilt:
1) ptan,
) pla fir0<i<n—1,
3) p* 1 ao.
Dann ist p(x) irreduzibel iiber Z und iiber Q.
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Satz 11.10. Sei £ = K(ay,...,a,) und alle o; algebraisch iiber K. Dann ist
E endlich iiber K und folglich algebraisch tiber K.

Lemma 11.11. (Gauss) Ein Polynom f(z) € Z[z] ist irreduzibel iiber Z
genau dann, wenn es irreduziebel iiber Q ist.
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12. NORM, SPUR UND DISKRIMINANTE

Definition 12.1. Sei F eine endliche Erweiterung von K. Sei o € E. Wir
betrachten die Abblidung

Yo: E—E,
T = .
Diese Abbildung ist K-linear. Sei w = {wy,...,w,} eine Basis von E iiber

K. Wir multiplizieren die Elemente von w mit o und schreiben diese Produkte
als lineare Kombinationen der Basiselemente mit Koeflfizienten aus K:

awp = AW+ -+ G1pWn

AWy = ApiWi + -+ + Wy
Daraus entsteht die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung ¢, in der
Basis w :

aiy ... Qip
A=

S R
Das Polynom x,(z) = det(zE, — A) heifit charakteristisches Polynom von c.
Die Zahl det(A) heit Norm von a und wird mit N,k (o) bezeichnet. Die
Zahl Spur(A) = ay + -+ + ap, heiBt Spur von o und wird mit Spgx(a)
bezeichnet. Wenn die Kérper K und F fixiert sind, werden wir einfach N («)
und Sp(«) schreiben.

Bemerkung.

1) Das Polynom x,(z) und die Zahlen Ng/k (), Spg, k() hangen nicht
von der Wahl der Basis w ab.

2) Xa(r) = 2" = Spp/g(a)a™ ' + -+ (=1)"Ng/ ().

Beispiel. Sei E = Q(v/2,v/3). Dann ist 1,/2,v/3,1/6 eine Basis von E
iiber Q. Es gelten:

1) Ng/g(V6) = 36,

2) SpE/Q(\/_) =0,

3) Xy5(x) = (2° = 6)*,

4) m s(x) = 2> — 6.
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Satz 12.2. Seien F* und K* die multiplikativen Gruppen der Korper F und
K entsprechend und sei n = [E : K| endlich. Dann gilt:

(1) Ng/k : £ — K* ist ein Homomorphismus.
(2) Spg/k : £ — K ist eine K-lineare Abbildung.
(3) Ng/k(ka) = k" - Ng/k () fiir alle k € K.

(4) Spp/k(ka) =k - Spg, k() fiir alle k € K.

Satz 12.3. Seien L. C K C FE endliche Korpererweiterungen. Dann gelten:

NE/L = NK/L © NE/Ky
SpE/L = SpK/L © SpE/K'

Satz 12.4. Sei K C F eine endliche Korpererweiterung und sei a € E. Dann
ist das charakteristische Polynom von « eine Potenz des minimalen Polynoms

von «:

Xa(®) = (ma(@))".

Definition 12.5. Sei K C E ecine Korpererweiterung mit [E : K] = n < oo.
Sei (aq,...,a,) ein Tupel von Elementen von E. Die folgende Zahl aus K
heif3t Diskriminante dieses Tupels:

Sp(agay) ... Sp(aiay)
Aoy, ..., ap) =det : :
Sp(apar) ... Splanay)

Satz 12.6. Sei K C E ecine Korpererweiterung mit [E : K| = n < co. Sei

(o, ..., ) ein Tupel von Elementen von E. Dann gelten:
(1) Wenn A(ay,...,ap) # 0 ist, dann ist (a4, ...,q,) eine Basis von E
iiber K.

(2) Wenn char(L) = 0 ist und (ay, ..., ay,) eine Basis von E iiber K, dann
ist Aoy, ..., an) # 0.

Satz 12.7. Seien (ay,...,a,) und (B,...,0,) zwei Basen von E iiber K.
Sei o; = Z;‘Zzl Cijﬁj; wobel Cij € K ist. Dann gllt

A(Oél, R ,Oén) = (det(cij))2A(61, . ;ﬁn)
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13. WEITERE WICHTIGE DEFINITIONEN UND SATZE
UBER KORPERERWEITERUNGEN

Weiter sind einige wichtige Definitionen und Satze gegeben, die wir wegen
Zeitmangels nicht ausfiihrlich besprechen (beweisen) kénnen. Den Stoff kann
man in dem Buch von S. Lang “Algebra” (Kapitel: “Algebraic extensions”)
finden.

13.1. Algebraischer Abschluss.

Definition 13.1. Ein Korper L heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes
Polynom in L[X] des Grades > 1 eine Nullstelle in L hat.

Definition 13.2. Sei k£ C L eine Korpererweiterung. Der Korper L heif3t
algebraischer Abschluss von k, falls das Folgende gilt:

1) L ist algebraisch abgeschlossen,

2) L ist algebraisch tiber k.

Satz 13.3. Fiir jeden Korper k existiert ein algebraischer Abschluss von k.
Seien L1, Lo zwei algebraische Abschliisse von k, dann existiert ein Isomor-
phismus ¢ : Ly — Lo mit o), = ud.

Einen algebraischen Abschluss von k bezeichnen wir mit k®.

Bemerkung. Es gibt algebraisch abgeschlossene, aber nicht algebraische Er-
weiterungen von k. Ein Beispiel dazu: k(t)*, wobei k(t) der Kérper aller
rationalen Funktionen von ¢ iiber £ ist:

f(t)
k(t) := 9 —= t t k|t t 0.
)= {5 | F0.9(0) € ki1 a(t) # 0
Ein anderes Beispiel: C ist eine algebraisch abgeschlossene, aber nicht alge-

braische Erweiterung von Q.

13.2. Erweiterungen von Einbettungen.

Definition 13.4. Sei £ C K eine Korpererweiterung und sei L ein Korper.
Seien 0 : k — L und 7 : K — L zwei Einbettungen (d.h. injektive Ho-
momorphismen). Man sagt, dass 7 eine Erweiterung von o ist, falls 7, = o
ist.

Satz 13.5. Sei K = k(«a), wobei « algebraisch tiber k ist. Jede Einbettung
o : k — L von k in einen algebraisch abgeschlossenen Korper L hat genau n
Erweiterungen 7 : K — L, wobei n die Anzahl der verschiedenen Nullstellen
von mg(z) in k% ist.
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13.3. Separable Erweiterungen. Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung
des Satzes 13.5.

Satz 13.6. Sei k£ C K eine algebraische Erweiterung von k. Jede Einbettung
o : k — L von k in einen algebraisch abgeschlossenen Korper L kann bis zu
einer Einbettung 7 : K — L erweitert werden.

Die Kardinalitat der Menge der Erweiterungen hangt nur von k£ und K ab
(also nicht von L und o). Diese Kardinalitat heifit Separabilititsgrad von K
tiber k und wird als [K : k]s bezeichnet. Es gilt [K : k], < [K : k.

Definition 13.7.

1) Eine endliche Erweiterung k C K heifit separabel, falls [K : k], = [K : k]
gilt.

2) Ein algebraisches Element « iiber k heifit separabel, falls m,(x) keine
vielfachen Nullstellen hat.

Satz 13.8.
1) Eine endliche Erweiterung k C k(«) ist separabel genau dann, wenn «
separabel ist.

2) Seien k C k; C K endliche Erweiterungen. Dann gilt: Die Erweiterung
k C K ist separabel genau dann, wenn beide Erweiterungen & C k; und
k1 C K separabel sind.

3) Seien k C k1 C K endliche Erweiterungen. Dann gilt:
(K : kls = [K : kys[ky : Els.

Satz 13.9. Eine endliche Erweiterung & C K ist separabel genau dann, wenn
jedes a € K separabel tiber k ist.

Satz 13.10. Sei k C K eine separable Erweiterung mit endlichem Grad [K :
k] = n und seien 71,79, ..., 7, alle Einbettungen von K in k* (iiber k). Dann
gilt fiir jedes a € K:

Xo(7) = (2 = 1 ())(z = na(@)) ... (z = T (@)).
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Folgerung 13.11. Sei k C K eine separable Erweiterung mit endlichem Grad
[K : k] = n und seien 7,7, ..., 7, alle Einbettungen von K in k* (iiber k).
Dann gilt fiir jedes a € K:

Spy () = () + (@) + ... + (),
Ni () = mi(a) - mo(a) - ... - ().

Satz 13.12. Sei k C K eine separable Erweiterung mit [K : k] = n < oo und
seien 71, ..., T, alle Einbettungen von K in k* iiber k. Seien ay,...,q, € K.
Dann gilt:

2

(1) ... Tolaq)

Ao, ..., ap) = (det(r;(y)))* =

() oo Talan)
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14. ZAHLKORPER UND GANZHEITSSRINGE

Definition 14.1. Ein Koérper K heifit Zahlkorper, falls Q C K C C ist und
[K : Q] endlich ist.

Definition 14.2. Ein a € C heifit ganze algebraische Zahl, falls eine der drei
aquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(a) Es existiert ein Polynom f(z) = 2™ 4 ¢,—12" ' + -+ + ¢o mit Koeffi-
zienten aus Z und dem Hauptkoeffizient 1, so dass f(a) = 0 gilt.

(b) Die Koeffizienten des minimalen Polynoms m,(z, Q) liegen in Z.

(¢) Die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms y,(x, Q) liegen in Z.

Bemerkung. Aus (c) folgt: Die Spuren und die Normen von ganzen alge-
braischen Zahlen liegen in Z.

Bezeichnung. Des Weiteren sei O¢ die Menge aller ganzen algebraischen
Zahlen in C.

Satz 14.3. Die Menge O¢ bildet einen Ring.

Definition 14.4. Sei K ein Zahlkorper. Der Ring O = Oc¢ N K heifit Ring
der ganzen algebraischen Zahlen in K oder Ganzheitsring von K.

Lemma 14.5. Es gilt Og = Z.

Satz 14.6. Sei m € Z \ {0, 1} quadratfrei (d.h. es existiert keine Primzahl p
mit p?|m) und sei K = Q(y/m). Dann gilt:

(a) Die Zahl « = a+by/m € K mit a,b € Q liegt in Ok genau dann, wenn
die folgenden Zahlen in Z liegen:

Sp(a) = 2a,
14.1
N(a) = a*—b*m. (14.1)
(b) Es gilt
Zlym| = Z&Zy/m, falls m =2 oder 3 (mod 4),
Ok = (14.2)

Z[fm) = ez

, falls m =1 (mod 4).

Bemerkung. Es gilt

(zozym) c (Z@Zl+2\/m). (14.3)

Tatsdchlich, es gilt v/m = —1 + 2143/% :
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Beweis des Satzes. Die Formeln Sp(a) = 2a und N(«) = a® — b*m sind leicht
zu tiberpriifen.

Zu (a): Wir haben x,(z) = 2? — Sp(a)z + N(a). Dann folgt (a) aus
Definitzion 14.2.

Zu (b):
D: Im Fall m = 2 oder 3 (mod 4) miissen wir zeigen, dass 1 und /m in O
liegen. Das folgt aus dem Fakt, dass die Minimalpolynome z — 1 und 2% — m

dieser Zahlen in Z[x] liegen.

1+y/m
2

Im Fall m =1 mod 4 miissen wir noch zeigen, dass in Ok liegt.

Das folgt direkt aus (a):

(YT 2dren x() < () (- en

C: Sei a = a+ by/m € Ok mit a,b € Q. Wir zeigen, dass « in der rechten
Seite der Formel (14.2) liegt.

Ist b=0,dann gilt a =a € Oxg NQ Z, und wir sind fertig.
Sei b # 0. Wir schreiben b = § mit p,q € Z, ¢ > 0 und ggT(p,q) = 1. Da
a € Ok ist, gilt nach (a):

Lem 14.5

2a , a* —b’m € Z. (14.4)
X Ty
Y

Wir haben

X2 -4y = ap'm = 4(E)m.
q
Daraus folgt

e <X2 . 4Y) = 4p’m. (14.5)
Da p und ¢ teilerfremd sind, gilt ¢|4m. Da m quadratfrei ist, gilt ¢|4, also
ist g =1 oder ¢ = 2. O

Fall 1. Sei ¢ = 1.
Da b= 2 ist, ist b € Z. Dann folgt aus (14.4): 2a, a® € Z. Daraus folgt a € Z.
Deswegen gilt

(14.3) 1
a=at+by/m € ZOZYm C LT +2\/m‘
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Fall 2. Sei q = 2.
Dann ist p ungerade wegen ggT(p,q) = 1. AuBerdem folgt aus (14.5):

X% —4Y = p*m. (14.6)

Wire X gerade, dann hitten wir 4|p?m und folglich 4|m, was unméglich ist,
da m quadratfrei ist. Also ist X ungerade. Deswegen gilt X? = 1(mod 4)
und p? = 1(mod 4). Dann folgt aus (14.6):

m =1 (mod 4).
Die folgende Zeile zeigt, dass Ok in der rechten Seite von (14.2) liegt:

| 1 1
a=a+by/m "EY —+p\/_ p( +\/_>EZEBZ+T\/E.

O
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15. EINHEITEN, PRIMELEMENTE UND IRREDUZIBLE
ELEMENTE

Definition 15.1. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.
1) Seien z,y € R. Man sagt, dass y ein Teiler von x ist, falls ein z € R
mit z = yz existiert. In dem Fall schreibt man y|z.

2) Ein Element x € R heifit Finheit in R, falls ein y € R mit xy = 1
existiert.
Die Menge der Einheiten in R ist eine multiplikative Gruppe. Diese
Gruppe heifit Finheitsgruppe von R und wird mit R* bezeichnet.

3) Zwei Elemente o, § € R heiflen assoziiert, wenn eine Einheit ¢ € (O)*
mit a = ¢ existiert. In diesem Fall schreiben wir a ~ .

4) Ein Element 0 # = € R heifit Primelement in R, falls das Folgende
gilt:
(a) x ist keine Einheit;
(b) fir alle a,b € R gilt:
Ist « ein Teiler von ab, dann ist x ein Teiler von a oder b.

5) Ein Element 0 # = € R heifit irreduzibel in R, falls das Folgende gilt:
(a) z ist keine Einheit;
(b) aus x = yz mit y, z € R folgt, dass y oder z eine Einheit in R ist.
Satz 15.2. Fiir jeden Zahlkorper K gilt
(OK)* = {Oé € Ok ‘ N(Oé) = :|:1}

Beweis.

C: Sel a € (Ok)*. Dann existiert § € (Og)* mit af = 1. Daraus folgt
N(a)N(B) = N(1) = 1. Da die Normen von ganzen algebraischen Zahlen in Z
liegen, folgt N(a) = £1.

O: Nehmen wir an, dass @ € O und N(a) = %1 gilt. Nach Definition 14.2
liegen die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms

Xa(T) = 2" + 1™t - F 1z + o
in Z und es gilt ¢o = N (), also gilt ¢g = £1. Dann gilt
0= xala) =a"+c, 10"+ -+ cra+ co.
Wir teilen diese Gleichung durch a™:
O=14co ot +-Fe(a™)" +ca™
Dann ist o~ ! eine Nullstelle des Polynoms
flx)=1+cp1z+ - +ciz" "t + coz™
Da ¢y = +1 ist, ist a~! eine ganze algebraische Zahl nach Definition 14.2. O
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Beispiel. Fir K = Q(v/—5) gilt (Ok)* = {—1,1}.

15.1. Existenz und Eindeutigkeit einer Zerlegung in Primelemente
und in irreduzible Elemente in Ganzheitsringen Ok.

Bemerkung 15.3. Offensichtlich ist Z* = {1} und es gilt Prim(Z) =
Irred(Z). Fiir alle kommutativen Ringe R mit 1 gilt

Prim(R) C Irred(R).

Diese Inklusion kann aber strikt sein. Als Beispiel betrachten wir den Ganzheits-
ring Ok mit K = Q(v/—5). Dann ist 2 irreduzibel in Ok, aber nicht prim:

a) 2 ist irreduzibel in O, sonst hétten wir 2 = ajay fiir einige a1, as €
Ok \ (Ok)*. Das impliziert

4= N(2) = N(a1)N(ay)
mit N(ay), N(ag) # £1. Da die Normen in Z liegen, gilt
N(ay) = N(ag) = 2.

Als ein Element von Ok kann a; in der Form a; = n + m+/—5 mit
n,m € Z geschrieben werden. Dann gilt 2 = N(a;) = n? + 5m?, ein
Widerspruch.

b) 2 ist nicht prim in O, weil 2 ein Teiler von
2-3=(1+v-5)(1—+v-b), (15.1)
aber kein Teiler von (1 + +/—5) oder (1 —+/—5) ist.

Bemerkung 15.4. 1) Es gibt Ganzheitsringe Ok, in denen nicht jedes Ele-
ment o € Ok \ (Og)* in Primelemente zerlegt werden kann (s. Beispiel 15.5).
Wenn aber eine solche Zerlegung o« = ajas . ..a, existiert, dann ist sie ein-
deutig im folgenden Sinne:

Sei oo = byby . .. by, eine andere Zerlegung von « in Primelemente. Dann gilt
n = m und es existiert eine Permutation o € S, so dass a; mit b,;) fiir alle ¢
assoziiert ist.

2) In jedem Ganzheitsring Ok kann jedes Element o € Ok \ (Ok)* in
irreduzible Elemente zerlegt werden.

In der Tat, wenn « selbst nicht irreduzibel ist, dann ist o = aqas fiir einige
aj,as € Ok \ (Og)*. Dann gilt N(a) = N(a;)N(ag) mit N(a;) # £1 fiir
i = 1,2. Nach Induktion per |N(a)| kénnen ay, as, und somit «, in irreduzible
Elemente zerlegt werden.

Es gibt Beispiele von Ganzheitsringen, in denen die Eindeutigkeit der Zer-
legung in irreduzible Elemente verloren geht (s. die Gleichung (15.1), in der
alle Elemente irreduzibel in Ok sind).
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Diese Bemerkung kann kurz in folgender Tabelle gefasst werden:

in Primelemente | in irreduzible Elemente

Existiert eine Zerlegung nicht immer immer

Eindeutigkeit der Zerlegungen immer nicht immer

Beispiel 15.5. Sei K = Q(v/—5). Beweisen Sie, dass die Zahl 141 nicht in
Primzahlen in O zerlegt werden kann.

Beweis. Nehmen wir an, dass

i=1

ist, wobei p; € Prim(Ok) ist. Nach der obigen Bemerkung ist n > 2. Aus
141 = 3 - 47 folgt p;|3 oder p;|47 in Ok.

Fall 1.

Fall 2.

Nehmen wir an, dass p;|3 in O fiir ein i ist.

Sei 3 = p;q; fiir ein ¢; € Ok. Dann gilt N(p;)N(¢;) = N(3) = 9. Da
pi keine Einheit ist, ist N(p;) # 1. Auch ist N(p;) # 3 (s. Satz 14.6).
Dann ist N(p;) = 9 und N(g;) = 1, also ist ¢; = £1 und p; = +£3.
Dann gilt 3 € Prim(Ok). Aus

3-2=6=(1+v-5)-(1-+v-5).

folgt, dass 3 eine der Zahlen (1 4+ +/—5),(1 —+/=5) in Ok teilt, was
unmoglich ist.

Nehmen wir an, dass p;|47 in Ok fiir alle i ist.
Dann ist 47 = p;q; fiir einige ¢; € Ok. Dann gilt:

[T =[1wa)/ ] = 47/141 = 4713,
=1

i=1 =1

Diese Zahl liegt aber nicht in Ok, ein Widerspruch. O

Des Weiteren benotigen wir das Legendre-Symbol (%) Seine Definition

und Eigenschaften sind im Appendix A zu finden. Es wird also empfohlen,
Appendix A zu lesen.



67

15.2. Primelemente in Ok, wobei K = Q(v/—5) ist.

Lemma 15.6. Sei K ein Zahlkorper und sei n eine zusammengesetzte Zahl
in Z. Dann liegt n nicht in Prim(Ok).

Beweis. Da n € Z zusammengesetzt ist, ist n = k{ fiir einige k, ¢ € 7Z mit
k[, [¢] = 2. Es ist klar, dass k,¢ ¢ (Og)* ist. Wére n eine Primzahl in Ok,
dann hétten wir n|k oder n|¢ in Ok. O.B.d.A. ist n|k, also ist k = na fiir ein
o € Ok. Aber a = % liegt nicht in Ok, weil O NQ = Z ist. O

Satz 15.7. Sei K = Q(v/—5) und sei p eine Primzahl in Z. Dann gilt

p € Prim(Ok) & (%5) =—1

Beweis. Nach Satz 14.6 (b) gilt:
Ok =72 ® ZV 5.
Der Fall p =5 ist trivial: 5 ¢ Prim(Ox), weil 5| /=5 - /=5, aber Y22 ¢ O
ist. Nun betrachten wir den Fall p # 5.

1) Sei (’75) = 1. Dann existiert a € Z mit a*> = —5 (mod p). Dann gilt

p|(a®+5) = (a + vV=5)(a — vV-5).
Es ist klar, dass (a £ v—5) € Ok, aber p t (a &£ v/—5) ist. Daraus folgt
p & Prim(Ok).
2) Sei (%) = —1. Wir zeigen, dass p € Prim(Ok) gilt. Dafiir miissen wir
zeigen: Wenn
pl(a+ bV —=5)(a; + byvV/—b) (15.2)
in O gilt, dann teilt p einen dieser Faktoren in Ok. Nehmen wir also (15.2)
an. Dann folgt

N(p)| N(a +bv/=5) - N(ar + biv=5),

p’|(a® + 5b%)(aF + 5b7).
O.B.d.A. gilt
p|(a® + 5b%). (15.3)
Wenn pl|b ist, dann ist p|a und p|(a + bv/=5) in O.
Wenn p 1 b ist, dann ist b in Z,, invertierbar. Wir schreiben (15.3) in der Form
a® = —5b* ( mod p).
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Daraus folgt die Kongruenz
(a/b)* = —5(mod p),

wobei wir a durch b in Z, teilen. Dann haben wir (%) = 1; ein Widerspruch.
O

Satz 15.8. Sei K = Q(v/—5) und sei @« = a+by/—5 € Og mit a,b € Z, b # 0.
Dann gilt
a € Prim(Ok) < N(a) = a® + 5b* € Prim(Z).

Der direkte (also ohne weitere Kenntnisse) Beweis dieses Satzes besitzt
3 Seiten. Der kluge Beweis eines allgemeinen Satzes ist im Appendix B ent-
halten, s. Folgerung 26.7. Ihn kann man nach Vorlesung 17 + Satz 18.3
lesen.
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16. FAKTORRINGE, MAXIMALE IDEALE UND PRIMIDEALE

Wichtige Beobachtung. Sei K = Q(1/—5).
1) Es ist leicht zu sehen, dass 2 und 3 keine Primzahlen in O sind:

Betrachte
6=2-3=(1+V=5)(1—-V-5).

2) Die Zahlen 2, 3, 6 konnen nicht in Primzahlen in dem Ring O zerlegt
werden.

Unser grofles Ziel ist zu zeigen, dass jedes Ideal in Ok eindeutig in das
Produkt von Primidealen zerlegt werden kann. Dafiir bendtigen wir einige
Definitionen:

- Primideal

- Integritatsbereich

- Noetherscher Ring

- Ganzabgeschlossener Ring
- Dedekindscher Ring.

16.1. Grundlegende Definitionen. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

e Eine nichtleere Teilmenge A C R heifit Ideal in R, falls:
1) aus z,y € A folgt x —y € A,
2) aus ¢ € A und r € R folgt ar € A.

Es ist klar, dass ein Ideal in R ein Unterring von R ist. Nicht jeder Unterring
von R ist ein Ideal in R: Sei R = Z[x] und sei A := Z[z?]. Dann ist A ein
Unterring in R, aber kein Ideal.

e Seien ay,...,a, Elemente von R. Das von aq,...,a; erzeugte Ideal ist:
(a,...,a) ;= a1 R+ -+ arR:={ayr1 + -+ +agrg | r1,...,7x € R},

Ein Ideal A in R heifit endlich erzeugt, falls in A endlich viel Elemente
ai,...,ay existieren, so dass A = (ay,...,ax) gilt.

e Ein Ideal A in R heif3t Hauptideal, falls A von einem Element erzeugt ist.

e Die Summe und das Produkt von zwei Idealen A und B von R wird so
definiert:

A+B: ={a+bla€ A be B},

AB: ={ah+ - +ab |k EN a; € A, b€ B,i=1,...,k}

Es ist klar, dass A + B und AB wieder Ideale in R sind. AuBerdem gilt
ABCANB.
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e Sei A ein Ideal in R. Fiir ein Element z € R heifit die Menge
] =z+A:={x+a|la€ A}

Nebenklasse von A in R mit dem Représentant x. Die Menge aller Neben-
klassen von A in R

{[z][= € R}
mit der Addition [z] + [y] := [z +y] und [z] - [y] := [zy] ist ein Ring. Der Ring
heiBt Faktorring von R modulo A und wird mit R/A bezeichnet.

Das folgende Beispiel zeigt, wie wichtig die Faktorringe sind.

Beispiel:
1) Firn e Ngilt Z/(n) = Z, (der Restklassenring modulo n).
2) Es gilt R[z]/(z*+1) = C (der Korper von komplexen Zahlen).

3) Sei p eine Primzahl und sei f(z) ein irreduzibles Polynom in Z,[z] des
Grades k. Dann ist Z,[z]/(f(x)) ein Kérper der Ordnung p*.

16.2. Maximale Ideale und Primideale.

Definition 16.1. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

1) Ein Ideal A in R heifit echt, falls A # R ist.
2) Ein Ideal A in R heifit mazimal, falls A ein echtes Ideal ist und kein
Ideal Bin Rmit AS B & R existiert.

Satz 16.2. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann liegt jedes echte Ideal
von R in einem maximalen Ideal.

Hinweis. Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Zornschen Lemmas aus Logik.

Satz 16.3. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und sei A ein echtes Ideal
in R. Der Faktorring R/A ist genau dann ein Korper, wenn A maximal ist.

Beweis. 1) Sei A ein maximales Ideal in R. Wir beweisen, dass fiir jedes
nichtnullsche Element in R/A ein Inverses existiert. Sei also x4+ A # 0+ A ein
Element von R/A. Dann ist x ¢ A. Wir betrachten das Ideal zR + A in R.
Da 1l € Rist, ist € xR+ A. Dann ist das Ideal zR + A grofler als A. Dann
ist tR+ A = R und somit existieren ein r € R und ein a € A mit xr +a = 1.
Daraus folgt (z + A)(r + A) = (1 + A).

2) Sei A kein maximales Ideal in R. Dann existiert ein Ideal B in R mit
AS B S R Wir nehmen b € B\ A und zeigen, dass kein Inverses zu
b+ Ain R/A existiert. Wenn ein solches Inverses (¢ + A) existiert, dann gilt
(b+A)(c+A) = (1+A). Dannist bc = 1+a. Dannist 1 =bc—a € BR+A C
BR + B = B. Daraus folgt R = B. Ein Widerspruch. O
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Definition 16.4. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal A in R heifit prim,
falls A echt ist und fiir je zwei Ideale B und C' in R gilt:

aus BC C A folgt B C A oder C' C A.

Behauptung 16.5. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein z € R\ {0} ist
genau dann prim, wenn das von z erzeugte Hauptideal (x) := xR prim ist.

Satz 16.6. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Ideal A in R ist prim
genau dann, wenn A # R und R/A nullteilerfrei ist.

Beweis. 1) Sei R/A nicht nullteilerfrei. Dann existieren z + A # 0+ A und
y+A#0+ Amit (r+ A)(y+ A) =0+ A. Daraus folgt = ¢ A, y ¢ A und
xy € A. Wir betrachten die Ideale B := xR+ A und C := yR + A. Dann ist
BG A CS Aund BC C A. Deswegen ist A nicht prim.

2) Sei A nicht prim. Dann existieren Ideale B und C' in R mit B & A,
C G Aund BC € A, Wir wihlen z € B\ A, y € C'\ A. Dann ist « ¢ A,
y ¢ Aund zy € A. Daraus folgt t + A # 0+ A, y+ A # 0+ A und
(x+ A)(y+ A) =0+ A. Also ist R/A nicht nullteilerfrei. O

Satz 16.7. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann gilt:
1) Jedes maximale Ideal in R ist prim.
2) Wenn A prim ist und R/A endlich ist, dann ist A maximal.

Beweis. 1) Sei A ein maximales Ideal in R. Dann ist R/A ein Korper,
insbesondere ist R/A nullteilerfrei. Nach Satz 16.6 ist A prim.

2) R/A ist ein endlicher kommutativer nullteilerfreier Ring mit 1. Man kann
leicht zeigen, dass R/A ein Korper ist. Dann ist A maximal nach Satz 16.3.
O
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17. DISKRIMINANTE. NOETHERSCHE RINGE

In diesem Abschnitt definieren wir noethersche Ringe und beweisen, dass
der Ring Ok noethersch ist. Auch wird die Diskriminante des Zahlkorpers
K definiert. Wir erinnern uns, dass ein Zahlkorper eine endliche Erweiterung
von Q in C ist.

Definition 17.1. Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit 1. Fiir je
zwei Elemente a,b € R mit b # 0 betrachten wir einen formalen Ausdruck .
Auf der Menge aller solcher Ausdrucke definieren wir eine Relation ~ durch

a x
-~ —%&ay = br.

by

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse von 7 wird
mit [¢] bezeichnet. Wir haben also

[2] . {f @ f}
bl Ly "o oyl
Der Quotientenkorper von R ist die Menge aller solcher Klassen
a
{[7]1averbz0f
zusammen mit zwei Verkniipfungen + und -, die folgendermaflen definiert sind:
Gl = G-
b dl bd 1’ b dl  Lbdl)
Der Quotientenkdrper von R wird mit Quot(R) bezeichnet.
Bemerkung. Q = Quot(Z2)

Satz 17.2. Sei K ein Zahlkorper. Fiir jedes o € K existiert ein m € N mit
am € Okg.

Beweis. Da « algebraisch iiber Q ist, ist « eine Nullstelle eines Polynoms

fx)=a"+ap 2" '+ +ag

mit ag,...,a,-1 € Q. Sei m € N eine Zahl, so dass ma; € Z fiir alle 7 ist. Wir
multiplizieren die Gleichung o™ + a,,_1a™ ' 4 - - - + ag = 0 mit m™:

(am)™ + a,_ym(am)" ' + -+ + agm™ = 0.
Daraus folgt: am ist eine Nullstelle des Polynoms
2" 4 ap_yma 4 gem”
mit ganzen Koeffizienten. Also ist am € Ok. a

Folgerung 17.3. Sei K ein Zahlkorper. Dann ist Quot(Og) = K.
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Beweis. Die Abbildung
¢: Quot(Og) — K,

BRE
g 8
ist ein wohldefinierter injektiver Homomorphismus. Wir beweisen, dass ¢

surjektiv ist. Sei « € K. Nach Satz 17.2 existiert ein m € N, so dass die Zahl
B = am in Ok liegt. Dann ist a = % Daraus folgt ¢( [%}) =a. O

Satz 17.4. Sei K ein Zahlkorper. Jedes nichtnullsche Ideal A in Ok enthélt
eine Basis aq,...,a, von K iiber Q.

Beweis. Sei wq,...,w, eine Basis von K tiber Q. Nach Satz 17.2 existiert
ein m € N, so dass mwy,...,mw, in Ok liegen. Wihlen wir ein beliebiges
a € A\ {0}. Dann liegen die Elemente amwy, . ..,amw, in A. Diese Elemente
sind linear unabhéngig iiber Q. Da dimg K = n ist, bilden diese Elemente
eine Basis von K iiber Q. O

Satz 17.5. Sei K ein Zahlkorper und sei A ein nichtnullsches Ideal in Og.
Dann gilt:
1) Das Ideal A enthédlt Zahlen vy, ..., a,, fir die das Folgende gilt:

a) ay,...,q, ist eine Basis von K iiber Q;
b) A=Zo + -+ + Za,.

2) Die Zahl A(ay,...,a,) liegt in Z \ {0} und héngt nicht von der Wahl
der Zahlen in 1) ab.

Beweis. 1) Seien ay,...,«q, Zahlen aus A die eine Basis von K {iiber Q
bilden. Da diese Zahlen in Ok liegen, liegen die Zahlen Sp(c;«;) in Z. Somit
liegt die Diskriminante A(ay, ..., q,) in Z.

Deswegen existieren die Zahlen aq,...,a, in A, die eine Basis von K iiber
Q bilden und der Absolutbetrag |A(ay, ..., )| minimal ist. Wir beweisen,
dass A = Zay + - - - + Za, gilt.

Sei o € A beliebig. Dann ist a = yya1 4+ - - + 7y, flir einige 74, ..., v, € Q.
Nehmen wir an, dass irgendein v; nicht in Z liegt. O.B.d.A. ist vy ¢ Z. Wir
schreiben vy = m+6 mit m € Z und 0 < 6 < 1. Wir betrachten die Elemente

Bri=a—mar =far+ 0+ -+ Yo,

52 = G,

B = Q.
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Diese Elemente liegen in A und bilden eine andere Basis von K iiber Q. Die

Ubergangsmatrix von aq, ..., a, zu B, ..., By ist
0 %2 % o M
01 0 ... 0
0o 0 0 ... 1

Nach Satz 12.7 gilt
ABrs- -1 Ba) = (det(C))? - Alan, ..., an). (17.1)
Da (det(C))? = 6 < 1 ist, erhalten wir einen Widerspruch mit der Mini-
malitdt von |A(aq, ..., qy)l.

2) Sei ay, ..., q, eine Basis von K iiber Q mit A = Zay + - - + Za,. Am
Anfang des Beweises haben wir bemerkt, dass A(ay, ..., ) in Z liegt. Nach
Satz 12.6 ist diese Zahl ungleich 0.

Sei fi,..., B, eine Basis von K tiber Q mit A = Zp; + --- + ZS,. Sei C
die Ubergangsmatrix von der a-Basis zur S-Basis und D die Ubergangsmatrix

von der (-Basis zur a-Basis. Dann sind die Eintrage von C' und D aus Z und
es gilt CD = E. Daraus folgt det(C) = £1. Aus (17.1) folgt

ABy, ..., Bn) = Ala, ..., an).
O

Definition 17.6. Sei K ein Zahlkorper und sei A ein nichtnullsches Ideal in
Ok.
i) Die Zahlen o, ..., a, in A aus Satz 17.5.1) heifit Ganzheitsbasis von A.

ii) Die Zahl A(ay, ..., a,) im Satz 17.5.2) heifit Diskriminante von A und
wird mit §(A) bezeichnet.

iii) Die Diskriminante von O ist besonders wichtig und heifit Diskrimi-
nante des Korpers K dber Q und wird mit 6(K) bezeichnet.

Satz 17.7. Sei K = Q(y/m), wobei m € Z \ {0} quadratfrei ist. Dann gilt
5() = 4m falls m = 2,3 (mod 4),
m  falls m =1 (mod 4).

Beweis. Im Satz 14.6 ist eine ganzzahlige Basis von Ok gegeben. Die
Diskriminante 6(O) wird dann nach Definition berechnet. O
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Definition 17.8. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Der Ring heif3t
noethersch, falls eine der folgenden aquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1) jede unendliche aufsteigende Kette A; C Ay C A3 C ... von Idealen
in R stabilisiert sich, d.h. es existiert einn € Nmit A, = A,.1 = ....

2) jedes Ideal A in R ist endlich erzeugt, d.h. es existieren endlich viel
ai,...,ap € Amit A=a R+ aR+ -+ aR.

Beispiel.
a) Der Ring Z und jeder Koérper K sind noethersch.
b) Der Ring Q[Xi, X5,...] in unendlich vielen Unbestimmten ist nicht

noethersch, da das Ideal, das von allen Unbestimmten erzeugt wird, nicht
endlich erzeugt ist.

Satz 17.9. (Hilbertscher Basissatz) Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ist
R noethersch, so ist auch der Polynomring R[z] noethersch. Insbesondere sind
die Ringe Z[X1,..., X, und K[X7,..., X,] noethersch, wobei K ein Kérper
1st.

Satz 17.10. Sei K ein Zahlkérper. Dann ist der Ganzheitsring Ok
noethersch.

Beweis. Sei A ein nichtnullsches Ideal in Ok. Nach Satz 17.5 existieren
gy, € Amit A =onZ+ -+ + a,Z, wobei n = [K : Q)] ist. Dann gilt
A=A0g = 10k + - - + a,Ok. Also ist A endlich erzeugt. O
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18. DER GANZHEITSRING Ok IST DEDEKINDSCH

Lemma 18.1. Sei K ein Zahlkorper. Jedes nichtnullsche Ideal A des Ganzheits-
ringes Ok enthalt eine nichtnullsche Zahl aus Z.

Beweis. Sei 0 # a € A beliebig. Da a € Ok ist, liegen die Koeffizienten
des Minimalpolynoms mg(z) = 2" + a,_12" ' + -+ + ag in Z. Wegen der
Irreduzibilitdt von my,(z) gilt ag # 0. Dann folgt die Behauptung aus

ap = —(a" 4+ ap_1a" -+ aya) € A
(Il

Lemma 18.2. Sei K ein Zahlkorper. Sei A ein nichtnullsches Ideal in Ok-.
Dann ist der Faktorring Ok /A endlich.

Beweis. Nach Lemma 18.1 besitzt A eine nichtnullsche Zahl m € Z. Dann
gilt
Es geniigt zu zeigen, dass der Faktorring Ok /(m) endlich ist. Wir haben
O = Zwr + -+ - + Zw,,
wobei wy, .. .,w, eine passende Basis von K tber @ ist. Dann gilt
(m) = mOk = mZwy + -+ - + mZw,.
Sei w € Ok beliebig. Dann existieren zq, ..., 2, € Z mit
W= zZ1W1 + -+ + ZpWnp.
Sei z; € {0,1,...,m — 1} der minimale nichtnegative Rest von z; modulo m.
Es gilt
2 =% (mod m).
Wir definieren
W=2Z1Ww1 + -+ ZWwn,.
Dann gilt
w=w (mod (m)).

Die Anzahl von moglichen @ ist m™. Deswegen gilt
Ok /(m)] = m".
und
|Ok JA| | m™.
O

Bemerkung. Ein anderer Beweis des Satzes 18.2 kann aus Satz 26.3
abgeleitet werden.
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Satz 18.3. Sei K ein Zahlkorper. Jedes nichtnullsche Primideal in Ok ist
maximal.

Beweis. Nach Lemma 18.2 ist O /A endlich. Dann folgt die Aussage aus
Satz 16.7. O

Definition 18.4. Ein Integritdtsbereich ist ein nichtnullscher Ring R mit fol-
genden Eigenschaften:

1) R ist kommutativ und mit 1.
2) R ist nullteilerfrei (d.h. aus ab = 0 folgt a = 0 oder b = 0).

Definition 18.5. Ein Integritatsbereich R heifit ganzabgeschlossen, falls gilt:
Ist @ € Quot(R) eine Nullstelle eines monischen Polynoms f(z) € R[z], so ist
a € R

Satz 18.6. Sei K ein Zahlkorper. Dann ist O ganzabgeschlossen.

Beweis. Nach Folgerung 17.3 ist K = Quot(Og). So miissen wir das
Folgende beweisen:

Sei o € K eine Nullstelle eines Polynoms 2" + a,_ 12" ' + - - + aq

mit Koeffizienten a; € O. Dann ist o € Ok

Da a; € Ok ist, ist a; ist eine Nullstelle eines Polynoms
" 4 bip 12" - big
mit Koeffizienten b; ; € Z. Sei M ein von
{oFako af o<k <n—1,0<k <n—1}

erzeugtes Z-Modul. Dann ist aM C M. Wie im Beweis des Satzes 14.3 folgt
daraus, dass o € O ist.

Definition 18.7. Ein Ring R heifit dedekindscher Ring falls das Folgende gilt:

1) R ist ein Integritétsbereich;

2) R ist noethersch;

3) R ist ganzabgeschlossen;

4) jedes nichtnullsche Primideal in R ist maximal.

Folgerung 18.8. Fiir jeden Zahlkorper K ist der Ring Ok dedekindsch.

Beweis. Der Beweis folgt aus den Satzen 17.10, 18.3 und 18.6. O
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Definition 18.9. Sei R ein Integritatsbereich. Zwei nichtnullsche Ideale A, B
in R heiflen dquivalent, falls zwei nichtnullsche Elemente o, 5 in R mit

()A = (B)B
existieren. In dem Fall schreibt man A ~ B. (Man kann nachpriifen, dass ~
eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller nichtnullschen Ideale von R ist.)
Sei [A] die Aquivalenzklasse, die das Ideal A enthélt:
[A] :=={B|B ~ A}.

Die Anzahl von Aquivalenzklassen aller nichtnullschen Ideale von R heifit
ldealklassenzahl und wird mit hr bezeichnet.

Aufgabe 18.10. Sei R ein Integritatsbereich.

1) Sei A ein nichtnullsches Ideal in R. Dann gilt [A] = [R] genau dann,
wenn A ein Hauptideal ist.
2) Es gilt hg = 1 genau dann, wenn jedes Ideal in R ein Hauptideal ist.

Lemma 18.10. Sei K ein Zahlkorper. Dann existiert ein M € N mit der
folgenden Eigenschaft:
Fiir jedes v € K existieren eine natiirliche Zahl 1 < £ < M und ein Element
w € Ok, so dass gilt:
|IN(ky —w)| < 1.

Beweis. Nach Satz 17.2 existiert eine Basis aq,...,q, von K iiber Q, so
dass
Ok =Zoy + -+ Zay,
gilt. Es gilt auch
K:@O{1+"'+Q0én.
Dann kann jedes v € K in der Form
’Y:CJ1041+"'+anén
geschrieben werden, wobei q1,...,q, € Q ist. Mit Bezeichnungen
[’Y] = [QI]al + e+ [Qn]am
{’Y} = {Q1}Oél + e+ {Qn}an
haben wir v = [y] + {7} und [y] € Ok. Wir bezeichnen {v}; := {¢;}. Dann
gilt

(7} => {yha, 0<{a}i<l, i=1,...,n
=1
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Sei m € N beliebig. Wir betrachten die Zahlen
Y, 29, -, (Mm™ + 1)y,

Dann existieren natiirliche Zahlen 1 < s <t < m"”, sodass fuiri=1,...,n
gilt:
{tvh — {s7}

Wir setzen n :=t — s und w := [ty] — [sy]. Dannist 1 < n < M, w € Ok,
und es gilt

1
< —. 18.1

ny —w=ty—sy—([tv] = [s7]) = {tv} —{s7} = Z({tv}i — {s7})a.

Seien o4, ..., 0, alle Einbettungen von K {iber Q. Dann gilt

N(”V - W) = N(Zj:l%%) = ﬁ[gj (i@%‘) = <Zn:pi0j(0%)>~

1 =1
Daraus folgt

n
j:

(18.1) 1 n n

Ny =w) < TT (D lestanl).
j=1 i=1

Das letzte Produkt ist eine Konstante, die hangt nicht von v € K ab. Deswe-
gen kann m so gewahlt werden, dass |N(ny —w)| < 1 gelten wird. O

Satz 18.11. Sei K ein Zahlkorper. Dann ist die Idealklassenzahl von Oy
endlich.

Beweis. Sei 0 # 3 € A eine Zahl mit minimaler Norm. Nach Lemma 18.10
existiert M € N; so dass folgendes gilt:

Fir jedes @ € A existieren eine nattrliche Zahl 1 < n, < M und ein
Element w, € Og mit

‘N(nag — wa) < 1.

g

Daraus folgt
IN (nac —wafB)| < |N(B)|.
———

€A

Wegen der Minimalitét von |N(5)| haben wir noa — w,f8 = 0. Daraus folgt
nea € () und schliefllich

MIA C (B).
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Deswegen haben wir die Inklusion
B = %M 'A C O.
AuBerdem ist B ein Ideal in Ok, es gilt M! € B (wegen 5 € A) und es gilt
(MNWA = (B)B.
Also ist A ~ B. Es bleibt zu bemerken, dass es nur endlich viele Ideale B in

O mit (M!) C B gibt. Das folgt aus dem Fakt, dass der Faktorring Oy /(M)
endlich ist (s. Lemma 18.2). O
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19. IDEALKLASSENGRUPPE VON K.
ZERLEGUNG VON IDEALEN IN Ok IN PRIMIDEALE

Ziel dieser Volesung ist, folgende Behauptungen iiber Ideale in O zu be-
weisen:

1) Fiir jedes nichtnullsche Ideal A in O existiert ein k € N, so dass A*
ein Hauptideal ist.

2) Sind A, B, C drei nichtnullsche Ideale in Ok mit AB = AC, dann gilt
B=C.

3) Sind A, B zwei nichtnullsche Ideale in O mit A C B, dann existiert
ein Ideal C' in O mit A = BC.

4) Jedes nichtnullsche und echte Ideal A in O kann in Primideale zerlegt
werden.

AuBlerdem wird die Idealklassengruppe definiert. Es wird festgestellt, dass
sie endlich und kommutativ ist.

Lemma 19.1. Sei A # {0} ein Ideal in Ok und sei 8 € K, so dass fA C A
ist. Dann ist 5 € Ok.

Beweis. Der Beweis folgt aus dem Fakt, dass A ein Z-Modul ist. O
Lemma 19.2. Seien A, B # {0} Ideale in O, so dass A = AB ist. Dann ist
B = Ok.

Beweis. Nach Satz 17.5 existieren aq,...,q, € A, so dass A = (aq,...,q,)
ist. Wegen A = AD existieren b; ; € B, so dass gilt:

ar = byag + -+ bipay,
Qp = bnlal + -+ bnnan-

Dann ist 1 ein Eigenwert der Koeffizientenmatrix B = (b;;). Somit ist 1 eine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms yg(z) = " + B,_12" ' + -+ + By
mit Koeffizienten aus dem Ideal B. Deswegen gilt 1 = —(8,_1+---+ ) € B
und folglich ist B = Ok. O
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Satz 19.3. Sei K ein Zahlkorper. Fiir jedes Ideal A # {0} in Ok existiert
ein k € N mit 1 < k < hg, so dass A* ein Hauptideal ist. Hier ist hy die
Idealklassenzahl von K.

Beweis. Nach dem Schubladenprinzip existieren 1 < 7 < j < hg + 1 mit
Al ~ Al Deswegen gilt (o) A" = () A7 fiir einige o, 8 € Ok \ {0}. Dann gilt
g
a
Nach Lemma 19.1 liegt jedes Element von gAj*i in Ok. Auflerdem ist gAj*i
ein Ideal in Of. Dann folgt aus (19.1) und Lemma 19.2 die Gleichung

A= AT AN (19.1)

B4 _ o
. . a
Also ist %OK = A7 C Ok. Nach Lemma 19.1 gilt % € Og. Deswegen ist
. o
A]_Z == B OK
ein Hauptideal in Ok. O

Satz 19.4. Sei K ein Zahlkoérper. Die Menge
{[A] | A ist ein nichtnullsches Ideal in Ok}

mit der Multiplikation [A]-[B] := [AB] bildet eine Gruppe. Sie ist kommutativ
und endlich. Das Einselement dieser Gruppe ist [Og].

Beweis. Wir iiberpriifen, dass jedes Element [A] der oberen Menge ein
Inverses hat. Nach Satz 19.3 existiert & € N, so dass A* einem Hauptideal
aquivalent ist. Jedes Hauptideal in Ok ist aber dem Ideal O aquivalent.
Also gilt [A*] = [Ok]. Deswegen ist [A]*~! das Inverse zu [A]. O

Definition 19.5. Die Gruppe aus dem Satz 19.4 heifit Idealklassengruppe von
K und wird mit CI(K) bezeichnet.
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Satz 19.6. Seien A, B # {0} Ideale in Ok, so dass A C B gilt. Dann existiert
ein Ideal C' in O mit A = BC.

Beweis. Nach Satz 19.3 existiert ein k € N, so dass B¥ = () ein Hauptideal
ist. Wir setzen C' = %BkilA. Dann ist

1 1
CC-B"'B=-(8)=0
Zudem ist C'ist ein Ideal in Ok, und es gilt
1 g 1

O

Bezeichnung. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Fiir zwei Ideale A, B
in R schreiben wir B|A, falls A C B gilt.

Bemerkung. Diese Bezeichnung ist sinnvoll wegen der folgenden schonen
Umformulierungen:

1) Umformulierung des Satzes 19.6: Seien A, B # {0} Ideale in O. Ist
B|A, dann ist A = BC fiir ein Ideal C' in Ok.

2) Umformulierung der Definition 16.4: Sei R ein kommutativer Ring.
Ein Ideal A in R heifit prim, falls A echt ist und fiir je zwei Ideale B
und C'in R gilt: aus A|(BC) folgt A|B oder A|C.

Satz 19.7. Seien A, B,C' # {0} Ideale in Ok, so dass AB = AC gilt. Dann
gilt B=C.

Beweis. Nach Satz 19.3 existiert ein k € N, so dass A* = («) ein Hauptideal
ist. Aus AB = AC folgt A*B = A*C'. Deswegen gilt (a)B = («)C und somit
B=C. O

Lemma 19.8. Sei B ein Ideal in Ok mit {0} # B # Of ist. Dann existieren
ein Primideal P und ein Ideal B; in Ok mit B = PB;. Auflerdem gilt B ; Bi.

Beweis. Es existiert ein Maximalideal P in Oy mit B C P. Nach Satz 16.7
ist P prim. Nach Satz 19.6 existiert ein Ideal By in Ok, fiir das gilt:
B = PB;.
Offensichtlich ist B C By. Zudem gilt B # By, sonst hatten wir
OxkB=B=PB,=PB
und somit Ok = P (s. Satz 19.7), ein Widerspruch. O
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Satz 19.9. Sei A ein Ideal in Ok mit {0} # A # Ok. Dann ist
A == P1P2 e Pk

fiir einige (nicht unbedingt verschiedene) Primideale Py, Ps, ..., Py in Ok.

Beweis. Wir setzen Ay = A. Da Ay # Ok ist, ist Ag = Py Ay fir ein
Primideal P, und ein Ideal A; mit Ay ; A; (s. Lemma 19.8). Nun definieren
induktiv einige Ideale in Ok: Nehmen wir an, dass wir fiir ein £ € N und alle
1 =1,...,k ein Primideal P, und ein Ideal A; mit

Ay = FPA; und A;_ ; A,
definiert haben. Ist Ay = Ok, dann beenden wir den Prozess. In dem Fall
gilt
A[):P1A1:P1P2A2:"':Plpg...PkAkzplpg...Pk,
und wir haben die gewlinschte Zerlegung. Ist A, # Ok, dann konnen wir
diesen Prozess fortsetzen: Nach Lemma 19.8 existiert ein Primideal Py, und
ein Ideal A; 1 mit

Ap = Py Apyr und A G Apy.

Der Prozess kann aber nicht unendlich sein, sonst hatten wir eine unendliche
aufsteigende Kette von Idealen

A S A CSAS. ..

in Ok, was dem Satz 17.10 widerspricht. O
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Aufgabe 19.10. Sei K = Q(+v/5). Folgendes ist bekannt:
Ok = Z+ ZV5 + Z(V5 )% (19.2)
Zerlegen Sie das Hauptideal (3) in Ok in Primideale.

Lésung. Sei aw = v/5. Wir priifen nach, dass das Folgende gilt:
1) (3) =(3,1+a)%
2) (3,1 + «) ist ein Primideal in Ok.

Zu1): Esgilt (3,14 «)? = (9, 3+ 3a, 1+ 2a + a?). Daraus folgt

3,1+ a)® =(27,9+9a, 34 6 + 302, 1 + 3a + 3a? + a?)
= (27, 94 9, 3+ 6 + 3a?, 6 + 3o + 3a?)
= (27, 9+ 9, 3+ 6 + 3a?, 3 — 3a)
= (27, 9+ 9a + 3[3 — 3a], 3 + 6a + 3a?, 3 — 3a)
= (27, 18, 3+ 6 + 3a?, 3 — 3a)

= (9, 3+ 6a + 3a?, 3 — 3a)

= (9, 3+ 6 + 3a? + [a + 3][3 — 3a], 3 — 3a)

= (9, 12, 3 — 3a)

= (3,

3,3 — 3a)
= (3).

Zu 2): Wir zeigen, dass der Faktorring Ok /(3,1 + «) genau 3 Elemente
enthélt. Dann wird das Ideal (3,1 4 «) maximal und somit prim in Of.

Bezeichnung. Sei [ ein Ideal in O. Fiir zwei Elemente wq,ws € Ok
schreiben wir
w; = wy (mod 1),
falls w; — wy € I gilt. In diesem Fall gilt wy + I = wy + I, also sind die zwei
Nebenklassen gleich.

Wir setzen I = (3, 14+ «) und zeigen, dass fiir ein beliebiges Element w € O
ein wy € {0,1,2} mit w = w; (mod ) existiert.

Nach (19.2) kann w in der Form w = aa?+ba+ ¢ geschrieben werden, wobei
a,b,c € Z gilt. Als Vorbereitung teilen wir das Polynom ax? + bx + ¢ durch
x + 1 mit einem Rest:

ar® +br+c= (v +1)(ax+(b—a))+(a—b+c).
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Da I die Zahl a + 1 enthalt, haben wir
w=a*+ba+c=(a+1)(aa+ (b—a))+(a—b+c)=a—b+c (mod I).

S

el

Da I auch die Zahl 3 enthalt, haben wir
w=a—b+c=r (modI)
fiir ein 7 € {0, 1, 2}.
Damit haben wir gezeigt, dass der Faktorring Ok /I hochstens 3 Nebenkassen

O+1,1+1,2+1
enthalt. Nun zeigen wir, dass diese Nebenklassen verschieden sind. Im Hin-
blick auf einen Widerspruch nehmen wir an:

1+1=2+1.

Dann gilt 1 € I. Daraus folgt 1 = 13 € I? Y (3) = 30k. Ein Widerspruch.

Andere Varianten fithren auch zu einem Widerspruch.
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20. DIE EINDEUTIGKEIT DER ZERLEGUNG VON IDEALEN
IN Ok IN PRIMIDEALE

Satz 20.1. Sei {0} # A # Ok ein Ideal in Ok. Dann gilt

Ok 2A2A% 2 A2 . und [ A" = {0}.
=1

Beweis. Ware A = A" fiir ein 4, dann hitten wir
AOp = Al = A = AiA
und folglich O = A (s. Satz 19.7), ein Widerspruch.
Wir setzen B := ﬁlA". Wiére B # {0}, dann wiirde der Faktorring Ok /B

endlich nach Lemma 18.2. Andererseits besitzt der Faktorring O /B eine
unendliche absteigende Kette von Idealen

Okx/B2A/B2 A*/B2 A’ /B2 ...
Ein Widerspruch. O
Definition 20.2. Sei P ein Primideal und sei A ein Ideal in O mit {0} #

A # Og. Wir setzen P° := O und definieren die Ordnung von A beziiglich
P durch

ordp(A) := max{k > 0| A C P*}.

Bemerkung. Dieses Maximum existiert nach Satz 20.1. Man kann die Defi-
nition folgendermaflen umformulieren:

ordp(A) =k <= ACP" und A g P"

Mit Hilfe der Bezeichnung aus Vorlesung 19 konnen wir diese noch einmal
umformulieren:

ordp(A) =k <= P*|A und P*{ A
Satz 20.3. Sei P ein Primideal und seien A, B Ideale in O mit {0} # A #
Ok und {0} # B # Ok. Dann gilt:

1) ordp(P) = 1;
2) ordp(P') =0 falls P’ # P ein Primideal ist;
3) ordp(AB) = ordp(A) + ordp(B).
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Beweis. 1) Die Einbettung P C P ist trivial und die “nicht-Einbettung”
P ¢ P? folgt aus Satz 20.1.

2) Wire ordp(P’) > 1, dann hétten wir P/ C P. Da Primideale in O
gleichzeitig Maximalideale sind, erhalten wir einen Widerspruch.

3) Wir bezeichnen s = ordp(A) und ¢ = ordp(B). Dann gilt A C P~
A ¢ Pt und B C P, B ¢ P! Daraus folgt AB C P*™. Es bleibt zu
zeigen, dass AB ¢ P+ gilt.

Nehmen wir AB C P51 an. Nach Satz 19.6 existieren Ideale C, A;, und
By, so dass AB = P***1(C, A = PSA; und B = P!B, gilt. Daraus folgt

Ps+t+1C — PSHAlBl.
Das impliziert PC = A;B; (s. Satz 19.7). Da P prim ist, ist P|A; oder

P|B;. O.B.d.A. ist P|Ay, also gilt A; C P. Dann gilt A = P*A; C P*"!. Ein
Widerspruch. O

Satz 20.4. Sei A ein Ideal in Og mit {0} # A # Ok. Dann kann A in der
Form
A=Pnpp.. P

geschrieben werden, wobei Py, ..., P, verschiedene Primideale in O sind und
ny,...,nx € Nist. Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf einer Permutation
von Py, ..., P,. AuBerdem gilt n; = ordp, (A) fiir alle 1.

Beweis. Die Existenz der Zerlegung wurde im Satz 19.9 formuliert. Nun
zeigen wir die Eindeutigkeit. Zuerst beweisen wir die Eindeutigkeit der Prim-
ideale Py, ..., P,. Nehmen wir an, dass es eine Zerlegung

A=P .. ..
mit einem Primideal P’ ¢ {Py,..., P} gibt. Dann gilt A C P’, woraus (mit
Hilfe des Satzes 20.3) folgt

1 < OI‘dp/(A) = Ol"dp/(Plnlpglz C P]?k) = i(n] : OI‘dp/(Pj)) = 0.
=1

Ein Widerspruch. Die Eindeutigkeit von Exponjenten n; folgt aus der Formel

k

ordp,(A) = Z(n] -ordp,(P))) = n;.

Jj=1
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21. ERSTE ANWENDUNG: DIE GLEICHUNG vy = 2% — 5

Lemma 21.1. Fiir K = Q(1/—5) gilt hx = 2.

Beweis. Des Weiteren werden wir die Definition 26.1 der Norm eines Ideals
in Ok und den Satz von Minkowski 27.2 benutzen.

Nach Satz 27.2 ist jedes nichtnullsche Ideal in O einem der Ideale 21 mit
N(2) < 2 dquivalent. Ist N(2A) = 1, dann ist A = Og. Sei N() = 2.
Dann besteht der Faktorring O /21 aus zwei Nebenklassen 0 + 2 und 1 + 2L.
Deswegen ist 2(1 +2A) = 0+ 2L, also gilt 2 € 2 und somit 20k C A C Ok.
Der Faktorring O /20 besteht aus 4 Nebenklassen

20K + 0,20k + 1, 20K + , 20k + (1 + «).

und hat nur ein Ideal der Ordnung 2 — das besteht aus der ersten und vierten
Nebenklasse. Dann ist 2 = (2,1 4+ «). Dann besteht die Idealklassengruppe
Cl(K) aus zwei Elementen: [Og] und [(2,1 + «a)]. O

Lemma 21.2. Sei K = Q(v/—5). Die Hauptideale
A= (2, 1+ v —5)0K, B = (\/ —5)0K
in O sind prim, und es gilt
(2)o, = A% (21.1)

Beweis. Wir bezeichnen v = v/—5. Nach Satz 14.6 gilt O = Z + Za.
Wir zeigen Formel (21.1):

A? = (2a 1+ a)OK (27 I+ a)OK = (47 2(1 + O./), (1 + 04)2)(911{
= (4, 2+ 204, -4+ QOZ)OK = (4, 2+ 205, 6)@K = (2, 2+ QOé)OK = (2>0K.

Wir zeigen, dass das Ideal A prim ist. Daflir werden wir zeigen, dass der
Faktorring Ok /A genau 2 Nebenklassen enthélt. Dann wird A maximal und
somit prim.

Zuerst zeigen wir, dass jedes w € Ok zu 0 oder 1 modulo A dquivalent ist.
Wir schreiben w in der Form w = aa 4+ b mit a,b € Z. Da 1+ a € A ist, gilt

w=w-—a(l+a) (mod A) =b—a (mod A).

Da 2 € A ist, ist b — a zu 0 oder 1 modulo A dquivalent. Also enthallt Ok

hochstens zwei Nebenklassen 0 + A und 1 + A. Waren diese Nebenklassen

gleich, dann hitten wir 1 € A und somit 1 € A%? = 20, was unmoglich ist.
Analog kann gezeigt werden, dass B prim ist. O
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Satz 21.3. Die Gleichung y? = 2® — 5 hat keine Losung iiber Z.

Beweis. Nehmen wir an, dass diese Gleichung eine Losung (x,y) € Z? hat.
Um das zu widerlegen, werden wir mit dem Ganzheitsring O arbeiten, wobei

K = Q(v/-5) ist. In O haben wir die Gleichung
(y+v=5)-(y —v-5) =2
Schreiben wir diese in der Form einer “Idealen-Gleichung”:
(Y +V=5)ox - (¥ = V=D)ox = (%o, (21.2)
Behauptung. Es gibt kein Primideal P in Ok, das die beiden Ideale
(y + vV—5)o, und (y — /=5)o, teilt.
Beweis. Sei P C O ein solches Primideal. Dann gilt
P|(2v/=5)o, und P|(z%)o,. (21.3)
Nach Lemma 21.2 hat das Ideal (2v/=5)o, folgende Zerlegung in Primideale:
(2v/=5)o, = A%B.
Dann ist P = A oder P = B.
Fall 1. P = A.
Nach Lemma 21.2 ist P? = (2)p,, und nach Formel (21.3) gilt P?|(2*)o,.

und somit (23)p, C (2)p,. Dann kann x? in der

2 = 2(a + bv/—5)
mit a,b € Z geschrieben werden. Dann gilt 2° = 2a, b = 0. Insbesondere ist
2|z in Z. Daraus folgt

Deswegen gilt (2)o, |(z%)o
Form

K

y* =1 —5= -5 (mod 8).

Deswegen ist y ungerade, also kann in der Form 2n + 1 mit n € Z geschrieben
werden. Wir haben

v’ =02n+1)’=4n(n+1)+1=1 (mod 8).
Ein Widerspruch.
Fall 2. P = B.

Dann ist P2 = (5)o,. Analog zu Fall 1 erhalten wir 5|z in Z. Aus y* = 2 —5
folgt auch 5]y. Dann ist 25|y?, aber 25 { 23 — 5. Ein Widerspruch.

Die Behauptung ist bewiesen. O
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Nun betrachten wir Zerlegungen von Idealen (y + v/—5)o,, (¥ — vV—5)ox

und (z)o, in Primidealen:

s t 4

(y + \/__5>0K = HPz‘eia (y - \/__5)(91( - HQ?7 (x)OK - HR?C

i=1 j=1 =1

Aus (21.2) folgt
s t l
HPiei HQ‘{] _ HRzgk'
i=1 =1 k=1
Da alle P; und @); verschieden sind und die Zerlegung in Primideale eindeutig
ist, gilt 3|e; und 3| f; fiir alle ¢, j. Dann ist
(y+ V=)o, = I’ (21.4)
fiir ein Ideal I in Ok. In der Idealklasengruppe CI(K)gilt
[Ok] = [(y + V=5)ox] = [I]".
Nach Lemma 21.1 ist |CI(K)| = 2. Das impliziert [Ok| = [I]. Deswegen ist [
ein Hauptideal und es kann in der Form
I = (a+bV=5)Ox (21.5)
mit a,b € Z geschrieben werden. Aus (21.4) und (21.5) erhalten wir

(y+V=5)Ok = (a + bv/=5)>Ok.
y+vV—=5=u-(a+b/=5)?

fir ein w € Oj. Es ist leicht zu berechnen, dass O = {—1,1} ist. O.B.d.A.
ist w = 1. Wir haben

y+V=5=(a+b/=5)* =a® — 15ab® + (3a® — 5b)bv/—5.

Dann gilt (3a® — 5b)b = 1. Diese fiihrt zu einem Widersprich. O

Dann gilt
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22. FERMATSCHER SATZ: VORBEREITUNG

Folgender Satz wurde vermutet von Fermat im Jahr etwa 1640 und bewiesen
von Wiles im Jahr 1994.

Satz 22.1. (Wiles) Fiir n > 3 ist die Gleichung 2" + y™ = 2" unldsbar in N.

Offensichtlich reicht es, diesen Satz fiir n = 4 und alle Primzahlen n > 3 zu
beweisen. Kummer hat diesen Satz fiir die sogenannten regularen Primzahlen
bewiesen (s. seine Arbeiten der Jahre 1847 und 1850). Fiir n < 100 gibt es
nur drei Primzahlen, die nicht regular sind: 37,59, 67. Wir werden den Beweis
von Kummer zu einem groflen Teil geben.

Allgemeine Vorbereitung. Sei [ > 3 eine Primzahl. Wir betrachten die
Zahlkérper K = Q((), wobei

¢ = e/t = cos(2m /) + isin(27/0)
ist. Es ist klar, dass ¢* =1 ist.

e Die Zahlen 1,(,...,¢" ! sind alle Nullstellen des Polynoms z‘ — 1. Das
Polynom

Z_l /-1 '
x :xz—1+$£—2+...+1:H(aj—Cl) (22.1)

i=1

ist irreduzibel iiber Q (s. Ubungsblatt 6). Deswegen ist
me(z) =t L

Insbesondere gilt [K : Q] = ¢ — 1. Daraus folgt, dass

1’<7"'7C£72

r—1

eine Basis von K iiber Q ist.
e Folgende Zahl spielt eine wichtige Rolle im weiteren Beweis:
A=1-C.
Es kann bewiesen werden, dass
L. N2
auch eine Basis von K iiber Q ist.
e Da [K : Q] = ¢ — 1 ist, existieren genau ¢ — 1 Einbettungen von K in C:
7. K —C,
(=,
t =1,...,£ —1. Diese Einbettungen sind Automorphismen des Koérpers K.
Es gilt also

(22.2)

Aute(K) ={m,...,7-1}.
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Den folgenden Gruppenisomorphismus werden wir aber nicht benutzen:
Ath(K) = (Zg)* = Zg_l.

Definition 22.2. Zwei Zahlen «, f € Ok heiflen assoziiert, falls eine Einheit

e € Oj, existiert, so dass o = fe gilt. In dem Fall schreiben wir a ~ .

Bemerkung. Zwei Hauptideale (a)p, und (8)o, sind gleich genau dann,
wenn die Zahlen a und 8 dquivalent sind:

(@)ox = (Blox & a~p.

Lemma 22.3. Sei A =1 — (. Dann gilt:

1) N(A) =¢,
2) (1=(¢) ~Afirallei=1,...,0—1.
3) £~ Pt

Bewess.

Zu 1): Wir haben

-1
N =TI = a-ga-¢)..a-¢) =
j=1
Etwas allgemeiner gilt
. -1 -1
N1 =¢)=NmW) =m0 = [n0) = NO) = ¢
j=1 i=1
fiir i =1,...,0— 1.
Zu 2): Wir haben ’
1-¢=(1-0e&

mit ¢ =1+ + -+ ("' € Ok. Daraus folgt
N(1-¢) = N(1— Q) N(e).
¢ ¢
Deswegen gilt N(¢;) = 1, also ist ¢; € O.
Zu 3): Wir haben

/-1 -1

t=1[a-¢)=[[0-Qa=0-0""
i=1 i=1
-1
mit ¢ = [[¢; € Ox. 0
i=1
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Lemma 22.4. Es gilt O = Z + Z( + -+ - + Z¢72.

Beweis. Wir bezeichnen
A=Z+ZC+---+ 72

Die Inklusion A C O ist klar. Wir beweisen O C A. Sei also o € Ok-.
Zuerst schreiben wir « als eine Linearkombination von 1,,. .., ("2 mit Ko-
effizienten a; aus Q:

a=ay+a{+ -+ a7
Wir werden zeigen, dass alle a; in Z liegen. Da Sp(1) = [K : Q] = ¢ — 1 und
Sp(¢H)=—1firi=1,...,0—1ist, gilt
-2
Sp(a) = lag — Zai.
i=0
Man kann berechnen

) =2
Sp(Car) = —Zai, Sp(¢Fa) = —lap_y, — Zai, k=2 ....0-2.
i=0 i=0

Da die Spuren von ganzen algebraischen Zahlen in Z liegen, gilt fa; € Z fiir
k=0,...,0 —2. Deswegen gilt fa € A. Das Z-Modul A kann auch in der
Form

A=Z+Z\+ - +Z\2
geschrieben werden. Deswegen konnen wir fa als eine Linearkombination von
1, ), ..., A2 mit Koeffizienten b; aus Z aufschreiben:

Cor = by + DA+ - 4 b\ 72 (22.3)

Es bleibt zu zeigen, dass alle b; durch ¢ teilbar sind. Nehmen wir an, dass fiir
ein 0 < s < £ — 2 schon bewiesen ist, dass alle Koeffizienten b; mit ¢ < s durch
¢ teilbar sind. Wir splitten die rechte Seite von (22.3) in drei Summanden:

o= BN+ BN D bN (22.4)
<5 J>s
Da N1 in O ist, gilt A*TL|b; in O fiir alle i < s. Somit sind die linke
Seite und die zwei Summen in der rechten Seite von (22.4) durch A*™! in O
teilbar.
Deswegen ist auch b,A* durch A**! teilbar. Daraus folgt Alb, in Ok und
somit N(\)|N(b,) in Z. Also erhalten wir £]b% in Z und somit £|b,. O

Lemma 22.5. Fiir jede Einheit ¢ € O existieren eine Zahl ¢ € N und eine
reelle Einheit ¢y € O} mit € = (%e.
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23. ERSTER FALL DES FERMATSCHEN SATZES
FUR REGULARE PRIMZAHLEN

Definition 23.1. Eine Primzahl ¢ > 2 heift regular, wenn die Idealklassen-
gruppe von Q(¢), wobei ¢ = e?™/¢ ist, keine Elemente der Ordnung ¢ enthélt.

Lemma 23.2. Sei ¢ eine Primzahl. Seien x,y zwei teilerfremde ganze Zahlen
mit ¢ 1 (z + y). Dann sind die Hauptideale

(2 + Yo (T + Yok (@ + Ty o

paarweise teilerfremd in Ok, wobei K = Q(¢) mit ¢ = €™/ ist.

Beweis. Nehmen wir an, dass ein Primideal P C Ok und einige Zahlen
i # 7 (mod /) existieren, so dass gilt:

P](x—l—(iy)oK und P|(a:’—|—(jy)@K. (23.1)
Mit Hilfe des Lemmas 22.3 erhalten wir
(x4 y) = (x+Cy) = (¢ = Py ~ (1= Qy.
Daraus folgt ' 4
(1 =)ok € (x+ Yo, + (@ + Yok

Da P ein Teiler von jedem dieser Summanden ist, ist P ein Teiler von
((1 = Q)y)o,- Da P ein Primideal ist, gilt

Pl(l _C)OK oder P|(y)OK'

Analog gilt

P|(1 _C)OK oder P|($)OK
Insbesondere gilt

(1—-() € P oder x,y € P.

Da ggT(z,y) = 1 ist, existieren x,y € Z mit zu + yv = 1. Gelte z,y € P,
dann hatten wir 1 € P, ein Widerspruch. Also gilt

(1-¢)eP.
Mit Hilfe das Lemmas 22.3 leiten wir daraus ab:
(ePund (1-¢)eP (23.2)
AuBlerdem gilt (x + y) € P wegen
)

4 ) (231
(z+y)=(@+ly)+1-C)y (2362) P+ P

Da ggT(¢, (x +y)) = 1 ist, gilt 1 € P wie oben. Ein Widerspruch. O

Lemma 23.3. Sein € Z. Ist 3 1 n, dann hat n® den Rest 1 oder —1 modulo 9.
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Satz 23.4. (Erster Fall des Fermatschen Satzes fiir regulére Primzahlen)
Sei ¢ > 3 eine regulare Primzahl. Dann existieren keine ganze Zahlen z, v, z,
die jeweils teilerfremd zu ¢ sind und ¢ + y* = 2¢ erfiillen.

Beweis. Fiir ¢ = 3 folgt die Aussage aus Lemma 23.3. Nun betrachten wir
den Fall / > 5. Nehmen wir an, dass solche Zahlen x, y, z existieren. O.B.d.A.
konnen wir annehmen, dass sie paarweise teilerfremd sind. Nach dem kleinen
Fermatschen Satz (s. Appendix A) gilt

=2 (mod f), y*=y (mod (), 2=z (mod ().
Daraus folgt
r+y =2z (mod /).
Nach Voraussetzung gilt ¢ 1 z, somit gilt
Ut (z+y).
Sei ¢ = €*>™/¢, Dann gilt

(@+y)(@+Cy)... (@ + Ty =2
Schreiben wir diese in der Form einer “Idealen-Gleichung”:

(4 Y)ox (T + Yoy - (@ + T Yo, = (2o,

Nach Lemma 23.2 sind die Ideale auf der linken Seite paarweise teilerfremd.
Dann sind sie ¢-te Potenzen einiger Ideale in Q. Insbesondere ist

(:L‘ + Cy)OK = AK

fiir ein Ideal A in Og. Daraus folgt [A]® = [Ok]. Da (¢ regulir ist, gilt
[A] = [Ok], also ist A = (a)o, fir ein a € Og. Wir haben also

(SL’ + <y>(’)1{ = (O/)OK'
Deswegen existiert € € O3 mit
z + Cy = ea. (23.3)

Wir schreiben « als eine Linearkombination von 1, ), ..., A*~2 mit Koeffizien-
ten b; aus Z:

o =Dby+bA+ -+ boA 2
Dann ist
of =0+ WX 4 b, AP (mod 0).
Aus Lemma 22.3 3) folgt £ | A’ in Ok. Deswegen gilt
af = bl (mod /).
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Daraus und aus dem kleinen Fermatschen Satz folgt
of = by (mod ¢). (23.4)

Nach Lemma 22.5 existiert a € N und eine reelle Einheit ¢y € Oj; mit
e = (%eo. (23.5)
Aus (23.3)-(23.5) folgt
x + Cy = (“eoby (mod ¢),
also
(% + (% = goby (mod £).
Mit Hilfe der komplexen Konjugation erhalten wir
"z + (“ly = by (mod £).
Daraus folgt
2+ yC =2 —y¢t* =0 (mod /). (23.6)
Bemerkung. Ist ag+a;(+ -+ +a; ("2 =0 (mod £) mit ag, ...,a, 5 € Z,
dann gilt ¢|a; fir alle 7.
Mit Hilfe dieser Bemerkung folgt aus (23.6), dass ¢|z oder £|y oder ¢|(z — y)
gilt. Die ersten zwei Fille sind unméglich nach der Voiraussetzung. Also gilt
r =y (mod /). (23.7)

Die Gleichung 2 + y* = 2* kann noch in der Form z‘ + (—2)! = (—y)*
geschrieben werden. Dann folgt analog

r = —z (mod /). (23.8)
Am Anfang des Beweises haben wir gezeigt:
r+y =z (mod{). (23.9)
Aus (23.7)-(23.9) folgt
3z =0 (mod /).

Da ¢ > 5 ist, gilt ¢|x. Ein Widerspruch. O
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24. ZWEITER FALL DES FERMATSCHEN SATZES
FUR REGULARE PRIMZAHLEN(WIRD GESCHRIEBEN )

Satz 24.1. (Zweiter Fall des Fermatschen Satzes fiir reguldre Primzahlen)
Sei ¢ eine regulare Primzahl. Dann existieren keine ganzen Zahlen z,y, 2z, so
dass sie paarweise teilerfremd sind, ¢ ein Teiler einer dieser Zahlen ist und
zt + ot = 2 gilt.
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25. APPENDIX A
25.1. Satz von Euler und Kleiner Fermatschen Satz.

Satz 25.1. (Satz von Euler) Seien n, a zwei teilerfremde Zahlen aus N. Dann
gilt
a?™ =1 (mod n),

wobei ¢ die Eulersche Funktion ist.

Folgerung 25.2. (Kleiner Fermatschen Satz) Sei ¢ eine Primzahl. Fiir jede
ganze Zahl a gilt
a* =a (mod /).

25.2. Legendre-Symbol.
Definition 25.3. Sei p eine Primzahl und sei a € Z mit ggT(a,p) = 1. Das
Legendre-Symbol (%) ist durch die folgende Formel definiert:
(a)_ 1 falls 3oz €Z: 2> =a mod p,

p/  |-1 falls Az € Z: 22=a mod p.

Eine Zahl a € Z heifit quadratischer Rest modulo p, falls <%> =1 ist.

Lemma 25.4. Sei p eine Primzahl und seien a,b € Z mit ggT(a,p) = 1 und

ggT(b,p) = 1. Dann gilt:
ab a b
(5)=G)-G)

Insbesondere gilt

Auflerdem gilt fiir jedes n € Z:

(=)=

p p/
Satz 25.5. (GauB}, Euler) Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gelten:
<2> p2-1 { 1 falls p=+1 mod 8,

— (—]_) 8 —
—1 falls p=43 mod 8.

<—_1> B (_1)% B 1 falls p=1 mod 4,
B ] —-1 falls p=3 mod 4.
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Daraus folgt
1 falls p=1 mod 8,

(-_2> B <2)<—_1> _J 1 falls p=3 mod 8,
p/ \p/\p/) ]-1 falls p=5 mod 8,
—1 falls p=7 mod 8.

Satz 25.6. (Reziprozitatssatz von Gaul) Seien p, ¢ zwei verschiedene Primzahlen,
p,q = 3. Dann gilt
B) . (9) — (—)F T
() (;)=cn

Satz 25.7. Das Polynom z? + 1 ist irreduzibel iiber Z, aber es ist reduzibel
iiber Z,, fiir jede Primzahl p.

Beweis. Das Polynom f(x) = x* + 1 ist irreduzibel iiber Z, da das Poly-
nom f(x + 1) = x* + 42% + 62? + 42 + 2 irreduzibel iiber Z nach dem
Eisenstein-Kriterium ist. Jetzt beweisen wir, dass f(z) reduzibel tiber Z,
fiir jede Primzahl p ist.

Wir haben z* + 1= (22 + az + 1)(2? —az + 1) = 2* + (2 — a®)2? + 1, falls
a?> =2 mod p ist. Eine solche a existiert fiir p = &1 mod 8.

Wir haben 2% + 1 = (2% + ax — 1)(2? —az — 1) = 2 + (=2 — a?)2? + 1, falls
a? = —2 mod p ist. Eine solche a existiert fiir p =3 mod 8.

Wir haben z* + 1 = (2% + a)(2? — a) = 2* — d?, falls a> = —1 mod p ist.
Eine solche a existiert fiir p =1 mod 4, insbesondere fir p=5 mod 8. O
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26. APPENDIX B
26.1. Normen von Idealen in Ganzheitsringen.

Definition 26.1. Sei K ein Zahlkorper und sei A ein Ideal in Og. Die Norm
von A ist die Zahl
N(A) := |0k : A|.

Folgenden Satz werden wir nicht beweisen.

Satz 26.2. (Multiplikativitdt von Normen) Sei K ein Zahlkérper. Fiir je zwei
Ideale A, B in Ok gilt
N(AB) = N(A)N(B).

Satz 26.3. Sei K ein Zahlkorper und sei 0 # a € O eine Zahl. Wir bezeich-
nen A = («). Dann gilt
N(A) = |N(a)].
Beweis. Nach Satz 17.5 enthélt der Ganzheitsring Ok die Zahlen aq, . . . a,,
fiir die das Folgende gilt:

a) ay,...,q, ist eine Basis von K iiber Q;
b) OK:ZOQ—}-—’—ZO!TL
Wir bezeichnen ; = aq;. Dann ist fy,..., 3, ebenfalls eine Basis von K

iiber Q, und es gilt
(Oé) ZOéOK :Zﬁl—f—"'—f‘Zﬂn.

Wir haben also ein freies Z-Modul Ok mit der Z-Basis aq,...,«, und sein
freies Z-Untermodul (O ) mit der Z-Basis /1, ..., 8,. Es existieren ¢; ; € Z,
so dass folgendes gilt:

B1 = ao =ciiaq + -+ Crpy,

Bn = QO = Cp1g + -+ Cpp Qg
Mit Hilfe von Z-Elementartransformationen kann die Matrix C' = (¢;;) zur
Diagonalform D gebracht werden. Mit anderen Worten besitzen die Z-Module

Ok und (a)Ok andere Z-Basen o, ...,al, und Bi,..., 5., so dass 5} = d;c,
fiir einige dy, ..., d, € Z gilt:
51 = d10/1

By = daavy

gl = do,.



103

Es gilt O = Za) + -+ + Zal, und (aOg) = Zdioy + -+ + Zd,al,. Als
Représentanten von Nebenklassen von (a«Ok) in Ok konnen die Elemente
ki) + -+ + kpal, mit 0 < k; < |d;] — 1 gewéhlt werden. Die Anzahl dieser
Reprasentanten ist

Ok : ()] = |dids . . . dy| = | det(D)| = | det(C)] = |N(a)]-
O

Folgerung 26.4. Sei K ein Zahlkorper und sei A = (aq,...,as) ein Ideal
in Ok mit o; # 0 fiir alle 7. Dann gilt

N(A) | ggT{N(a),...,N(as)}.

Beweis. Wegen (a;) € A C Ok und wegen der Multiplikativitat von Indizes

gilt |Ok : (a;)] = |Ox : A||A : (as)]. 0
—_— Y=
N(ev) N(A)

Beispiel. Sei K = Q(v/—5). Wir beweisen, dass das Ideal A = (3,1 + /—5)
in Ok die Norm 3 hat. Zuerst berechnen wir die Normen der Erzeuger von A:
N(3) =9, N(1++/=5) = 6. Dann ist N(A) ein Teiler von ggT(9,6) = 3, also
ist N(A) gleich 1 oder 3.

Nehmen wir an, dass N(A) = 1 gilt. Dann gilt A = Ok. Insbesondere kann
1 als eine lineare Kombination von 3 und 1 + +/—5 mit Koeffizienten aus O
ausgedruckt werden:

1=3(a+bv/=5)+(1++v=5)(c+dv-5), (abcdcZ).
€Ok €0k

Daraus folgt
1= 3a+c—5d,
0= 3b+c+d.

Durch Substraktion erhalten wir 1 = 3(a —b— 2d), ein Widerspruch. Also gilt
N(A) = 3. O

Bemerkung. Sei K ein Zahlkorper. Fiir jedes nichtnullsche Ideal A in O
gilt

N(A) =ggT{N(a) : a € A}.
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26.2. Primelemente in Ganzheitsringen. Folgendes einfache Lemma wird
oft gebraucht.

Lemma 26.5. Sei K ein Zahlkérper und sei @ € Og. Dann gilt a|N(«)
in OK.

Beweis. Seien id = 7, ..., 7, alle Einbettungen von K in C iiber Q. Da
a € Ok ist, ist auch 7;(«) € Ok fiir alle 4. Nach Folgerung 13.11 gilt N(«) =
T (a) - ... T(a). Daraus folgt a|N(a) in Ok. O

In den Beweisen der Folgerungen benutzen wir Behauptung 16.5 und Satz 16.7.

Folgerung 26.6. Sei K ein Zahlkorper vom Grad n = [K : Q). Sei o € Ok.
Dann gilt:

1) Ist @ € Prim(Of), dann ist |N(a)| = p* fiir einige p € Prim(N) und
1<l <n.

2) Ist |N(«)| € Prim(N), dann ist o € Prim(Ok).

Beweis. 1) Sei o € Prim(Ok). Dann ist («) ein Primideal in Ok. Dann ist
(a) ein Maximalideal in Of. Dann ist Ok /(«) ein Kérper. Nach Satz 26.3 hat
der Kérper die Ordnung |N(«)|. Die Ordnung jedes endlichen Kérpers ist aber
eine Potenz einer Primzahl. Deswegen ist |N(a)| = p’ fiir ein p € Prim(N)
und ein ¢ € N. Nach Lemma 26.5 gilt o|N(a) in Ok. Deswegen gilt a|p in
Of. Daraus folgt N(a)|N(p) in Z. Dann folgt die Behauptung aus N(p) = p™.

2) Sei |[N(«)| = p € Prim(N). Dann ist |Ok : ()| = p nach Satz 26.3.
Deswegen ist das Ideal (o) maximal in O und folglich prim. O

Folgerung 26.7. Sei [K : Q] = 2 und sei a € Ok \ (Prim(Z) : ((’)K)*>. Dann
gilt:
a € Prim(Ok) <= N(«) € Prim(Z).

Beweis. Sei o € Prim(Oy). Nach Folgerung 26.6 ist | N ()| = p* fiir einige
p € Prim(N) und ¢ € {1,2}. Wir miissen zeigen, dass ¢ = 1 gilt.
Nehmen wir £ = 2 an. Aus Lemma 26.5 folgt o|p’ und somit a|p in Ok. Es
gilt also p = af fiir ein 8 € Og. Dann ist
p* =N(p) = N(a)N(B) = £p°N(B).
Daraus folgt N(f) =1 und 8 € (Og)*. Dann ist

a=pBle (Prim(Z) : ((’)K)*>.

Ein Widerspruch. Also gilt ¢ = 1.
Die andere Richtung ist in Folgerung 26.6 enthalten. O
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27. APPENDIX C

Definition 27.1. Wir definieren 6 : C — C durch 6(a + bi) = a — bi, wobei
a,b € R ist.

Sei K ein Zahlkorper. Eine Einbettung o : K < C heif3t kompleze Finbet-
tung, falls o(K) nicht komplett in R liegt. Zu jeder komplexen Einbettung o
gibt es eine konjugierte Einbettung ¢ = o 0.

Satz 27.2. (Satz von Minkowski) Sei K ein Zahlkrper mit dem Grad
[K : Q] = n, der Diskriminante A(K') und der Anzahl s von Paaren zueinander
konjugierter komplexer Einbettungen von K in C.

Jedes nichtnullsche Ideal I in O ist einem Ideal A in Ok mit

nl  4\s
< . (Z) .
NA) < = (=) - VL
aquivalent.

Satz 27.3. Sei K ein Zahlkorper. In Ok gibt es nur endlich viele Ideale A
mit einer gegebenen Norm.

Beweis. Wir fixieren ein m € N und betrachten ein Ideal A in Ok mit
|Ok/A| = m. Nach Lagrange-Satz gilt m(1+ A) = 0+ A. Daraus folgt m € A
und somit mQOkg C A. Die Faktorgruppe Ok /mQOk ist endlich und hat die
Ordnung m @ Deswegen gibt es nur endlich viele Moglichkeiten fiir A. O

Folgerung 27.4. Es existiert eine obere Schranke fiir die Idealklassentahl h,
die nur vom Grad [K : Q] und die Diskriminante A(K’) abhéngt.

Satz 27.5. Sei K = Q(#) ein Zahlkorper vom Grad n = [K : Q], wobei 6 eine
ganze algebraische Zahl ist. Sei m = |A(K)|. Dann ist

Ok = Z[0] + M,
wobei M die folgende endliche Menge ist:

Mo {ao +af+ -+ a,_ 16"

\Oéai<m,0<z’<n}ﬁ(9;{.
m

Satz 27.6. (Verzweigungssatz) wird geschrieben



