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Grigorchuk’s group

Fig. 1. Grigorchuk’s group G' = (a, b, ¢, d) acts by automorphisms on the rooted
binary tree T'. The generators of GG satisfy the following recurrent conditions:

b= (a,c), ,c=(a,d), d=(1,b).
Note that a? = v* = ¢ = d*> = 1 and that (b, ¢, d) is the Klein group Zy X Z,.

Below we expose a proof of the following theorem.
Theorem (Grigorchuk). The group G has a subexponential growth.

1 Definitions and notations

Let St(n) be the subgroup of G consisting of all automorphisms which fix each vertex of
the level n. It is easy to check that St(1) = (b, ¢, d, aba, aca, ada).
Let S* be the free monoid generated by the set S = {a,b,c,d}. There is a natural

surjective homomorphism S* — G.

Let S}, be the submonoid of S consisting of all words with even number of occur-

rences of a. Then there is a natural surjective homomorphism S* _ — St(1).
We define a homomorphism ¢ = (¢q, ¢1) : SZ,., — S* x S* by the formulas

p(b) = (a,c),  plaba) = (c,a)
p(c) =(a,d),  placa) = (d,a) (2)
Qﬁ(d) = (17 b)v @(ada) = (b7 1)





Any word w € S* can be reduced by applying a finite number of the following elemen-
tary reductions:

Type 1: bc ~» d, cb ~~ d, bd ~» ¢, db ~> ¢, c¢d ~ b, dc ~> b.
Type 2: a®> ~ 1, b2 ~ 1, 2~ 1, d? ~ 1.

Ezxample. abcdad ~~ addad ~~ aad ~ d.

Reduced words have one of the following forms, where u; € {b, ¢, d} for all i

aujaug - auzaUy - ... - AUy —1AUYy,
au1aus - auzaly - ...+ AUym—-10a, ..
w = (17)
UpaQU1 AU - AUIAUY * . . . * QUMK —1Q,
UpaUiaUg - AU3AUY4 * . . . * AU —1AU, -

The length of w is denoted by |w|. The number of occurrences of a in w is denoted by
|w|q. Analogously, the number of occurrences of b and ¢ in w is denoted by |w|, ., and so
on.

Claim 1. For any reduced word w € S* holds

jw] =1
2

lw| + 1
5

(iid)

Let w® be the reduced form of w. For i = 1,2, let r;(w) be the numbers of elementary
reductions of type ¢ in the process of reduction w ~~» w*®. One can prove that the word w*®
and the numbers r(w) and r9(w) do not depend on a choice of reduction process. The
following number is called the number of weighted reductions for w.

< |wlpea <

pw) = 1i(w) + 273 (w)

We also denote
pi(w) = p(po(w)) + ple1(w)).

Claim 2. For any word w € S*, we have
|w*|a = [wla = p(w), (iv)
W lea 2 [wlea — 2p(w). (v)

Proof. The factor 2 in (v) is because the reduction cd ~~ b decreases the number
of ¢ and d in w by 2. O

For i = 0,1, we denote ¢} (w) = (¢;(w))*.

Claim 3. For any reduced word w € S*, we have
|po(w)la + [er(w)la = [we. (vi)

|e6(w)la + [T (w)la = [w]e = 2p1(w). (vii)

Proof. (vi) follows from (7); (vii) follows from (iv) and (vi).

2





2 The main lemma

Lemma 1. Let w be a reduced word from S* which corresponds to an automorphism
g € St(3). Then

> It < Shel+8 (*

i,j,ke{0,1}
Proof. First we prove Claims 1-5 below.

Step 1.
Claim 1.
[po(w)] + [pr(w)] < fw| +1 = |wla (1)
|eo(w)] + @i (w)] < Jw| +1 = |wla = p1, (1°)

Proof. The inequality (1) without the term 1 on the right side holds for all reduced
words of length 4 which begin with a:

p(abab) = (ca,ac)
p(abac) = (ca,ad)
p(abad) = (cl,ab)
p(acab) = (da,ac)
p(acac) = (da,ad)
o(acad) = (d1,ab)
v(adab) = (ba, 1c)
p(adac) = (ba, 1d)
p(adad) = (b1, 1b)
In the general case, (1) can be verified with the help of (7). O
Claim 2.
| po(w)led + [o1(w)]ed = [w]pe- (2)
|05 (w)lea + @1 (W)lea = [wlpe = 2p1.
w|—1 (2°)
> % — wla = 2p1
Proof. (2) follows from (7); (2*) follows from (2) and (v) and (7iz). O

Step 2. We set
p2 = plpo(ps(w))) + plei(ps(w))) + plpolpi(w))) + pler(et(w)))
= p1(pp(w)) + pr(ept(w)).
Claim 3.

> et (e ()] < w43 = Jwla — p1 = | (w)]a — |3 (w)]a — pa. (3)
1,7€{0,1}





Proof. We denote by L and R the left and the right sides of the inequality, respectively.
Applying (1°) twice, we obtain

< 2 (1) + 1= Il mle3 ) < 7
O
Claim 4.
>ttt > Mt el - 20— sl - [l 200 (@
1,5€{0,1}

Proof. We denote by L and R the left and the right sides of the inequality, respectively.
Applying (viz) and (2°), we obtain

L = ng()(%( D+ (2 (w))]a

Z(M( w)le = 2p1(5 (w))) = [ (w)]e + [} (w)]e — 2p2

]:
= |5 (w)lea + 03 (W)]ea — @5 (w)la — @t (w)]a — 2p2 > R.
Step 3.
Claim 5.

L] L] o w
> et < st 5)
i,5,k€{0,1}

Proof. We denote by L and R the left and the right sides of the inequality, respectively.
Then

L = .kez{%l}!%(so;(wz(w)))| + 1 (@5 ek (w)))]
<Y eet)] £ 1— o)

Jke{0,1}

(3),(4)
< (Jwl+ G+ 49—l o = 63l = 3 (w)la — po)

~ (15— fwla = 201 = Il — It (w)la — 202) < R

O
Now we are ready to finish the proof of Lemma 1.
If pr +p2 < ‘w‘ , then (%) follows from (5).
If py + p2 > ‘ ol , then we have from (3) that
L] [ ) 3
PR EACABNES 2 lwl+3. (6)

J,ke{0,1}





Then
| .’go 1}!902(90;(902(10)))\ = ‘kg{% 1}!9@6(@3(9@2(10)))\ + 13 (5 (e (w)))]

S 2 PSR +1 = [gi(er(w))la

O
Definition. For g € St(3) and 4,5,k € {0,1} let g; ;% be the automorphism induced by
g on the subtree of 7" with the root 7, j, k. We can consider g; ;; as an element of G. By
ls(g) we denote the length of g with respect to S = {a, b, ¢, d}.

Corollary 1. For g € St(3) holds

3
> Uslgige) < 1ls(9) +8.
i,j,ke{0,1}

3 The group G has a subexponential growth

Lemma 2. Let G be a group generated by a finite set S. Suppose that Gq is a subgroup
of finite index m in GG. We consider the growth function of G with respect to S,

Bk) =g € G[ls(g) <k}

and the relative growth function of GGy with respect to S,

Bo(k) = {g € Go|ls(g) < k}l.
Then
B(k) < mBo(k +m —1).
Theorem (Grigorchuk). The group G has a subexponential growth.
Proof. For Gy = St(3) we have m = |G : Go| = 27. We denote
w = lim B(n)"™.

n—oo

It suffices to show that w = 1. Let € > 0. Then there exists C' > 0 such that
Bn) <C-(w+e)"

for every n € N. Note that any g € St(3) is completely determined by the induced
automorphisms g; ;,, where ¢, 7, k run over {0, 1}. From Corollary 1 we deduce

Po(n) < > B)B(ns)... Blns) < CBwte)im® 301

ni+-ng<gn+8 ni+-+ng<3n+8 (1
< C¥(w + €) 18 P(n),

where P(n) is a polynomial of degree 9. By Lemma 2, we have 3(n) < 27 Sy(n + 27 — 1).
Using (1), we deduce
w= lim B(n)"" = (w+ e)%.

n—oo

Since this holds for any € > 0, we have w < w%, hence w < 1. ]






1 Wachstum von Gruppen

Sei G eine endlich erzeugte Gruppe.

1.1 Ein paar Definitionen

1.1 Definition Sei S ein endliches Erzeugendensystem fiir G.
Die Ldnge eines Elements von G beziiglich S ist definiert durch

lg.s(g) =min{n € N | g = sy...8, mit s1,....,8, € SUS '},
wobei S™1 = {s71|s € S} (De la Harpe S.75 IV.1)

1.2 Definition Definiere durch Bg(n) = {g € G | Is(g) < n} die Kugel vom Radius n in
G. Dann ist die Wachstumsfunktion von G beziiglich S definiert durch

va,s 1 No = No, 76,5(n) = [Bs(n)|
(De la Harpe S.151 VI.1)

1.3 Beispiel Die Wachstumsfunktion von Z beziiglich S = {1} ist gegeben durch vz s(n) =
2n + 1.

1.2 Arten des Wachstums von Gruppen

1.4 Definition Seien f1, f> : Ng — Ny zwei monoton steigende Funktionen. Dann schreibe
f1 = fa, falls Konstanten a,b € N existieren, sodass fiir alle n € Ny gilt:

fi(n) <ax fo(bxn)
Schreibe fi1 ~ fo, wenn f; < fo und fy < f1 gelten. Dann heiflen fi und fo dquivalent.

(De la Harpe S. 168/169 VI.22-25)

1.5 Lemma Fir eine Gruppe G und zwei endliche Erzeugendensysteme S; und S, fir G
gilt immer v¢ s, ~ 73,5,

(De la Harpe S.171 V1.32)

Beweis Setze a = max{lg,(s) | s € S1} und b = max{lg, (s) | s € Sa}.

Dann ist schon Bg, (n) C Bg,(an), da fir g € Bs,(n) mit g = sy...s3 fiir s; € S; und
k=1s(9) <ngiltlg,(s;) <a,also ls,(g9) < ka < na.

Die andere Richtung gilt analog.



1.6 Definition Sei G endlich erzeugt und v eine Wachstumsfunktion von G.

(i) Falls v(n) ~ exp(n) so sagt man, das Wachstum von G ist exponentiell.
(ii) Falls a € Ny existiert, sodass y(n) ~ n® ist, so sagt man das Wachstum von G ist
polynomiell.
(iii) Falls y(n) = exp(n) und v(n) =~ n® fiir alle a € Ny, so sagt man G hat mittleres
Wachstum.

Wenn wir nur wissen, dass y(n) » exp(n), dann sagt man G wachst subexponentiell.

(De la Harpe S.180/81 VI.51)

1.7 Fekete Lemma Sei a : N — R eine subadditive Funktion, d.h. Vk,l € N a(k +1) <
a(k) + a(l). Dann gilt:
a(k) a(k)

bl T S T <

Zusétzlich gilt Vk € N: kL < a(k) < ka(1).

Beweis Sei a € N. Jedes k € N lésst sich schreiben als & = ga + r, wobei ¢ € Ny und

r € {0,...,a — 1}. Es gilt wegen der Subadditivitét: @ < %, fiir ¢ = 0 also

@ < @ und fiir ¢ > 0 gilt # < %Ela) + %. Fiir den Limes gilt also:
b @) _ - a(@) | a(r) _ afa)
k—oo k—oo qa a

Hierbei ist lim aq(;) =0,dar €{0,...,a— 1}, aber ga — oc.

k—o0

Da die Abschitzung fiir jedes a € N gilt, folgt die Behauptung. Die Zusatzbehauptung
erhalt man so:

Sei k € Ny fest. kL = klgfi@ < k‘% = (k) und wegen der Subadditivitat folgt:
i>

alk) =a(l+...+1) < ka(l).

1.8 Folgerung Sei 8 : N — Ry eine submultiplikative Funktion, d.h. Vk,l € N g(k+1) <

B(k)B(1). Dann gilt:
A= kli}ngo v B(k) = inf ¥/B(k) < o0

E>1

Weiter gilt fiir jedes k € N: A* < B(k) < g(1)*

Beweis Die Funktion a(k) :=log(f(k)) ist subadditiv:

Vk,l € N:log(B(k +1)) <log(B(k)B(1)) = log(B(k)) + log(B(1))-



Also gilt

Jim tog((3(k))#) = tim PEIE) _ g OB _ o 05004 < oo,
und damit auch klim Y/ B(k) = Iir>1f1 Y/ B(k) < oo.

Dann gilt auch:
Vk € N : klog(A) = log(A*) < log(8(k)) < klog(5(1)) = log(B(1)"),
d.h. A% < B(k) < B(1)F.

(de la Harpe S.183/84 V1.56)

1.9 Bemerkung Die Wachstumsfunktion v einer endlich erzeugten Gruppe G ist submul-
tiplikativ.

(De La Harpe S.154 VI.3(ii))

Beweis Seil die Langefunktion und v die Wachstumsfunktion bzgl. eines endlichen Erzeu-
gendensystems von G. Seien k,l € N. y(k+1) = |B(k+1)| = |{g € G|l(9) < k+1}].

Fiir g € B(k + 1) existieren hy € B(k) und hy € B(l) mit g = hyhs.
Fiir alle hy € B(k) und hy € B(l) gilt umgekehrt natiirlich auch [(hi1hs) < k1.

Es gﬂt also B(ki + l) = {h1h2|h1 S B(k), hy € B(l)}, d.h.
Y(k+1) = |B(k+1)| = {hiha|h1 € B(k),ha € B(D)}| < [B(K)|[B(1)] = y(k)v(])

1
n

1.10 Bemerkung Wenn G exponentiell wichst, dann gilt lim vg g(n)= > 1.
n—oo

Beweis Sei v die Wachstumsfunktion von G, mit v ~ e™.
Es existieren Konstanten a,b > 0 mit e” < ay(bn) fiir alle n € N. Dann ist y(bn) > Lem.
Setze in diese Gleichung ein: n = [}k] Dann ist

v(k) > y(k[Lk]) > LelbH fir beliebige k € N. D.h.

1 1 1 (30
lim y(n)» > lim (Lels")n = lim e ’\1/% > 1, da ¢ > 0 und fiir groBe n gilt [$n] > 1.

n—00 n—oo n—oo



2 Definition und Notationen zur Grigorchuk Gruppe

2.1 Die Grigorchuk Gruppe

Die Grigorchuk Gruppe G = ( a,b,c,d ) ist die Gruppe, deren Elemente Automorhismen
des unendlichen Bindrbaumes sind und deren Erzeuger wie folgt definiert sind:

2.1 Bemerkung Es gelten:

a?=0=c2=d>=1,bc=cb=d, cd=dc=b, bd=db=c.

Folglich ist die Untergruppe H = ( b,¢,d ) endlich und isomorph zur Kleinschen Vier-
ergruppe Zo X Zs.

2.2 Einige Notationen

2.2 Definition Bezeichne mit St(n) die Untergruppe, die aus allen Elementen von G
besteht, die den Baum bis zum n-ten Level fixieren.

2.3 Beobachtung Es gilt St(1) = (aba, aca, ada, b, c,d) = (b, ¢, aba, aca).

Erklarung Es ist klar, dass jedes Element von St(1) eine gerade Anzahl an a’s enthalten
muss, damit das erste Level fixiert wird. Dies ist die einzige Bedingung fiir Elemente aus
St(1).

Man sieht, dass alle als Erzeuger genannten Elemente eine gerade Anzahl a’s enthalten und
somit auch alle Kombinationen dieser Elemente, weil a’s nur in Form von a? = 1 gekiirzt
werden konnen.



Umgekehrt noch zu zeigen: alle Elemente in St(1), bzw. Elemente, die eine gerade Anzahl
an a’s enthalten sind bereits erzeugt von b, ¢, aba, aca. Sei g € St(1). Dann hat g eine gerade
Anzahl von a’s und wegen a? = 1, sowie bc = cb = d, usw kénnen wir g auf die folgende
Form bringen:

g = a®°x1azxsa...ax,a’t,

wobei eg,e; € {0,1}, x1,..,2, € {b,c,d}, und n € Ny ungerade, falls ey = e, sonst n
gerade.

Da wir wissen, dass g eine gerade Anzahl an a’s enthélt ist g also zusammengesetzt aus den
oben genannten Erzeugern: Nehme immer von einer Seite einen ”Baustein” weg, es kann
am Ende hochstens ein einzelnes a librig bleiben, dann wére jedoch die Anzahl insgesamt
ungerade. Somit ist g zusammengesetzt aus den oben genannten Erzeugern.



3 Das Wachstum der Grigorchuk Gruppe

Ziel des folgenden Abschnitts ist zu zeigen, dass die Grigorchuk Gruppe subexponentielles
Wachstum hat. (Giederung ab hier wie in der Ausarbeitung von Prof. Dr. Oleg Bogopolski,
s. Anhang, dhnlich wie bei De La Harpe S.249-251, VII1.59-61)

3.1 Einige Vorbereitungen

3.1 Definition Sei S* die von a,b, ¢, d erzeugte, freie Halbgruppe.

Sei S}, qqe die Untergruppe von S, deren Elemente eine gerade Anzahl an a’s enthalten.
Es gibt natiirliche, surjektive Homomorphismen von 5™ auf G und von 57, 4. auf St(1). Das
bedeutet, jedes Element g € G kann durch ein Element in S* ausgedriickt werden, da jeder
Erzeuger die Ordnung 2 hat und somit sein eigenes Inverses ist. Genauso bei S;emde und
St(1). Definiere nun einen Homomorphismus ¢ : S5, 4. — S* X S*, ¢(x) = (do(7), ¢1(2))
durch die Vorgaben:

¢(b) = (a7 0)7 ¢(aba) = (Cv a)
¢(c) = (a,d),  ¢laca) = (d,a) (i)
(b(d) = (15 b)7 ¢(ada) = (b’ 1)

~

Notation Seiim Folgenden w € S* ein Wort, mit der Eigenschaft, dass der Automorphis-
mus g € G, den w représentiert in St(3) liegt. Das heifit insbesondere gilt: g enthélt eine
gerade Anzahl an a’s und damit enthélt auch w eine gerade Anzahl a’s.

3.2 Definition/Beobachtung Umjformungen von Typ 1 sind: bc = ¢b ~~ d, cd = dc ~
b, bd = db ~~ c.

Die Umformungen von Typ 2 sind: a® ~ 1, b2 ~ 1, ¢ ~» 1,d? ~ 1

Sei |w| die Lénge von w. Sei |w|, die Anzahl an a’s in w, sowie |w| . fiir die Anzahl an b’s
und c¢’s, usw.

w 1asst sich durch Umformungen von Typ 1 und 2 auf die folgende Form bringen:
w = a®°r1ax2a...aT,a%", (i)

wobei eg,e1 € {0,1}, 1, ...,x, € {b,c,d},
und n € Ny ungerade, falls ey = e1, sonst n gerade.

3.3 Behauptung Wenn w reduziert ist, gilt:

|w] +1
2

w] — 1
2

(iii)

< Nwlp,e,d <



Beweis Das folgt direkt aus der reduzierten Form von w wie in (47).

3.4 Definition Sei 7;(w) die Anzahl der Umformungen vom Typ i = 1, 2, die durchgefiihrt
werden miissen, um zur reduzierten Form von w zu gelangen.

Sei w*® die reduzierte Form von w.

Sei p(w) = 7 (w) + 21 (w) die Anzahl von gewichteten Reduktionen von w.

Sei p1(w) = p(¢o(w)) + p(P1(w)).

3.5 Behauptung Es gelten:

wla > fwla = p(w) (iv)
|w*]e.a 2 [w]e.a — 2p(w) (v)

Beweis Zu (1): Wenn ein d durch eine Umformung verschwindet, wird p(w) entweder um
eins (Typ 1) oder um zwei (Typ 2) groBer.

Zu (2): Da durch die Umformung cd = dc ~~ b die linke Seite um zwei weniger wird, aber
die rechte nur um eins, kommt der Faktor zwei zustande.

3.6 Definition Schreibe ¢f(w) = (¢i(w))*.

3.7 Behauptung Es gelten:

|po(w)]a + [p1(w)|a = |w]c (vi)
|96 (w)la + 97 (w)la > [wle — 2p1(w) (vii)

Beweis Zu (vi): Folgt direkt aus der Definition von ¢, siehe (i).

Zu (vii): nach (iv) gilt: |¢(w)|a + |p1e(w)|a > |do(w)|a + |1 (w)]|a — p(do(w)) — p(¢P1(w)).

Nach (vi) ist die rechte Seite gleich |w|. — p1(w) > |w|. — 2p1 (w).

3.2 Das Hauptlemma

3.8 Lemma (entspricht De la Harpe S.249 VIIL.59)
Sei w € S* ein reduziertes Wort welches mit einem Automorphismus g € St(3) korre-
spondiert, d.h. g fixiert alle Punkte bis zum dritten Level. Dann gilt:

S 86 w))] < Sl +8 ()

i,7,k€{0,1}



Beweis Um das Hauptlemma zu beweisen, beweisen wir zuerst die folgenden Behauptun-
gen 1-5 iiber w.

Behauptung 1 Es gelten:

[Go(w)] + [¢1(w)] < |w[ +1 = [wla (1)
|96 (w)] + 17 (w)] < fw[ +1 = |wla — p1(w) (1

Beweis Zu (1): nach (i) ist w von der Form w = a®x;...z,a°!, wobei n
ungerade, falls eg = ey, sonst n gerade und eg,e; € {0,1}. das heifit ¢(w)
hat eine der vier Formen:

d(w) = ¢(w1)d(axza)...p(arn—1a)d(Ty), ep=e =0 (
d(w) = ¢(axia)d(r2)...0(xn—1)¢(azna) ep=¢e; =1 (
o(w) = ¢(x1)d(axea)...p(xn—1)d(ax,a) eo=0,e1 =1 (
o(w) = ¢laxra)P(xs)...0(ax,_1a)d(xy) eo=1,e,=0 (

Fiir jedes d welches in w enthalten ist, erhalten wir auf der linken Seite der
Gleichung (1) einmal -1, weil ¢(d) = (1,b) und ¢(ada) = (d, 1), so kommt
auf der rechten Seite —|w|q zustande. Die Lénge von ¢;(w), ¢ = 0,1 ist
jeweils maximal n, siehe Definition von ¢. Es gilt jedoch: die Lange von
|w] ist:

Fall D: n+ (n — 1) = 2n — 1, wegen 1, ..., 2, und (n-1)-mal a

Fall @: n+ (n+1) = 2n + 1, wegen 21, ..., x, und (n+1)-mal a

Fall 3): n+n = 2n, wegen 1, ..., Z,, und n-mal a

Fall @: n+n = 2n, wegen 1, ..., z, und n-mal a

Wegen Fall (2) muss also auf der rechten Seite der Gleichung in (1) +1
hinzugefiigt werden.

Zu (1°): Folgt sofort aus (1) mit der Definition von p;.

Behauptung 2 Es gelten:

|po(w)

|¢(.)(w)‘c,d + |¢I(w)|c,d 2 |w|b,c - 291 Z

c,d + |¢1(w)|c,d = |w|b,c (2)

w|—1
LR (2%)

Beweis (2) folgt direkt aus der Definition von ¢, siehe (i):

¢(b) = (a,c)  ¢(c)=(a,d)  ¢(aba) = (c,a)  ¢(aca) = (d,a)



Die erste Ungleichung in (2*) folgt direkt aus (2). Aus (v) und (iii)
erhalten wir

jw| =1

[wlp,c —2p1 = |W]p,c,a — |W]ad — 201 > — |wla — 2p1.

Definition Fir die ndchste Behauptung fithren wir ein:

p2 := p(o(¢5(w))) + p(d1(¢5(w))) + p(do(91(w))) + p(P1(61(w))) = p1(d5(w)) + p1 (] (w))

Behauptung 3 Es gilt:
D 185 @5 ()] < |w] 43 = [w]a — pr = |65(w)]a — |61 (w)]a — po

i,j€{0,1}

Beweis Mit zweimaliger Anwendung von (1°) erhalten wir:

S let@ @)= 3 16505 (w)] + |63 (6 (w))

i,j€{0,1} je{0,1}

<Y (8w 41— (63 (w)]a — pr(65(w)))
j€{0,1}

= |6g(w)] + |63 (w)] +2 — 68 (w)]a — |6 (w)]a
— (pr(B4(w)) + pr (62 (w))

= |63(w)] + |63 (w)] + 2 — [68(w)a — |63 (w)]a — p2

Q1) +3 = [wla — 168(w)]a — |63 (w)]a — p2-

Behauptung 4 Es gilt:

jw] =1

Yo 16885 (w))la =

i,j€{0,1}

— |wla = 2p1 — [#5(w)]a — |7 (w)]a = 2p2

Beweis Durch Anwenden von (vii) und (2°) erhalten wir:

oo 1eN@sw)la= Y 165(85w)) + |¢1(¢5 (w))]

1,j€{0,1} j€{0,1}
23T (88wl — 201 (5 (w))
j€{0,1}
= |83(w)]e + 63 ()] — 2p1 (D4(w)) + p1 (6% (w)))
= ‘¢6(w)|c + |¢I(w)|c - 2[)2
— 163 (W) esa + 163 (0) 00 — |63 (w)]a — 16 ()] — 20

(& ’LU| -1 ° °
SL 200 — I3l — 163 )l — 290,
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Behauptung 5 Es gilt
G E s 6)

i,5,k€{0,1}

Beweis Bezeichne mit L die linke und R die rechte Seite der Ungleichung.
Wir benutzen (1),(3),(4):

L= 1855wl + 16365 (0% ((w)))]

j,ke{0,1}
< S et )] +1 - |6 (oh(w))]a
j,ke{0,1}
=( > |¢;(¢z(w>>|) —( > |¢;<¢z(w>>|d) +4
j,ke{0,1} j,ke{0,1}
3).(4 _ 1
"Ll 3~ fuwla — o~ |63l — |3 w)la — o~ L
+ |wlq + 2p1 + |65 (w)|a + |07 (w)|a + 2p2 + 4
I Lk S
= 9 9 P1 T P2

w 1
=%+§+7+p1+P2§R

|w]

Jetzt beweisen wir das Lemma 1. Falls p; +p2 < 3, so folgt sofort aus (5) die Behauptung.
Sei nun p; + po > %. Nach (3) gilt:

> 18565 (w))] < hw| +3 — |wla — pr — [¢§(w)la — 67 (w)]a
1,7€{0,1}
<ful +3- 1] ©
3

Jetzt folgt mit (1) und (6):

Yo 1835l = Y 16585 (S ((w))] + 65 (¢5 (d7(w)))]

i,5,k€{0,1} J.k€{0,1}
o)
< D 1838R W) + 1 - 165 (df (w))la
j,ke{0,1}
®)
< §|w| +7
Damit ist alles gezeigt. (|
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Notation Fiir ein g € St(3) und 4,5,k € {0,1} sei g; j» der Automorphismus der durch
g auf dem Unterbaum mit Wurzel in (7, j, k) induziert wird. Wir konnen g; ; 1 als Element
von G auffassen. Sei lg(g) die Lange von G bzgl. S = {a,b,c,d}.

3.9 Korollar Fiir g € St(3) gilt:
3
> ls(gige) < 1ls(9) +8
i,5,k€{0,1}

Das erhalten wir durch Anwendung von Lemma 1. Fiir das Wort w € S7,. 4., das dem

Automorphismus ¢ entspricht, ist die dreifache Anwendung von ¢® wohldefiniert, wegen
g € St(3). Die Liange von ¢ entspricht dabei der Linge des Wortes w und die Lénge
ls(gi,jk) entspricht der Lénge des Wortes |¢7 (65 (¢, ((w)))]

3.3 Die Grigorchuk Gruppe hat subexponentielles Wachstum

3.10 Lemma (Entspricht De la Harpe S.251 V.II1.60)
Sei GG eine beliebige Gruppe mit endlichem Erzeugendensystem S. Sei G eine Untergruppe
von G mit |G : Go| =m. Sei : N — N die Wachstumsfunktion von G bzgl. S, d.h.

B(k) = {g € Glis(g) < k}|

wobei lg die Langefunktion von G bzgl S sei. Sei Gy : N — N definiert durch
Bo(k) = [{g € Golls < k}|

(Beachte: fp ist keine Wachstumsfunktion fiir Goy!) Dann gilt:

B(k) <mpo(k+m—1)

Beweis (nach De La Harpe) Die Menge der Rechtsnebenklassen von Gy,
Go\G = {Gog|g € G} ist ein metrischer Raum bzgl. der Metrik

d(Gox, Goy) = inf{ls(z" hy)|h € Go}
Uberpriife: Fiir z € G gilt d(Goz, Gox) = 0, Vz,y € G ist

d(Gox, Goy) = inf{ls(z™"hy)|h € Go}
=inf{ls((z"hy)")|h € Go}
=inf{ls(y 'h'z)|h € Gy}
= inf{ls(y~'hx)|h € Go} = d(Goy, Gox)

und Vz,y,z € G, mit hy, he € Gg,s.d.
ls(z7 h1z) = inf{ls(z=thz)|h € Go} und
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Is(z7 " hay) = inf{ls(z~"hy)|h € Go} gilt:

d(Goz, Goz) + d(Goz,Goy) = inf{ls(xz ™ hz)|h € Go} +inf{ls(z ' hy)|h € Go}
=ls(z 7 hi2) +1s(z thay)
> lg(z 7 hizz thoy) = (™ hihay)
> inf{ls(z " hy)|h € Go} = d(Gox, Goy)

Da S G erzeugt, konnen zwei Elemente z,y € Go\G durch eine Kette xg = x, 21, ...,x, =y
mit d(zj_1,z;) =1, j € {1,...,n} verbunden werden.

Begriindung: Sei T = {1 = z1,...,2,,} ein Rechtsvertreter-System fir Gy in G, d.h.
Go\G = {Goz1,...,Goxm . Nach Algebra werden die Rechts-Nebenklassen durch Rechts-
multiplikation mit einem Element aus G permutiert, d.h. Vi € {1,..m}, s € S 3j €
{1,...,m} : Goz;s = Goz;. Das heifit, xisscj_l € Gy. Also ist schon

d(GO,’Ei,Gol‘j) = Z?’Lf{l(.’)?;lhl‘j”h € Go}

= l(x;lxisxjflxj) =1
Wegen |G : Gp| = m und der Dreiecksungleichung gilt daher:
fir z,y € Go\G : d(z,y) < m — 1. Deshalb kann man Représentanten di,...,d,, € G
wihlen, sodass {di, ..., d,, } ein Rechtsvertreter-System fiir G ist, d.h. {d;!,...,d;;'} ist ein
Linksvertreter-System und zusétzlich fiir jedes j gilt:
ls(dj) < j—1 (beginne mit d; = 1, usw.). Dann gilt fiir jedes g € G: g = dj_lh, fiir ein
h € Gp und ein j € {1,...,m}. Damit erhalte:

ls(g) <ls(dj) +1s(h) <j—1+1s(h)

Da jedes solche h nun fiir héchstens m verschiedene Elemente in G verwendet werden kann,
folgt fur k € N:

{g € Glis(g) <k} <ml{h e Go[ls(h) <k+m—1}
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3.11 Satz (Grigorchuk) (Entspricht De la Harpe S.252 VIII1.61) Die Grigorchuk-Gruppe
G hat subexponentielles Wachstum.

Beweis Fiir die Untergruppe Gy = St(3) < G gilt m := |G : Go| = 27. Erklirung:
|G : St(3)| = |G : St(1)||St(1) : St(2)||St(2) : St(3)| = 21222% = 27.

Veranschaulichung am Baum: Betrachte jeweils die Kanten zwischen zwei Leveln (von der
Wurzel bis Level 3); Zdhle dann die Anzahl an moglichen Anordnungen der Kanten.
Zwischen Wurzel und Level 1: nur 2 mogliche Anordnungen: (1,2) und (2,1),

zwischen Level 1 und 2 genau vier verschiedene Anordnungen ohne Level 1 zu dndern:

((1,2),(34)), ((1,2),(4,3)),((2,1),(3:4)),((2,1),(4,3)),

zwischen Level 2 und 3 genau 16 verschiedene Anordnungen ohne Level 1 und 2 zu dndern:
((1,2),(3,4),(5,6),(7,8)), ((1,2),(4,3),(5,6),(7,8)), usw.

(Das zeigt zwar nur ”< 277 aber das reicht auch fiir die weiteren Berechnungen)

Notation Wir setzen jetzt w = lim B(n)%. Dann geniigt es nach 1.10 zu zeigen, dass
n—roo

w < 1. Wegen 1.8 und 1.9 wissen wir schon, dass
Vk € N:wk < B(k) < B(1)k.

Sei nun € > 0. Nach 1.7 und 1.8 ist w < oo und wir finden kg € N, sodass fiir alle & > kg
gilt:

w—e<YBk)<wtes (w—e" <BE) < (w+e)f
Fir C := B(ko) gilt dann fiir alle £ € N:

Bk) < Cw+e)*, (%)
weil (w+€) > 1, wegen w > 1 und B(ko) > 1.

Fiir jedes g € St(3) ist g eindeutig bestimmt durch die induzierten Automorphismen g; ;
mit 4,5,k € {0,1}. Jedes g € St(3) mit ls(g) < n erfiillt nach dem Korollar 3.9 die

Eigenschaft 3, ; tc10.13 s(gi5.k) < 3n 4 8. Deshalb gilt:

[gest®) 1s(g) <ntClgeGl Y lslgisu) < on+8)

- 4
i,5,k€{0,1}
Weiter ist
3
{geG| > Is(gigk) < yn+8}]= > |B(n1)] * ... % | B(ns)|
4.5,ke{0,1} ni+...+ng<3n+8

Begriindung: Fiir jedes g aus der Menge kann man h; € B(ny) wéhlen, ein hy € B(ns), usw.
mit 40,0,0 = hl, g0,0,1 = hg, usw. fur ny,...,ng € Ng mit ny + ... + ng < %TL + 8. Das heift
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fiir jede Menge {n1, ...,ng} mit ny + ...+ ng < 2n+8 gibt es héchstens [B(ny)| ... x|B(ns)|
Moglichkeiten.

Also gilt:

Bo(n)

IN

> B(n1)...4(ns)

n1+...+n3§%n+8
)

Z Cr(w+e)™" *x...xCx(w+e)"®
n1+...+n8§%n+8

Z CS % (w +€)n1+..+n8

ni+..+ng<En+8
3
< CB(w + )2t E 1
n1+..4+n8§%n+8

= C%(w + €)1 P(n),

INZ

wobei P(n) ein geeignetes Polynom vom Grad 9 ist.

Nach Lemma 3.10 ist aulerdem:
B(n) <27By(n+27 — 1)
< 270w + € 32D p(p 4 2T - 1)
=2"C8(w + 6)3(2771”8(01 + e)%”P(n +27—-1)

Es gilt:
Jim. {/27C8 (w4 €) 3@ D8Pk 427 —1) =1
Also gilt:
Jim {/B(k) < lim {/(w+ 9 = (w+ o)
Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt daraus schon w < w%, d.h. w < 1. O
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