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Zusammenfassung

Die Thompson-Gruppen FF C V C T wurden 1965 von Richard
Thompson beschrieben. Sie wurden urspriinglich als mogliche Gegen-
beispiele zur Von Neumann Vermutung konstruiert. Seitdem sind die
Thompson Gruppen umfassend untersucht worden und haben sich als
Quelle vieler ungewohnlicher Eigenschaften herausgestellt. Hier wollen
wir nun vor allem die Gruppe F' definieren und die einfachsten Aussagen
iiber Rechenregeln sowie Erzeuger herleiten. Wir folgen dabei vor allem
dem ersten Kapitel aus Belk [1].

1 Definition der Gruppe F
Definition 1.1. Ein Standard dyadisches Intervall ist ein Intervall der Form

E k+1

[277 QL”:| fir k‘,n eN

Eine Partition des Intervalls [0, 1] in Standard dyadische Intervalle heifst
dyadische Unterteilung.

Definition 1.2. Seien D und R zwei dyadische Unterteilungen der gleichen
Grofse. Man kann ihnen einen Homéomorphismus f: [0, 1] — [0, 1] zuordnen,
indem man jedes Intervall von D linear auf das entsprechende Intervall von
R abbildet. Dies wird eine dyadische Umordnung genannt.



Beispiel 1.3. Folgende Graphen stellen zwei dyadische Umordnungen dar:

1 1
3 3
4 4
1 1
2 2
0o 1 1 1 0 |
4 2 2 4

Dyadische Umordnungen konnen auch direkt durch einige ihrer Eigen-
schaften definiert werden.

Satz 1.4. Sei f:[0,1] — [0,1] ein stickweise linearer, monoton wachsender
Homdéomorphismus. Dann st [ eine dyadische Umordnung genau dann, wenn

1. Alle Steigungen von f Zweierpotenzen sind, und

2. Alle Bruchpunkte von f dyadisch rationale Koordinaten haben, d.h. sie
haben die Form ( k| k2 ) fiir kv, ka,nq,ne € Z

on1 ) 9ng

Beweis. Skizze:

Dass dyadische Umordnungen diese Eigenschaften haben ist klar. Fir
die Riickrichtung muss man weitere Bruchpunkte einfiigen um dyadische
Unterteilungen zu erhalten. O]

Definition 1.5. Die Thompson-Gruppe F' ist die Menge aller dyadischer
Umordnungen zusammen mit der Komposition.

Wir notieren die Komposition damit “umgekehrt“ zur iiblichen Reihenfolge,
d.h. fiir f,g € F bezeichnet fg die Funktion mit (fg)(t) = g(f(¢))Vt € [0, 1].

Satz 1.6. F' st torsionsfrei, also auch unendlich.

Beweis. Sei f € F\ {id}, dann existiert ¢, = inf {t € [0,1] | f(¢) #t}. f
hat also eine bei ¢y rechtsseitige Ableitung von s # 1. Da f stetig ist, gilt
f(to) = to, wegen der Kettenregel hat f™ also bei ¢y rechtsseitige Ableitung
von s". Fiir n > 0 ist demnach f # f". O



2 Baumdiagramme

Die Elemente von F' konnen durch Paare von dyadischen Unterteilungen
dargestellt werden. Eine andere Sichtweise von dyadischen Unterteilungen
wird uns nun ermoglichen, F' besser zu verstehen, und insbesondere im
néchsten Abschnitt Erzeuger von F' anzugeben.

Definition 2.1. Dyadische Unterteilungen lassen sich konstruieren, indem
man ein Teilintervall einer Unterteilung auswahlt und dieses in zwei teilt.
Dieses Vorgehen legt eine Darstellung als Bindrbaum nahe: Wir représentieren
die Unterteilungen als endliche Bindrbdaume, deren Knoten Standard dyadische
Intervalle sind, wobei die Wurzel das Intervall [0, 1] ist und ein Knoten |a, b]
entweder ein Blatt ist oder zwei Kinder [a, 3(b — a)] und [3(b — a), b] hat.

Die Tiefe der Blatter entspricht der Lange des Teilintervalls, d.h. das
Intervall eines Blatt der Tiefe n hat Lange 27".

Auf diese Weise konnen wir die Elemente von F' als Paare von Bindrbdumen
auffassen. Wir nennen diese Darstellung ein Baumdiagramm. Wir bezeichnen
den Baum, der den Definitionsbereich beschreibt als Quellbaum, den anderen
als Zielbaum. Dabei zeichnen wir den Quellbaum iiber dem Zielbaum.

Die Notation fiir eine dyadische Umordnung mit Quellbaum 7" und Ziel-

baum V ist dabei [‘j;} Natiirlich miissen 7" und V die gleiche Anzahl an
Blattern haben.

Beispiel 2.2. Hier ist ein Element von F' zu sehen, links dargestellt als Funk-
tionsgraph und rechts als Baumdiagramm.

1
3
7
1
2
0 1 1 1
7 2

Definition 2.3. Die Weite eines Bindrbaums ist die Anzahl der Blatter minus
1. Fir einen Bindrbaum der Weite w nummerieren wir die Blatter von links
nach rechts mit 0,1,..., w.



Definition 2.4. Fir einen Binarbaum 7T der Weite w und eine natiirliche
Zahl n < w definieren wir die Gabelung T' A n als den Bindrbaum der entsteht,
indem man an das n-te Blatt von T zwel weitere Blatter anheftet.

Beispiel 2.5.
T TANA1

Wir benotigen folgende, leicht zu iiberpriifende Rechenregel:

Lemma 2.6. Fir einen Bindarbaum T der Weite w und n,k € N mit
n<k<wgilt
TAnANkE=TANkANn+1

Da die Verkniipfung auf F' einfach die Hintereinanderausfiihrung der
Funktionen ist, gilt aufserdem die folgende Aussage.

Satz 2.7. Sind f,g € F sodass f ein Baumdiagramm {5} und g ein Baum-

diagramm {g} hat, dann ist

5}, dann hat f~! ein Baumdia-

Korollar 2.8. Hat f ein Baumdiagramm [
V
gramm | | .

Satz 2.9. Fir ein Baumdiagramm [ ] der Weite w und ein n < w gilt

V=)

T/\n}

Beweis. Es sei f = [5] und g = [V An



Es habe das n’te Blatt von T' Tiefe k und das n’te Blatt von V Tiefe m,
dann hat f auf dem Intervall, dass dem n’ten Blatt von T" entspricht Steigung
2k—m,

Aber sowohl das n’te und (n + 1)’te Blatt von 7' A n hat Tiefe k + 1, bei
V' A n entsprechend m + 1, damit hat g auf diesen Intervallen die Steigung
Ukt D)=(m41) — 9k=m Ty f und ¢ auf den anderen Intervallen offenbar ohnehin
iibereinstimmen, gilt f = g. m

Beispiel 2.10. Links ist ein Baumdiagramm [‘:C] darunter sein Funktionsgraph,

und rechts ist das Baumdiagramm zu ‘T//& ebenfalls mit Funktionsgraph.

AN AN
NN

1 1

3 | 3

4 4

1 1]

2 2
I I L

0 1 1 1 0 131 1

3 2 78 2

Bemerkung 2.11. Insbesondere kann man also Paare gegeniiberliegender Ga-
belungen kiirzen. Solche Paare werden auch Carets genannt.

Man dieses Verfahren auch nutzen um die Baumdiagramme zweier be-
liebiger Elemente von F' so zu erweitern, dass der Zielbaum des einen mit
dem Quellbaum des anderen iibereinstimmt um anschliefsend Satz 2.7 anzu-
wenden. Im Prinzip kénnen wir also nun beliebige Elemente allein mit ihrer
kombinatorischen Darstellung per Baumdiagramme multiplizieren.

Definition 2.12. Ein Baumdiagramm heiftt reduziert, wenn es nicht wie in
Satz 2.9 vereinfacht werden kann.



Satz 2.13. Jedes Element von F' hat ein eindeutiges reduziertes Baumdia-
gramm.

Beweis. Skizze:

Es reicht zu erkennen, dass der Schnitt zweier moglichen Quellbaume fiir
ein festes Element von F' wieder ein moglicher Quellbaum dieses Elements ist.
Es gibt also einen solchen minimalen Quellbaum, der dann schon eindeutig
ein reduziertes Baumdiagramm bestimmt. O

3 Erzeuger und Prasentationen

Nun wollen wir gewissen Erzeugendensysteme fiir /' untersuchen. Um die
Erzeuger zu definieren bendtigen wir zunéichst eine bestimmte Art von Binér-
baumen.

Definition 3.1. Rechtsranken sind Bindrbaum die enstehen, indem man
immer das Blatt am weitesten rechts aufspaltet. Konkret ist die Rechtsranke
der Weite w mit V,, (engl. right vine) bezeichnet und ist gegeben durch

Vo= ° falls w =0
YOl Ve Aw—1 fallsw >0

wobei e der Baum mit nur einem Knoten ist.
Beispiel 3.2.

Vi Va Vs

Definition 3.3. Wir nennen Elemente von f fiir die ein Baumdiagramm mit
Rechtsranke als Zielbaum existiert positiv. Fiir einen Bindrbaum 7" der Weite

v

Definition 3.4. Wir bezeichnen mit xg, 1, x5, ... Elemente von F', die durch
folgende Baumdiagramme dargestellt werden:

w bezeichnet [T] das positive Element [T



AN
NN N

Konkret definieren wir sie als die positiven Elemente
xp = Vo1 An]
Gelegentlich ist eine leicht andere Darstellung niitzlich:

Lemma 3.5. Fiurn,w € N mit n < w gilt

Ty = [V AN

Beweis.

Ty = [Vor1 An| = Vagr A per Definition

Vn+2
C[(Vipa An)An+2A- Aw
—_ Vi At 2A - Aw Satz 2.9
(Ve An+1A - Aw—1)An
—_ Vg An42A Aw Lemma 2.6
Vi, A .

=V, + 1] = [V A1 per Definition

O

Mithilfe der z,, konnen wir die Gabeloperation A durch die Verkniipfung
von F', d.h. der Komposition, ersetzen

Satz 3.6. Sei T ein Bindrbaum der Weite w. Fiir n < w gilt dann

[Tz, = [T An]
Beweis.
Tz, = {‘2 AACLJ Vi An] = [T An]



Satz 3.7. Die Elemente {x¢,x1,22,...} erzeugen F.

Beweis. Offenbar lésst sich jeder Bindrbaum aus e durch Gabelungen kon-
struieren. Satz 3.6 zeigt daher, dass {x¢, x1, z2, ...} die positive Elemente aus
F' erzeugen.

Um zu sehen, dass die positiven Elemente ganz F' erzeugen, betrachte ein

Element {5] € F. Nach Satz 2.7 und Korollar 2.8 ist dann {5] = [T|[V]™},

wobei [T] und [V] natiirlich nach Definition positiv sind.

Satz 3.8. Fir k <n gelten folgende Rechenregeln:
(i) x oy = 2,y

(ii) ' wy = T2y

(111) TpTy = TpTpir

(iv) @ tayt =y

Bewers. Die Regeln lassen sich leicht mit Lemma 2.6 und Satz 3.6 tiberpriifen.

O
Satz 3.9. Die Elemente x¢ und x1 erzeugen F.

Beweis. Mit Satz 3.8 konnen wir folgende Aussage iiber die Konjugation
machen

Damit haben wir )
Ty = (x1)%0
und das zeigt, dass {xg, 21, x9, ... } durch zo und x; erzeugt werden. ]

Die Rechenregeln aus Satz 3.8 sowie die Aussagen iiber die Erzeuger in
Satz 3.7 und Satz 3.9 lassen nun die folgenden drei Aussagen iiber Préisenta-
tionen und Normalformen plausibel erscheinen. Vollstandige Beweise wollen
wir hier allerdings nicht angeben.

Theorem 3.10. F' hat eine Prasentation
(xo, 1, Tay -+ | Tpp = TpTpyq flir k< n)
Theorem 3.11. F' hat eine endliche Prasentation
(o, 21 | Taw1 = @123, 2371 = T174)

wobei hier fir n > 2 die Symbole x,, fir die Worter (351)9”3_1 stehen.
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Theorem 3.12. Jedes Element von F' kann eindeutig dargestellt werden als
ein Ausdruck der Form

ag a —bn —bg
xo ...xn"xn '..‘IO
fir einn € N und ag, . .. ay, by, ..., b, € N sodass genau eines von a, und b,

ungleich null ist und zudem fiir alle v gilt:
a; #0 und b; #0 = a;41 # 0 oder b1 # 0

Bemerkung 3.13. Die positiven Elemente von F' sind genau diejenigen, die in
dieser Normalform nur positive Exponenten haben.

Beispiel 3.14. Wir versuchen nun das Wort xox4zo75 1x2x5 ! in Normalform
zu bringen, indem wir die Regeln aus Satz 3.8 anwenden.

To 24 7o (23" 29) 15"
=20 (24 12) 1 ;" 25" (i)
=20 Ty (75 29) 7, " 7y (iii)

(
(

iii)

= T T3 Te Ty T3 iv)
=22 x5 1o Ty " 3" mehrfach (iii)
= x% Ts xgl

4 Die Kommutatorgruppe

Aus der unendlichen Préasentation lasst sich leicht ablesen, dass die Abelisie-
rung von F' gegeben ist durch

(0,201,219, ... |ty +ap =z + Ty firk<n)= Z&Z

Wir konnen die die Kommutatoren von F' allerdings auch konkreter be-
schreiben und dadurch Einsichten iiber die Kommutatorgruppe [F, F'| und
Quotienten von F' erlangen.

Satz 4.1. Wir definieren eine Funktion ¢: F — Z & Z durch o(f) =
(log, f'(0),log, f/(1)), wobei entsprechend die rechts- bzw. linksseitige Ab-

leitung gemeint ist. Dann ist ¢ ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit
ker o = [F, F].



Beweis. Dass ¢ ein Homomorphismus ist folgt sofort aus der Kettenregel.
Weiterhin gilt nun

o(xo) = (1,—1) und ¢(x1) = (0,—1) .

{(1,-1),(0,—1)} erzeugen Z & Z, also ist ¢ zumindest ein Epimorphismus.
Diese beiden Vektoren sind aber auch linear unabhéngig. Weil zudem {zg, 21}
ganz F' erzeugen, folgt ker ¢ = [F, F]. O

Definition 4.2. Ein dyadisches Intervall ist ein Intervall der Form

{kl ko

%, %:| fir kl,k'g,nl,nz cZ

Ein dyadisches Intervall ist offenbar eine Vereinigung endlich vieler Stan-
dard dyadisches Intervalle (siehe Definition 1.1).

Definition 4.3. Fiir eine Funktion f: [0,1] — [0, 1] nennen wir

supp(f) = {t € [0, 1] [ f(t) # t}

den Triger von f. Falls f bijektiv ist gilt offenbar supp(f) = supp(f1).
Damit definieren wir fiir ein dyadisches Intervall I eine Untergruppe von
F als

PLy(I) ={f € F | supp(f) C I}

Bemerkung 4.4. Fiir ein dyadisches Intervall I gilt wegen Satz 4.1, dass
PLy(I) C [F, F] genau dann, wenn I C (0, 1) ist.

Theorem 4.5. Jede nicht nichttriviale Untergruppe von F, die durch [F, F|
normalisiert wird, enthdlt [F, F.

Beweis. Sei N C F eine nichttriviale Untergruppe von F, die von [F F]
normalisiert wird und sei [f, g] ein beliebiger Kommutator in F.

Wihle ein nichttriviales n € N. Da 7 stetig und nicht die Identitét ist,
aber n(0) = 0 und n(1) = 1 gilt, gibt es ein dyadisches Intervall I C (0, 1),
sodass n(/) und I disjunkt sind.

Wegen supp([f, g]) C (0,1) lasst sich nun ein v € [F, F'] konstruieren mit

supp([f, g]) C (1) .

Da N durch [F, F] normalisiert wird, reicht es zu zeigen, dass [f, g eN.
Wir bezeichnen f = 7' und § = ¢7 ', dann ist

[f?g]771 = [fag] und fngPLQ(I) :

10



Damit ist nun [n, f] = ' f~'nf = n~'n/ € N. Leicht lisst sich iiberprii-
fen, dass gilt

supp([n. f1) € TU (1) wnd [n, fI| = F|

und damit folgt schliefslich

Korollar 4.6. Jede echte Quotient von F' ist abelsch.

Beweis. Theorem 4.5 impliziert, dass jeder Normalteiler von F' ganz [F F]
enthélt. O]

Korollar 4.7. [F, F] ist einfach.

5 Die Thompson Gruppe T und V

Wir wollen nun noch kurz die verwandten Thompson-Gruppen 7" und V'
vorstellen. Weitere Informationen zu diesen Gruppen sowie Beweise finden
sich in Cannon u. a. [2].

Um diese Gruppe im Zusammenhang mit F zu definieren, werden wir
auch die Elemente von F' leicht anders definieren. Statt Selbstabbildungen
des Einheitsintervalls [0, 1] untersuchen wir nun solche des Einheitskreises
S1. Wir betrachten dabei S! als das Interall [0, 1] bei dem die beiden End-
punkte zusammengeschlagen wurden und nennen die kanonische Projektion
p: [0,1] - S

Nun existiert fiir jede Abbildung f: S* — S eine Abbildung f: [0,1] —
0,1] mit fp — pf. Bei Punkten z € S* mit f(z) = p(0) setzen wie hierbei
der Eindeutigkeit wegen fiir z € p~1(2)

fz) =

R 0 fallsxz=0
1 sonst

Wir betrachten jetzt solche Abbildungen f, f fiir die &hnlich wie in Satz 1.4
gilt:

1. f ist stiickweise linear,
2. Alle Steigungen von f sind Zweierpotenzen, und

3. Alle Bruchpunkte von f haben dyadisch rationale Koordinaten

11



Dann ist f ...

e ...in F genau dann, wenn f: [0,1] — [0, 1] ein Hom6omorphismus ist,
e ...in T genau dann, wenn f: S' — S! ein Homéomorphismus ist,

e ...in V genau dann, wenn f bijektiv und f rechtsseitig stetig ist.

Offenbar sind das jeweils schwéchere Anforderungen, weshalb FF C T C V
gilt. Ahnlich wie I konnen die Elemente von 7' und V als Paare dyadischer
Umordnungen und somit durch Baumdiagramme beschrieben werden. Aller-
dings ist die Zuordnung der Blatter von Quell- und Zielbaum nicht eindeutig.
Bei Baumdiagrammen fiir 7" muss im Zielbaum das Bild eines (z.B. des ersten)
Blattes im Quellbaum markiert werden, und bei V' muss das Bild jedes Blattes
gekennzeichnet werden.

Durch diese Varianten von Baumdiagrammen lésst sich wie bei F' zeigen,
dass T'und V endlich erzeugt und sogar endlich prasentierbar sind. Nun haben
wir gesehen, dass F' nicht einfach ist, es hat den Normalteiler [F, F] ;Cé F.
Die Kommutatorgruppe [F, F'] ist zwar einfach, allerdings lasst sich zeigen,
dass sie nicht endlich préasentiert ist. Die Gruppen 7' und V sind jedoch
sowohl unendlich, endlich présentiert und einfach. Tatsdchlich war 1" die erste
bekannte Gruppe mit diesen Eigenschaften.
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