Seminar Gruppentheorie Philip Rohrschneider

Gruppen mit kleinen Kiirzungen und die Rips-Konstruktion

Sei F' eine freie Gruppe auf einer Menge X. Ein reduziertes Wort w = y; ...y, (y; €
X U X™') heifit zyklisch reduziert, wenn y, # y;*. Gibt es keine Kiirzungen in einem
Produkt z = uy ... u, (u; € F), so schreiben wir z = uj . . . u,.

Eine Teilmenge R C F' heifit symmetrisiert, wenn alle Elemente aus R zyklisch reduziert
und fiir alle r € R alle zyklisch reduzierten Konjugierten von r und r~! auch zu R
gehoren.

Seien 71,79 € R mit 71 # 1o, 11 = bey und ro = beg, so nennt man b ein Stiick.

Definition. Hat R eine der folgenden drei Eigenschaften, so hat R kleine Kiirzungen
beziiglich dieser Eigenschaft.
1. Eigenschaft C'(\) fiir ein 0 < A < 1:
Wenn r € R und r = bc ist, wobei b ein Stiick ist, dann ist |b] < A|A| (Man nennt
dies auch die metrische kleine Kiirzungen Eigenschaft
2. Eigenschaft C'(p): Kein Element aus R kann als reduziertes Produkt von weniger
als p Stiicken geschrieben werden.
3. Eigenschaft T'(q): Sei 3 < h < q. Angenommen 174, ..., 7, sind Elemente von R mit
r; £ r;rll und r,, # Rl_l. Dann ist mindestens eines der Produkte riry, ..., 7h_17p, 7a1r1
reduziert ohne Kiirzungen.

Bemerkung: Die Eigenschaft C’(\) impliziert C'(p) fiir A < zﬁ'
Ist G = (X | S), wobei S nicht symmetrisiert ist, kann man zum symmetrischen Ab-
schluss R von S iibergehen und erhélt eine neue Prisentation G = (X | R). Man sagt
nun, dass G die kleine Kiirzungen Eigenschaft besitzt, wenn R sie besitzt.

Beispiel. Die Fundamentalgruppe der kompakten, orientierbaren 2-Mannigfaltigkeit des
Geschlechts 2 hat die Présentation

G = <a1ab1>a2762 | [abbl][aQab?])-

In diesem Fall besteht R aus allen zyklischen Permutationen von r und r~!, wobei
r = a; by aibiay by aghy. Offenbar sind alle nichttrivialen Stiicke einzelne Buchstaben
und R hat die Eigenschaft C’(1) und C(8).

Theorem (Rips-Konstruktion). Sei 0 < A < 1 ung G eine endlich prisentierbare Grup-
pe. Dann existiert eine kurze exakte Sequenz von Gruppen

1l K —H- a1,

sodass
(1) H eine endlich présentierte Gruppe ist, die die Eigenschaft C’(\) besitzt.
(2) K eine endlich erzeugte Gruppe ist.

Beweis. Schreibe G = (ay,...,ay | Ri,..., R,). Wir definieren nun H mit
Erzeugern:
Aty .-y Gm, b17b2
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Relationen:
Ribibybibsi ™ biby (i = 1,2,...,n)

-1 Dijy 7 Pij+1 Qi
a; bjaible b1b2 e b1b2
— Ujj u;;+1 Vi
a,;blai 1b1b2” bleZ] e bleU

Wir kénnen nun fiir jedes A > 0 die 7, s, pij, Gij, wijvi; so wihlen, dass

1. r < Siy Dij < Qij, Uij < U5

2. die Intervalle [r;, s;], [pij, @], [wij, vi;] disjunkt sind

3. H eine Gruppe mit der Eigenschaft C’(\) ist.
Definiere ¢: H — G mit a; — q; flir alle ¢ = 1,...,m und b; — 1 fiir j = 1,2. Es ist
klar, dass ker ¢ = (b1, by) der normale Abschluss von (b, by) ist. Da aber aufgrund der
oben definierten Relationen (b1, b2) normal in H ist, ist K = (by, by) endlich erzeugt. [

m;j=1,2)

(i=1,..
(i=1,..

m;j=1,2)

Beispiel. Die Gruppe G = Z x Z = (a,b | [a,b]) hat die Eigenschaft C'(3), C(4) und
T'(4). Wollen nun aus ihr eine Gruppe mit der Eigenschaft C’(; konstruieren. Mache
dies wie im Theorem beschrieben. Also besitzt H zum Beispiel die

Erzeuger:
a,b,c,d

und die Relationen:
a 'b Yabeded?ed? edt ed® ed®

a teacd cd®ed®cd™cd™
a"tdacdcd13cd**cd"® cd™
b~ tebed  cd" S cd™ cd® cd*
b~ tdbed* cd® cd** cd® cd®®
aca” ed*" cd®®cd® cd® cd®
ada™ " cd®*cd® cd** cd® cd®
beb ™ ed™ cd®cd® cd* cd™
bdb~ed*?cd® cd** cd* cd*®

Man beachte, dass es unendlich viele Moglichkeiten gibt ein solches H zu konstruieren.

Korollar 1. Es gibt eine endlich préasentierte Gruppe H mit kleinen Kiirzungen und
endlich erzeugte Untergruppen P, P, < H, sodass P; N P, nicht endlich erzeugt ist.

Beweis. Sei G eine beliebige endlich prasentierte Gruppe mit diesen Eigenschaften. (So
eine existiert.) Konstruiere H wie in dem vorangegangenem Theorem. Seien ()1, Q2 end-
lich erzeugte Untergruppen von G dessen Schnitt nicht endlich erzeugt ist. Sei nun
P = ¢ Q) und P, = ¢71(Q,). P, und P, sind nach Konstruktion endlich erzeugt.
Jedoch ist P, N P, nicht endlich erzeugt, denn sonst wére auch

PPN P) =¢(¢ Q1) N~ (Q2)) = (¢ (Q1NQ2)) = Q1N Q2

nicht endlich erzeugt. [
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Bemerkung: Ein Beispiel fiir eine derartige Gruppe ist die Gruppe G = (a,b |
a"'b?a = b*) mit den Untergruppen H = (a,b~'ab) = Fy, und L = (ba,adb) = F;.
H N L ist nicht endlich erzeugt. [Proposition 23.6 in Introductioin to Group Theory,
Bogopolski|

Korollar 2. Es gibt eine endlich préasentierte Gruppe H mit kleinen Kiirzungen und
einer endlich erzeugten Untergruppe P < H, sodass P nicht endlich présentierbar ist.

Beweis. Wir nehmen eine beliebige endlich présentierbare Gruppe G mit diesen Eigen-
schaften. Konstruiere H wie in obigem Theorem. Es existiert also eine Untergruppe
@ < @G, die endlich erzeugt, aber nicht endlich prisentiert ist. Sei nun P = ¢—1(Q). P
ist endlich erzeugt aber nicht endlich prisentiert, da P/(by, by) = @ ist. O



