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Das Banach-Tarski-Paradoxon ist neben den Vitali-Mengen ein klassisches
Beispiel dafiir, dass nicht alle Teilmengen des R™ messbar sein kénnen. Das ei-
gentliche Paradoxon ergibt sich durch den Vergleich des mathematischen Re-
sultats mit der geometrischen Intuition bzw. der physikalischen Realitat. In
einem gewissen Sinne zeigt das Banach-Tarski-Paradoxon damit eine Grenze
bei der Beschreibung der uns umgebenden Geometrien mittels Vektorraume.
Im Folgenden werde ich das ,,schwache Banach-Tarski-Paradoxon®zeigen, wel-
ches anschaulich besagt:

Fine Vollkugel kann in endlich viele Teile zerlegt werden so, dass diese sich
mittels Rotationen und Translationen in zwei Vollkugeln der urspriinglichen
Grifie zusammensetzen lassen.

Hierfiir verwende ich als Quelle die Seiten 1-6 aus dem Buch Lectures on
Amenability von Volker Runde.

Generalvoraussetzung: Im Folgenden sei, wenn nicht anders behauptet,
G eine Gruppe, welche auf einer nichtleeren Menge X wirkt.

Definition 1. Die Teilmenge E C X heifit G-paradox, wenn es paarweise
disjunkte Ay,..., A, By,...,B, € Eund ¢1,...,9m,h1,...,h, € G gibt,
sodass U2y gi - Ai = B =Uj_; hy - B;.

Ist ¥ C X H-paradox fiir ein H < G, dann ist E offensichtlich auch G-
paradox.

Theorem 2. Die freie Gruppe X = E = Fy = {(a,b |) ist Fy-paradoz.
Beweis. Fir z € {a,b,a',b~'} definiere

W(z) :={w € F; | w beginnt mit z}.



Dann ist
F={1}UW(@UW®O UW@HUWw®m™?).

Sei w € Fy\ W(a). Dann ist a'w € W(a™) und w = a(a™'w) € a- W(a™?).
Also folgt Fy = W(a)Ua-W(a™!) und analog F» = W(b)Ub- W (b™1). O

Proposition 3. Sei G eine G-paradoze Gruppe, welche frei auf X wirkt (d.h.
VgeGVre X:g-v=x= g=1). Dann ist X ebenfalls G-paradoz.

Beweis. Seien Aq,...,An,By,...,B, € G und g1,...,9m,h1,...,h, € G
wie in Definition 1. Sei M eine Menge, die aus jedem G-Orbit G -z, x € X,
genau ein Element enthéalt. Die Konstruktion dieser Menge erfordert i.A. das

Auswahlaxiom. Dann ist {g- M | g € G} eine disjunkte Zerlegung von X,

denn Y g M= U G-x=X.Istg-x=h-yfirg,h € Gund x,y € M, so
geG zeM

miissen x und y wegen h~'g-x = y im selben G-Orbit liegen. Nach Definition
von M ist dann x = y. Da G frei auf X wirkt, ist h=1g = 1.

Seien nun Af =U{g- M |ge A} C X,i=1,...,m,und Bf = U{g- M |
g€ B;} CX,j=1,...,n. Diese sind paarweise disjunkt, da die g - M und
die A;, B; es sind und es gilt

i—1 i=1 i=1 Jj=1

]

Wir wissen nun, dass die Eigenschaft Fs-paradox zu sein sich unter einer
kleinen Zusatzbedingung von Fy auf Mengen iibertréigt, auf die diese Gruppe
wirkt. Offenbar wére es sehr niitzlich, um das Hauptresultat zu zeigen, wenn
es eine Gruppenwirkung von Fy auf den R? géibe. Dies ist auch der Fall und
ergibt sich, indem wir F, als Untergruppe in die Gruppe der Rotationen
einbetten.

Theorem 4. Es gibt eine Untergruppe von SO(3), die isomorph zu Fy ist.

Beweis. Seien

1 2v2 1 0 0
3 + 3

A= a2z 1 g | wdBY =] 0 § T2
0 0 1 0 +22 |1

und seien w; und wy reduzierte Worter in A*', B*' welche auf A*' bzw.
B*! enden. Wir zeigen durch Induktion nach der Wortliange & > 1:

1 1 a
0 c



mit a,b,c € Z und 31 b. Fiir k = 1 ist w; = A*! und wir erhalten

1 1 1
w1 - 0 = - 2\/§ .
(1))

Sei nun k£ > 1, also w; = A w’ oder w; = B¥'w’. Nach Induktionsvoraus-

setzung gilt
1 1 a’
w-| 0| = T V2
0 d

mit ', b, ¢ € Z und 3 1. Daraus folgt

1 1 \C}_
wi-| 0 = o bv/2
()5 (7)

a=a F4',b=0b +2d,c=3c, fallsw, = ATW';
a=3db=bTF2,c=c +4V, fallsw, = B

Offensichtlich gilt a,b, ¢ € Z. Zu zeigen bleibt also, dass 3 1 b. Seien
1,89 € {£1}.

1. Fall: w; = A1 B%2yp

Dann ist b = b F 2a’ mit 3 | a’. Da 311V, folgt 3 1b.

2. Fall: w; = B** A%2v

Dann ist b =8 F2¢ mit 3| ¢. Da 31V, folgt 3 10.

3. Fall: w; = At Aty

Nach Induktionsvoraussetzung gilt

1 1 a//
v-| 0| = = b'\/2
0 !

mit a”,b", " € Z und 31 b". Es folgt
b= +£2d =b+2(a’ FA) =V + b +£2d" — 9" =2 — O

und somit 3 1 b.

4. Fall: w; = B*¥'B*ly

Zeigt man analog zum 3. Fall.

Wegen 3 1 b gilt insbesondere b # 0 und somit



0
Analoges sieht man fiir wy und | 0 |. Somit ist die Wirkung aller nichtleerer
1
reduzierter Worter w auf den R? ungleich der Identitit und es gilt w # 1 in
SO(3). Dann gibt es keine Relationen zwischen A und B, also ist (A, B) =
F. O

Theorem (Hausdorff-Paradoxon) 5. Es gibt eine abzihlbare Teilmenge
D der 2-Sphire S?, sodass S*\ D SO(3)-paradoz ist.

Beweis. Seien A, B €SO(3) wie in Theorem 4, d.h. H := (A, B) = F,. Da
dies Rotationen sind, hat jedes w € H\ {1} genau zwei Fixpunkte in S2.
Dann ist die Menge

D :={z € S*| 3w e H\{1} : z ist Fixpunkt von w}

abzihlbar. Die Gruppe H wirkt dann frei auf S?\ D. Diese Menge ist dann
nach Proposition 3 H-paradox und somit auch SO(3)-paradox. ]

Definition 6. Seien A, B C X. Dann heilen A und B G-dquivalent (i.Z.
A~g B),wennes Ay,..., A, CA By,...,B, C Bund g4,...,9, € G gibt,
derart dass:

(i) A= [JA; und B = | Bi;

i=1 i=1
Offensichtlich ist dies eine Aquivalenzrelation.

Lemma 7. Sei E C X. E ist genau dann G-paradozr, wenn es disjunkte
A, BCFE gibt mit A,B ~g E.

Beweis. <=: Trivial. Man gehe streng nach den Definitionen vor.
=: Seien Ay,...,An,B1,....,B, C Eund g1,...,Gm, h1,...,h, € G wic in

Definition 1. Sei A := |J A;. Wir haben eine Korrespondenz zwischen den A;
i=1

und den g;A;, aber die g;A; sind nicht notwendigerweise paarweise disjunkt.

Um dies zu erreichen, entfernen wir, wann immer g; - a; = g, - aj fir a; € Al,

a; € A fiir ¢ # j auftritt, das Element a; aus A; und lassen A unberiihrt.
Dann erhalten wir neue Mengen A; C A;, i =1,...,m, A= L-J A; C A und
i=1

E= G g;A;. Die Konstruktion von B erfolgt analog. m

=1



Lemma 8. Seien A, B, D1, Dy, E1, E5 C X. Dann gelten:

(i) Ist A ~g B, dann gibt es eine Bijektion ¢ : A — B mit C ~g ¢(C)
fiir alle C C A.

(i) Ist Dy N Dy = ) = Ey N Ey mit Dy ~g Ey und Dy ~g Es, dann ist
D1 UDy ~q E1 U Es.

Beweis. (i) Seien Ay,... A, € A, By,...,B, C Bund ¢1,...,9, € G
wie in Definition 6. Dann ist ¢ : A — B,a; — g;a; mit a; € A; und
it = 1,...,n offenbar eine Bijektion. Sei nun C' C A. Durch A; N C,
L LANCCC p(AINC),. .., 0(A,NC)CP(C)und ¢gy,...,9, € G
erhalt man die gewiinschten Zerlegungen.

(ii) Nach Definition 6 gibt es fiir ¢ = 1,2 Zerlegungen DZ(I), e D,Emi) C D,
Ei(l), e Ei(mi) C E; und g,gl), . ,gfmi) € G mit
DY =, JEV =E,
j=1

=1

und

7

Dann ist DV, ..., D™ DV . DY) bow. ED, . B EW,

..., ™ cine Zerlegung von Dy U Dy bzw. Ey U Ey. Mit gtV ..., g™,

gél), ey gém) erfiillen diese dann die gewiinschten Bedingungen.

gi(j) . DZ(j) = E-(j), j=1....m;.

L]
Proposition 9. Sei D C S* abzihlbar. Dann gilt S* ~go3) S*\D.

Beweis. Sei L eine Gerade durch den Ursprung im R3 mit LN D = . Sei
p(a) €SO(3) die Rotation mit Achse L um den Winkel a. Wir definieren

W:={0€l0,2r) | Iz€ DIneN : p(nh) - x€ D}.

Diese Menge ist abzédhlbar, also gibt es a € [0,27)\W. Fiir alle m € N gilt
dann p(ma)D N D = () und somit auch p(ma)D N p(na)D = @ fiir n € N,

m #mn. Sei D = OC! p(na)D. Dann erhalten wir mit Lemma 8 (ii):

52 = D U (SQ\D) ~S0(3) p(a)D U (SQ\D) = SQ\D
[

Die Niitzlichkeit des Begriffes der G-Aquivalenz diirfte in der nichsten Pro-
position klar werden.



Proposition 10. Seien E,E' C X mit E ~qg FE'. Ist E G-paradox so
auch E'.

Beweis. Seien A, B C FE disjunkt mit A, B ~g E. Wegen E ~qg E’ gilt
dann A, B ~g E’. Nach Lemma 8 (i) gibt es eine Bijektion ¢ : E — E’ mit
C ~¢g ¢(C) fir alle C C E. Also sind A ~g ¢(A) und B ~¢ ¢(B) und somit
auch ¢(A), ¢(B) ~g E'. Da A, B disjunkt sind und ¢ eine Bijektion ist, sind
auch ¢(A), ¢(B) disjunkt. Dann ist E’ nach Lemma 7 G-paradox. H

Korollar 11. 52 ist SO(3)-paradoz.

Beweis. Nach Theorem 5 ist gibt es eine abzihlbare Menge D C S?, so dass
S2\ D SO(3)-paradox ist. Mit Proposition 9 folgt S5? ~go(3) S\ D und nach
Proposition 10 ist dann S? ebenfalls SO(3)-paradox. O

Korollar (Schwaches Banach-Tarski-Paradoxon) 12. Sei G = Isom™ (R?)
= R* % SO(3) die Gruppe der eigentlichen Bewegungen des R* (d.h. Transla-
tionen und Rotationen, aber keine Spiegelungen). Dann ist jeder abgeschlos-
sene Ball im R?® G-paradox.

Beweis. Sei B1(0) der abgeschlossene Einheitsball. Wir zeigen zuerst, dass
B1(0)\{0} SO(3)-paradox ist. Da S? SO(3)-paradox ist, gibt es Ay, ..., A,
Bi,...,B, CS*und g1, ..., 9m, M1, -, h, €SO(3) wie in Definition 1. Seien

Al ={tx|te 0,1,z € A}, i=1,....m

und
By ={tx|te(0,1,r € B}, j=1,...,n

Nun gilt offenbar J g; A7 = By(0)\{0} = U h;B: und By(0)\ {0} ist somit
i=1 =1

SO(3)-paradox und insbesondere G-paradox.

Sei A €SO(3) eine Rotation unendlicher Ordnung um die z-Achse und p,,-z :=
zA"+(1,0,0) fiir z € R* und n € N. Offenbar ist p, € G. Sei D:={p,(0,0,0) |
neN}U{(0,0,0)}. Dann ist p; - D = D\{0} und wir erhalten

B1(0) = DU B,(0)\D ~¢ p1 - DU B1(0)\D = B,(0)\{0}.

Damit ist auch B;(0) G-paradox. O



