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Die folgenden Inhalte entstammen dem Buch ,, Lectures on Amenability“ von
VOLKER RUNDE, insbesondere den Seiten 6 bis 11.

Folgende Kenntnisse werden im weiteren Vortrag benutzt:

Eine Gruppe G operiert auf einer Menge M, wenn einem Element g €
G und m € M ein Element g - m zugeordnet wird, so dass folgende
Bedingungen Vgq, 9o € G, m € M erfiillt sind:

i) (9192) -m = g1 (g92-m)

ii) e¢-m=m

Sei GG eine Gruppe und X eine nicht-leere Menge. Wir nennen E C
X G-paradox, falls eine Zerlegung in paarweise disjunkte Teilmengen
Ai,...,A,, By,..., B, von E existiert mit ¢1,...,gn, h1,...,hm € G,
so dass Uj_,g; - Aj = £ =UJL,h; - B;

Sei GG eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert, und seien A, B C X.
A und B heiflen G-dquizerlegbar, wenn 4 A,..., A, C A, By,...,B, C
B,g1,...,9, € G, so dass:

1) A= U;LzlAj und B = U?ZlBj,




111) ngJ:BJ ijl,,n

Sind nun A und B G-dquizerlegbar, so schreiben wir A ~g B oder
manchmal auch A ~ B. Dies ist eine Aquivalenzrelation.

Weiterhin gilt fiir A, B, Ay, Ay, By, Bo C X:

i) Wenn A ~ B, dann existiert eine Bijektion ¢ : A — B mit
C~o(C) YVCCA

ii) Wenn A; N Ay =0 = By N By mit A; ~ By und Ay ~ By, so gilt:
Al U AQ ~ Bl U B2

Korollar (Schwaches Banach-Tarski Paradox) Jede geschlossene
Kugel im R3 ist paradox.

Korollar Der R? ist paradox.

Definition 0.1.12. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert, und
seien A, B C X. Im Weiteren schreiben wir A <g B oder A < B, wenn A
und eine Teilmenge von B G-dquizerlegbar sind.

Dies ist eine reflezive, transitive Relation auf P(X).

Theorem 0.1.13. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert, und
seien A, B C X, fir die gelte A =g B und B <g A. Dann ist A ~g B.

Beweis. Sei By C B und sei A; C A, so dass A ~g B; und B ~g A;. Seien
¢ : A— Byund ¢ : B — A Bijektionen. Sei Cy := A\ A; und definiere
rekursiv Cy,1 1 = ¥(¢(C,,)). Sei C == U ,C,. Es folgt, dass v (A \ C) =
B\ ¢(C). Daraus folgt A\ C ~ B\ ¢(C). Analog gilt C' ~ ¢(C'). Somit folgt

A=(A\C)UC ~ (B\ §(C)) Ud(C) = B.
O

Theorem 0.1.14 (Banach-Tarski Paradox, Auswahlaxiom (Axiom of choi-
ce, AC) ). Seien A und B beschrinkte Teilmengen des R® mit nicht-leerem
Inneren. Dann ist A ~ B.

Beweis. Aufgrund von Symmetrie und Theorem 0.1.13 geniigt es zu zeigen,
dass A = B. Da A weiter beschriankt ist, existiert ein » > 0, so dass A C
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B,(0). Hierbei sei diese und alle weiteren Kugeln als im R? liegend und als
abgeschlossen zu verstehen. Sei nun weiter z € B. Dann existiert ein £ > 0,
so dass B.(z) C B.

Da B,.(0) kompakt ist, gibt es invertierbare Isometrien (etwa Translationen)
g1, -, Gn - R3 — R3 mit

B.(0) C g1+ B:(z)U---Ug, - B(x).
Wihle nun Isometrien hy, ..., h, mit h; - Bo(x) N hy - Bo(z) = 0 fiir j # k
(erneut geniigen Translationen). Sei S := Uj_,h; - B.(z). Dann folgt aus dem

schwachen Banach-Tarski Paradox (Korollar 0.1.10), dass S < B.(x). Somit
folgt:

ACB.(0)Cg-Be(x)U---Ug, B(x) XS =< B(x) CB

Dies beendet den Beweis. O



0.2 Satz von Tarski

Ein Hauptbestandteil des Beweises des Banach-Tarski Paradox war es, dass
F3 nicht amenabel ist. Amenabilitét ist im Allgemeinen recht kompliziert, bei
diskreten Gruppen geniigt jedoch, dass diese nicht paradox ist. Die Aquivalenz
dieser beiden Eigenschaften wird durch folgendes Theorem sichergestellt:

Theorem 0.2.1 (Tarski, AC). Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X
operiert und set weiter E eine Teilmenge von X. Dann existiert eine endliche
additive, G-invariante Mengenfunktion p: P(X) — [0, 00] mit u(E) € (0, 00)
genau dann, wenn E nicht paradox ist.

Zum Beweis der schwierigen Richtung dieses Theorems — der Riickrichtung
— benotigen wir einige Vorbereitungen.

Wir beginnen mit einigen Begriffen der Graphen-Theorie: Ein (ungerichteter)
Graph ist ein Tripel (V, E, ¢), wobei V und E nicht-leere Mengen sind und
¢ eine Funktion von £ in die ungeordneten Paare von Elementen aus V' ist.
Die Elemente aus V' heiflen Vertizes, die Elemente aus E heiflen Kanten. Sind
nun e € E und v,w € V mit ¢(e) = (v,w), so sagen wir, dass e v und w
verbindet oder dass v und w die Endpunkte von e sind, als (etwas unsaubere)
Sprechweise werden wir e manchmal mit seinem Bild unter ¢ identifizieren.
Ein Weg in (V| E, ¢) ist eine endliche Sequenz (ey,...,e,) von Kanten mit
einer endlichen Sequenz (v, ...,v,) von Vertizes, so dass vy ein Endpunkt
von ej, v, von e,, vj; von e¢; fir j = 1,...n — 1 ist. Wir sagen, vy und v,
werden durch diesen Weg verbunden. Weiterhin sagen wir, dass der leere Weg
jeden Vertex mit sich selbst verbindet.

Definition 0.2.2. Sei (V, E, ¢) ein Graph und k € N.

i) Ist jeder Vertex Endpunkt von genau k Kanten, so heifit (V, E, ¢) k-
requldr.

i) IstV =X UY und jede Kante hat einen Endpunkt in X und einen in
Y, so heifit (V, E, ¢) zweigeteilt.
In diesem Fall werden wir von (X,Y, E, @) als zweigeteilten Graphen
sprechen.



Definition 0.2.3. Sei (X,Y, E, ¢) ein zweigeteilter Graph mit A C X und
B C Y. Fine perfekte Zuordnung von A und B ist eine Teilmenge F von F,
so dass:

i) jedes Element aus AU B ist Endpunkt genau eines f € F und
ii) alle Endpunkte der Kanten aus F' sind in AU B.

Theorem 0.2.4 (Konigs Theorem, AC). Sei (XY, E,¢) ein zweigeteilter,
k-requldrer Graph fiir ein k € N. Dann existiert eine perfekte Zuordnung von
X und Y.

Der Beweis wird hier ausgelassen, man findet ihn etwa in:
John Adrian Bondy und Uppaluri Siva Ramachandra Murty. Graph theory
with applications. Bd. 290. Macmillan London, 1976, p.73.

Konigs Theorem war nur der erste Schritt des Beweises des Satzes von
Tarski. Der néchste Schritt ist jeder Gruppenoperation auf einer Menge ein
Objekt zuzuordnen, dass Halbgruppe dieser Operation genannt wird. Um
dies zu tun, werden wir zunéchst die Definition der Operation erweitern:

Definition 0.2.5. Sei G' eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert.
i) Definiere X* := X x Ny und
G* ={(g,m) | g € G, 7 ist eine Permutation von Ny}
und definiere eine Operation von G* auf X* durch
(9,7) (z,n) = (g-x,m(n)) fir (g,m) € G*,(z,n) € X
ii) Fir A C X* werden solche n € Ny fiir die ein Element in A existiert,
dessen zweite Koordinate n ist, Niveaus von A genannt.
Definition 0.2.6. Seien G, X, G*, X* wie in vorheriger Definition.

i) Fine Menge A C X* wird beschrinkt genannt, falls es endlich viele
Niveaus besitzt.

i) Wenn A C X* beschrinkt ist, so heift die Aquivalenzklasse von A
beziiglich ~¢g+ der Typ von A und wird mit [A] bezeichnet.

iii) Fir E C X schreiben wir [E] = [E x {0}].



iv) Seien A, B C X* beschrinkt und sei k € Ny, so dass
B ={(b,n+k)|(byn) e BfNA=1
Definiere [A] + [B] == [AU B'].
v) Sei
S ={[A] | A C X~ ist beschrinkt}.

So nennt man (S,+) die Modell-Halbgruppe der Operation von G auf
X.

Man priift leicht, dass (S, +) tatséchlich ein (kommutativer) Monoid mit
Identitét [0] ist.
Im folgenden fithren wir eine iibliche Schreibweise ein: Wenn S eine kommu-
tative Halbgruppe ist, so schreiben wir

noe=a+---+a (a€SneN).
—_——

n mal

Auflerdem schreiben wir o < g fiir a, 5 € S, wenn 4 € S, so dass a+v = .

Theorem 0.2.7 (AC). Sei S die Modell-Halbgruppe einer Gruppenwirkung,
weiter sei a, 5 € S und n € N, so dass na = nf. Dann gilt o = (3.

Beweis. Wenn na = nf3, so existieren zwei disjunkte, beschrénkte G*-dquizerlegbare
Mengen E, E' C X* mit paarweise disjunkten Teilmengen A,,..., A, C F
und By,...,B, C E’, so dass

o F=Uj_Ajund E' = U}, B;, sowie
o Ajl=aund [B;]=p Vji=1,...,n

Sei x : E — E'und fir j =1,...,n seien ¢; : Ay — A, sowie ¢; : By = B;
Bijektionen (Wihle ¢y, als Identitét). Fiir jedes a € Ay und b € B; sei

a:={a,¢s(a),...,én(a)} und b= {b,y(b),...,Yn(b)}.

Definiere nun einen zweigeteilten Graph wie folgt: Sei X = {a | a € A;}
und Y = {b | b € B;}. Fiir jedes j = 1,...,n bilde eine Kante von a € X
zu b €Y, falls x(¢;(a)) € b. Weiterhin ist dieser Graph n-regulér. Nun folgt
aus Konigs Theorem, dass es eine perfekte Zuordnung F' gibt.

Fiir jedes @ € X gibt es ein b € Y und eine eindeutige Kante (a,b), so



dass x(¢;(a)) = ¥x(b) fir j,k € {1,...,n}. Fir beliebige j,k € {1,...,n}
definiere

Cix = {a € A | (a,b) € F und x(¢;(a)) = ¢x(b)}

D;, ={be By |(a,b) € F und x(¢;(a)) = ¥x(b)}.
Somit ist 1, o x 0 ¢; eine Bijektion von Cjy zu Djy, also auch C; i ~¢g+ Dj .

Da {Cji | j,k = 1,...,n} und {D,; | 7,k = 1,...,n} jeweils disjunkte
Zerlegungen von A; und By sind, folgt schliefllich A; ~g+ By, alsoa = 5. O

Das folgende Korollar, das eine weitere Kiirzungsrelation liefert, wird beim
Beweis des Satzes von Tarski hilfreich sein:

Korollar 0.2.8. Sei S die Modell-Halbgruppe einer Gruppenwirkung, weiter
seia € S undn €N, so dass (n+ 1)a < na. Dann ist a = 2a.

Beweis. Aus der Annahme erhalten wir
2a4+na=Mn+1la+a<na+a=(Mn+1)a<nao.

Wiederholt man dieses Argument, so folgt na > na + na = 2na. Trivialer-
weise gilt na < 2na. Insgesamt folgt na = 2na = n(2«). Aus dem vorherigen
Theorem folgt dann o = 2a.. O



