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Vorwort

Dieses Skript ist entstanden auf Basis des zweiten Kapitels des Buches ,Lectures on amenability*
von Volker Runde. Es wird hauptsédchlich um den zweiten Teil des Beweis des Satz von Tarski
gehen.
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0 Erinnerung

0.1 Definition Sei G eine Gruppe, die auf einer nichtleeren Menge X operiert. Eine Teilmenge
E C X heifst G-paradox, wenn es paarweise disjunkte Teilmengen A4, ..., A,, By,..., B, C F und
Jis---y9n,h1,..., hy € G gibt, sodass:

! gi - A; = E und |i| h; - B; = E zwei disjunkte Zerlegungen von E sind.

= .

1= =1

0.2 Definition Sei G eine Gruppe die auf einer Menge X operiert, und seien A, B C X Teilmengen
von X. A und B heifen G-dquizerlegbar, wenn Ay,... A, C A,By,...,B, C Bund ¢1,...,9, € G
existieren, sodass:

j=1 j=1
Wenn A und B &quizerlegbar sind schreiben wir A ~g B.

0.3 Definition Sei G eine Gruppe die auf einer Menge X operiert.
(i) Definiere X* := X x Ny und

G* :={(g,7m) : g € G, und 7 ist eine Permutation von Ny},

und G* operiert auf X* durch
(g;m) - (2,n) = (g-z,7(n)) ((9,7) € G",(x,n) € X7).

(ii) Wenn A C X*, dann schreibe n = P2(A) wobei eine Projektion ist. Dann heiflen die n € Ny

Level von A.

0.4 Definition Sei G, X,G*, und X* wie in Definition 0.3.
(i) Eine Menge A C X* heifst beschrinkt, wenn die Projektion Pa(A) endlich ist.
(i) Wenn A C X* beschriinkt ist, heift die Aquivalenzklasse von A beziiglich ~g~ der Typ von
A und wir schreiben [A4].
(iii) Wenn E C X, schreiben wir [E] := [E x {0}].
(iv) Sei A, B C X* beschrinkt, n € Ny, sodass

B :={(b,n+k): (byn) e B}NA=0.
Definiere [A] + [B] :=[AU B'].

(v) Sei
S:={[A] : A C X" ist beschrinkt}.

Dann heift (S, +) die Typen Halbgruppe der Gruppenoperation von G auf X.
0.5 Definition Wir schreiben o < § fiir a, 8 € S, wenn 3y € S, sodass v+ a = .

0.6 Satz FEine Menge E C X ist G-paradox genau dann, wenn [E] = 2[E].



Beweis Sei G eine Gruppe die auf einer nichtleeren Menge X operiert, £ C X eine Teilmenge
von X. Angenommen F ist G-paradox, dann existiert nach Definition 0.1 eine paradoxe Zerlegung
ﬂ gi - A; = E und |i| h; - B; = E, wobei Ay,...,A,,B1,...,B, C E paarweise disjunkte
Teilzgllengen von E sind. gzinn gilt
20 = (£ + [£] = [0 9 A + [[] he- B] =[] o 40 [ b B) = [EUE] = [E]. D
0.7 Korollar Sei S := {[A] : A C X* ist beschrinkt} wie in Definition 0.3 und sei o € S, n € N,
sodass (n 4+ 1)a < na. Dann folgt a = 2.

Beweis Mit den Bedingungen folgt:
2a+na=Mm+1l)a+a<na+a=(n+1)a <na Wiederholtes anwenden liefert
2na = na + na < na. Da trivialerweise, na < 2na, folgt
na = 2na = n(2aq).
Also a =2a. O

1 Satz von Tarski (Teil II)

1.1 Lemma Sei S eine kommutative Halbgruppe, sei Sy C S endlich, und sei € € Sy so, dass
(no + 1)e jé noe fir ng € N, und so, dass fiir jedes a € S ein n; € N existiert mit a < nie. Dann

gibt es eine Funktion v : Sy — [0, 00] mit den folgenden Eigenschaften:

(i) v(e) =15
(i) wenn aq,..., 00, B1,. ., Bm € So so, dass a1 + -+ a, < 1+ -+ B, dann
> wlay) <Y w(By)

Jj=1 Jj=1

Beweis Wir verfahren per Induktion {iber die Kardinalitdt von |Sy|.

Wenn |Sp| = 1, dann Sy = {¢}. In diesem Fall erfiillt v(e) := 1 (i). Um (ii) zu zeigen, sein,m € N
so, dass ne < me, und wir nehmen an, dass n > m + 1. Dann gilt aber (m + 1)e < ne < me, was
der ersten Annahme von e widerspricht.

Wir nehmen nun an, es existiert ein oy € Sp \ {€}. Nach Induktionsannahme existiert eine
Funktion v : Sy \ {ao} — [0, 00|, die (i) und (ii) erfiillt. Da es fiir jedes o € S ein ny € N gibt mit

a < nye, folgt aus (ii), dass v nur endliche Werte annimmt. Wir erweitern v zu Sy durch
1 (2 q
v(ao) := inf ¢ = S vl = > v | ¢
" j=1 J=1
wobei das Infimum iiber alle 7 € N geht und v1,...,7,01,...,04 € So \ {ao} erfiillen

M+ 40 +rag <y 4+ 7.

Es folgt, dass das Infimum iiber eine nichtleere Menge geht, und dass v(ag) > 0. Es bleibt zu

zeigen, dass v erweitert immernoch (ii) erfiillt.



Sei vy, ..y, B, -+, Bm € So \ {ao} und s,t € Ny so, dass
ar+- -+ ap +sa < P+ + B+t (1)

Wenn s =t = 0 ist, folgt die Behauptung aus der Induktionsannahme.
Fall 1: s =0 und ¢t > 0. Wir miissen zeigen, dass

n m
ZV ozj ) < tr(ag —|—ZV
j=1 j=1
d. h.
1 n m
> (S o) - St
j=1 j=1
Sei r € Nund ¥1,...,7p,01,...,04 € So \ {aw} erfiillt
it g t+rag <yt + Y. (2)
Es geniigt zu zeigen, dass

Svln) =3 v | zw. (3)

Aus (1) — merke, dass s = 0 ist — erhalten wir durch Multiplikation mit  und Addition des selben

Terms auf beiden Seiten:
rog 4o ra, Ft0 + -+t <P+ 1By +rtag + 101 + - -+t
(2) einsetzen ergibt:
rag+ o dro, o+ F 0 S+ B it o .

Durch Anwendung der Induktionsannahme erhalten wir

n q m n
Y _vlag)+ty w6 <r) v +ty v(v),
j=1 j=1 j=1 j=1
was (3) impliziert.

Fall 2: Angenommen s > 0.

Es geniigt zu zeigen, dass

n

sv(ag) + Zl/(aj) <zttt ZV(»Bj)a
=1

j=1
wobei 21, ..., z; irgendwelche Zahlen sind, dessen Infimum v(cy) definiert. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass z; = - -+ = z; =: z. Deshalb miissen wir beweisen, dass
(a0) + > _w(ay) < > v(B;
j=1 =



Multiplikation von (1) mit r und Addition des selben Terms auf beiden Seiten ergibt:
roq 4o Froa, Frsag + 10 -+ 0 <B4+ 1By Frtag + 101 + - +tdg. (4)
Es sei y1,...,7p:01,---,0¢ € So \ {a} erfiillt (2) mit
1
= > wvly) = > w5 |-
j=1 j=1
Einsetzten von (2) in (4) ergibt:
rag o ra, Ht0 4+ F g Hrsag K4 F 1By iy o+ Uy

Aus dieser Ungleichung und der Definition von v(ayg) folgt

und durch umformen
sv(ag) + > v(ay) < t% S vly) =Y () | D v =tz + > v(B))

j=1 =1 =1 j=1 j=1

Damit ist der Beweis beendet. [
1.2 Definitionen und Sitze

Kompaktheit

Ein Teilmenge Y eines topologischen Raums X heikt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung

Y C | O eine endliche Teiliiberdeckung Y = |J O; besitzt, wobei Iy C I, |I] < co.
iel i€lo

Produkttopologie

Sei (X;)icr eine Familie topologischer Raume fiir eine beliebige Indexmenge I. Sei X = [ X;
i€l
das kartesische Produkt der Mengen X;. Dann ist die Produkttopologie definiert durch eine Basis

F=A{(mi)ier|ri; € O4y,...,xi, € Oy, }, wobei O; offene Mengen sind.

Satz von Tychonoff (ohne Beweis)

Ist (X;)ier eine Familie kompakter topologischer Riume, dann ist auch das kartesische Produkt
[I;c; Xi mit der Produkttopologie kompakt.

Endliche Durchschnittseigenschaft

Eine Teilmenge A C X hat die endliche Durchschnittseigenschaft, wenn alle endlichen Durchschnit-

te von Mengen aus A nicht-leer sind. VNeN ([ A, #0)= () A, #0
n<N neN



1.3 Satz (AC) Sei (S,+), eine kommutative Halbgruppe mit neutralem Element 0 und sei € ein

Element von (S,+). Dann sind dquivalent:

(i) (n+ 1)e £ ne fiir alle n € N.
(ii) Es gibt einen Homorphismus zwischen Halbgruppen v : (S,+) — ([0, 00], +) so, dass
v(e) =1.

Beweis (ii) = (i) Durch Widerspruch. Angenommen (n + 1)e < ne. Nach Definition 0.5 von
"<” Iy eS:y+ (n+1)e = ne. Dann ist v(y) + v((n + 1)e) = v(ne) wobei v(y) € [0,00]. Da v
ein Homomorphismus ist mit v(e) = 1, folgt v() + n + 1 = n. Ein Widerspruch.

(i) = (ii) Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit nehmen wir an, fiir jedes a € S existiert ein
n € N so, dass a < ne (Falls nicht, definiere spéter v(«) := oo fiir die o ohne diese Eigenschaft).

Fiir jede endliche Teilmenge Sy von S, die € enthélt, sei Mg, die Menge aller x : § — [0, o0] so,
dass

— k(e) =1, und

— k(a+ p) = k(a) + K(P) fir a, B,a + B € Sp.
Betrachte Lemma 1.1(ii) und seien «, 8, + 8 € Sp.

Wihle a1 = a4+ 8 und 1 = o, f2 = 8. Dann gilt v(a + 8) < v(a) + v(B).

Nun wéhle ay = ;a0 = f und f; = a + 5. Dann gilt v(a) + v(8) < v(a + §). Es folgt die
Gleichheit und aus Lemma 1.1 folgt, dass Mg, # 0.

Sei [0,00]® = T [0,00] das kartesische Produkt versehen mit der Produkttopologie. Da das
Intervall [0, o] alssfspologischer Raum aufgefasst werden kann und kompakt ist, ist auch [0, co]®
kompakt nach dem Satz von Tychonoff. Man kann sehen, dass die Menge Mg, fiir jede endliche
Teilmenge Sy C S abgeschlossen ist in [0, c0]®. Dies folgt daraus, dass die Menge Mg, fiir fixierte
a,B,a+ B € Sy die Ebene z + y — z = 0 aufspannt. Diese Ebene ist abgeschlossen in [0, c0]®.
Weiter hat die Familie

{Ms, : So C S ist endlich}

die endliche Durchschnittseigenschaft. Dafiir bemerken wir zunéchst, dass
Mgl n...N Mgk D) Mglu___usk 7é 0. (*)

Weiter nehmen wir an [ {Ms, : So C S ist endlich} = @) Dann gilt:
s€S

ﬂ {Ms, : So C S ist endlich} = 0

SES
@ |J (10,00]% \ Ms,) = [0,00]%
SES
Pompalhett = ([0,00]% \ Ms,) U... U ([0,00]% \ Ms,) = [0, 00]°
& MSlﬂ...ﬁMSk:(Z)

Dies ist ein Widerspruch zu (*). Folglich enthilt ({Ms, : Sp C S ist endlich} mindestens eine Ab-
bildung v : § — [0, o00]. Es ist klar, dass v(e) = 1, und wenn «, 8 € S, dann v(a+ 8) = v(a)+v(B)
wegen v € My 5.0ty U

Wir kénnen nun den Beweis von dem Satz von Tarski zu Ende bringen:



1.4 Satz von Tarski Sei G eine Gruppe die auf einer Menge X operiert, und sei E C X eine
Teilmenge. Dann ezistiert eine Mengenfunktion p : PB(X) — [0,00], mit u[E] € (0,00) und den
folgenden FEigenschaften:

(i) u(gA) = u(A), vAe P, g€ G (G-invariant)
(i) p(ArU...UA,) = pw(A) + ...+ pu(An) (endlich additiv)

genau dann, wenn F nicht G-paradox ist.

Beweis 7 <= " Sei S eine Halbgruppe der Gruppenoperation von G auf X. Wir nehmen an,
dass E nicht G-paradox ist. Wegen Satz 0.6 bedeutet das [E] # 2[E], und aus Korollar 0.7 folgt,
dass (n + 1)[E] £ n[E] fiir alle n € N. Also impliziert Satz 1.3, dass eine additive Abbildung
v:S — [0, 00] existiert mit v([E]) = 1. Dann ist

wBX) = [0,00], A v([A]

die gewiinschte Funktion mit u(AUB) = v([AUBx{0}]) = v([Ax{0})+v([Bx{0}]) = u(A)+u(B).
O



