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1 Konstruktion des Beispiels und Bestimmung der
Fundamentalgruppe

Seien M; ~ S' x D? (1 < i < 4) vier Tori mit der S'-Operation, welche durch
z - (a,b) = (2%a, zb) gegeben ist. Fiir jeden Torus M; betrachten wir einen S'-Orbit
auf OM; und eine abgeschlossene Umgebung A; dieses Orbits auf OM;. Zudem setzen
wir B; = OM;\ A; und verkleben die Tori durch B; ~ A;;1 fiir 1 < i < 3 sowie By ~ Ay,
so dass die enstehende Mannigfaltigkeit orientierbar wird. Die dabei entstehende Man-
nigfaltigkeit nennen wir M.

Als néchstes betrachten wir fiir jeden Torus M; die Abbildung
i M\(ST x {0}) = M;\(S" x {0}),

welche durch ¢;(a,b) = (ao‘iH—ZH, a ||b]|) gegeben ist. Thre Umkehrfunktion ist dann durch

o H(x,y) = (s y = lyt e
gilt

—ay

) gegeben. Diese Abbildung ist fasererhaltend, denn es

a; b T b
2 pila,b) =2+ (@™ albll) = (z%a™ G, zabll) = @iza, b).

Die Operation von S' auf dem Bild von ¢; ist also linear in der ersten und trivial
in der zweiten Komponente. Daran sieht man, dass man jedes M; mit Ausnahme der
,exeptionellen“ Faser in der Mitte als triviales S'-Biindel ansehen kann. Somit iiberfiihrt
; den Auflenbereich des urspriinglichen M; in den eines trivialen Biindels.

Um die Fundamentalgruppe von M zu bestimmen, ist es einfacher, M auf leicht andere
Art mithilfe der ¢; zu konstruieren. Dabei starten wir mit einem trivialen gefaserten
Torus S' x D? mit der S'-Aktion z - (a,b) = (za,b) und entnehmen seinem Orbitraum
zwei offene Kreisscheiben samt ihrer Fasern. Wir erhalten X = (S x D2)\{T},T5}. In
die ,,Locher” von X werden nun die mithilfe von (1, 2 im Randbereich trivialisierten



Tori My und My geklebt. Dazu verwenden wir das Seifert - van Kampen Theorem. Es
gilt:

m(X) = {(q,q2, | [q1, ], [q2,h])
w1 (M;) (i)

(@ "¢

2

Abbildung 1: Der Orbitraum von X

Wir beginnen mit der Verklebung von M;j: Der Schnitt von M; mit X ist ein Torus
m1(T) = (s,t | [s,t]). Dabei sei s der polodiale Erzeuger und ¢ der toroidale Erzeuger.
Wir betrachten die Inklusion

v:T — X

sowie die davon induzierte Abbildung:

b (T) — m(X)
s = q
t — h

Fiir die Abbildung von 7" in den Volltorus M; benutzen wir die Abbildung ¢;. Das Bild
des Erzeugers s von 71 (T") entspricht einer 1-fachen Umrundung in toroidaler Richtung
(erste Komponente), also s — x1. Das Bild von ¢ entspricht einer a;-fachen Umrundung
in torodialer verkniipft mit einer 1-fachen Umrundung in polodialer Richtung. Die Um-
rundung in polodialer Richtung ist jedoch nullhomotop in M7, da M; ein Volltorus ist.
Es folgt t — z". Als Abbildungskette aufgeschrieben bedeutet dies:

T 28 Mi\(S* x {0}) — M
(1)) - -
m(T) =5 m(M\(S x {0}) = (21,3 | [11,3]) — mi (M)
S — T — T
t > x{'s = x]!
Insgesamt erhalten wir mit dem Seifert - van Kampen Theorem:
m(XUM) = (q1,q,h 2 |[q,h] [¢2, 0], ¢4 = z1,h = 27")

= (qu,q2,h | [q1, 1], [q2,h],q7" = D)



Auf analoge Weise ergibt sich:
(X UM U M) = (q1,q2,h | [q1,h], [a2, h], ¢ = h,q5° = h)
Dasselbe Verfahren kénnen wir auch fiir M3 und My anwenden und erhalten:
T (X U M3 U M) = (g3, qa, 1" | a3, 1], a4, 1), q5° = B/, gf* = 1)

Nun schauen wir wieder auf die Konstruktion und sehen, dass wir die Rénder von X U
M, U M und X’ U M3 U M, miteinander verkleben miissen. In Abbildung 2 ist diese
Verklebung durch Farben kenntlich gemacht.

Abbildung 2: Verklebung von X U M1 U My und X U M3 U My

Fiir diese Verklebung benutzen wir wieder das Seifert - van Kampen Theorem. Den
polodialen Erzeuger der Fundamentalgruppe des Torus T , iber den verklebt wird, nen-
nen wir a, den torodialen b. Fiir die von der Inklusion von T in X bzw. X’ induzierte
Abbildung ergibt sich:

mn(T) — m(X) bzw. m((T) — m (X
a o~ gt a = q3q4
b > h b — B
Insgesamt erhalten wir also:
7T1(M) = <q17qQ7Q37q47h7 W | [qlah]v[(.m’h]?[q:’nh/]’[Q4ah,]a

¢ =h,q5% =h,q5* =Nh,qi" =h h=1,0" ;" = g3qu)
= (¢ (1<i<4), h|[gh], ¢"=h(1<i<4), (1g2q3q4 = 1)

Somit entspricht M der Seifert-Mannigfaltigkeit mit den Invarianten (vgl. Peter Orlik,
Seifert Manifolds, S. 88-90):

{b; (Eag); (011, B1)7 R (aﬁ BT)} = {O; (01’ 0); (O‘h 1)7 R (044, 1)}

2 Die Invariante b

In diesem Abschnitt mochten wir das Beispiel aus Abschnitt 1 leicht verdndern, um eine
Seifert-Mannigfaltigkeit mit denselben Invarianten bis auf b zu erhalten. Die Invariante
b soll nun beliebig in Z liegen.



Wir benutzen X’ U M3 U My aus Abschnitt 1. Nur das X #ndern wir, indem wir noch
ein Loch mehr ausschneiden. In dieses Loch kleben wir den trivialen Torus My ~ St x D?
mit der trivialen S'-Operation z - (z,y) = (2z,y). Wir erhalten:

771(X) = <QO7QI7QQ7h| [Qiah] (Z € {07172}>
m(Mo) = (o)

Abbildung 3: Der Orbitraum von X

Als Verklebungsabbildung wihlen wir ¢ : ST x D?\{0} — S x D?\{0} mit ¢ (z,y) =
((Hz—”)_bx, y). Dann gilt ¢~ (v, w) = ((ﬁ)bv, w). Die Verklebung von M und My funk-
tioniert wie in Abschnitt 1. Wir erhalten:

7T1(X UM U MQ) - <q0,q1,q2,h | [QO7h]a [Q17h]7 [Qth]yq(ftl = h,qu = h>

Nun miissen wir aber auch noch das zuséitzliche Loch in X mit M, vekleben. Dazu
nutzen wir wieder das Seifert - von Kampen Theorem. Der Schnitt von M; mit X ist ein
Torus T'. Den zugehorigen polodialen Erzeuger bezeichnen wir mit s, den toroidalen mit
t. Die von der Inklusion ¢ : T'— X gegebene Abbildung ¢, : m1(T) — m1(X) ist durch
t+(8) = qo, t+(t) = h gegeben. Fiir die Abbildung in M) erhalten wir:

ey
-

T Mo\ (S* x {0}) — My
m(T) U (M8 % {0)) = (20,5 | [z0,3]) — mi(Mo)
S — xgbé — To
t > xo = Zo

Insgesamt erhalten wir damit:

71 (X U Mo U My U M)

= <~T07QO7q1an7h | [QO7h]7 [q17h]a [quhLQ?I = thQQQ = hv h = o, 4o = xab>
= <QO7q17q27h ’ [q07h]7 [qluh]u [Q27h]7Q?1 = th(Q)Q = h‘a qgo = h7b>

Schlie3lich miissen wir nur noch X U My U M; U My und X U M3 U M, miteinander
verkleben. In Abbildung 4 ist diese Verklebung wieder farblich kenntlich gemacht.



€Y

Abbildung 4: Verklebung von X U My U M; U Ms und X U M3 U My

Auch der Schnitt dieser beiden Objekte ist ein Torus. Wir bezeichnen ihn mit T. Der
polodialen Erzeuger seiner Fundamentalgruppe sei a, der torodiale Erzeuger b. Fiir die
von der Inklusion von T" in X bzw. X’ induzierte Abbildung ergibt sich:

(T —  m(X) bzw.  m(T) — m(X')
a =gl a = g
b h b = N

Insgesamt erhalten wir also:

7-"1(]\4—) == <QOaCI17QQ7Q3>Q4ah7 h/ ‘ [q()vh]v[ql:h}:[qQ7h]7[q37h/]7[q47h,]7
Qo =h" " =h,q5* =h,q5® =h, g5 = h =N g, ¢ a5 = q3qa)
(@ (0<i<4), h| q="h" [g,h], ¢ =h (1 <i<4), (192304 = G ")

= (¢ (1<i<4), h|lg,h], ¢ =h (1<i<4), q1q2q3q0 = h°)

Somit entspricht M der Seifert-Mannigfaltigkeit mit den Invarianten (vgl. Peter Orlik,
Seifert Manifolds, S. 88-90):

{b;(€,9); (1, P1), -, (ar, Br)} = {b;(01,0); (a1,1),..., (g, 1)}



