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1. PRIMITIV REKURSIVE, PARTIELL REKURSIVE UND
ALLGEMEIN REKURSIVE FUNKTIONEN

Sei N ={0,1,2,...} die Menge von natiirlichen Zahlen. Fiir eine Funktion
f X — Y wird ihr Definitionsbereich X mit d; bezeichnet. Mit p; wird
das Bild von f bezeichnet. Im Folgenden arbeiten wir mit n-ary partiellen
Funktionen der Sorte

flz1,...,2n) 0 = N,

wobei n € {1,2,...} und §; C N" ist. Manchmal schreiben wir f™, um zu
unterstreichen, dass f eine n-ary Funktion ist. Eine n-ary partielle Funktion
f heifit total, falls 6, = N" ist.

Definition 1.1. Folgende totale Funktionen heiflen Elementarfunktionen:

1) sW(x)=2+1 (Successor=Nachfolger)
2) o (zy,...,2,) =0 (Null)
3) P (xy,...,xn) = Ty, (Projektion)

wobei n,m € {1,2,...} und 1 < m < n ist.
Definition 1.2. Wir betrachten drei Arten, eine Funktion aus den gegebenen
Funktionen zu konstruieren:
(a) (Komposition)
Seien ¢ und hg”), e ,hfg) partielle Funktionen. Die partielle Funk-

tion
™z, ... z,) = g™ (hgn)(arl, ), R (2, ,Ty))
heift Komposition von Funktionen ¢ und hg"), cee h,(f;‘).

(b) (Primitive Rekursion)

e Eine partielle Funktion f"*V(zy,... 2,,y) entsteht aus den par-
tiellen Funktionen ¢ (zy,...,x,) und A"+ (zy,... x,,y,2) durch
primitive Rekursion, wenn Folgendes gilt:

f(n+1)<$17"'7xn70) :g(n)(xla"'7xn)7

f(n—i_l)(xl; ey Ty Y + 1) - h(n+2) (xla vy Ty Y, f(n+1)(‘r17 T 7xn’y))'

e Zudem definieren wir die primitive Rekursion fiir n = 0 deutlich:
Eine partielle Funktion f(!) entsteht aus der Zahl ¢ € N und der par-
tiellen Funktion h(®(y, 2) durch primitive Rekursion, wenn Folgendes
gilt:



(¢) (u-Operator)
Sei g™tV (zy,...,2,,y) eine partielle Funktion. Wir definieren eine
neue partielle Funktion

(n—l—l)(

f(”)(xl,...,xn):,uy[g $1,---,$nay):0]

wie folgt:
f™(zy,...,2,) ist definiert und gleich y genau dann, wenn

o gD (xy, ... x,,y) =0 ist und

o g (zy, ..., 1,,0),..., 9"V (2y,..., 2,y — 1) definiert und
ungleich 0 sind.

Definition 1.3. (1) Eine Funktion f(x,...,x,) heiBt primitiv rekursiv,
falls sie aus der Elementarfunktionen mit Hilfe endlich vieler Anwendungen
von Komposition und primitiver Rekursion konstruiert werden kann. Die
Klasse aller primitiv rekursiven Funktionen wird mit PrR bezeichnet.

(2) Eine partielle Funktion f(z1,... x,) heiBt partiell rekursiv, falls sie
aus den Elementarfunktionen mit Hilfe endlich vieler Anwendungen von Kom-
position, primitiver Rekursion und den pu-Operator konstruiert werden kann.
Die Klasse aller partiell rekursiven Funktionen wird mit PaR. bezeichnet.

(3) Eine Funktion f((x1,..., 2,) heift allgemein rekursiv, falls sie partiell
rekursiv und total ist, also falls sie auf ganzem N" definiert ist. Die Klasse
aller allgemein rekursiven Funktionen wird mit AR bezeichnet.

Folgendes ist klar: PrR C AR C PaR.
Behauptung 1.4. AR G PaR.

Beweis. Die Funktion g(z,y) = x + y + 1 liegt in PrR (leichte Aufgabe).
Somit liegt die Funktion

f(@) = pylg(z,y) = 0]
in PaR. Sie liegt aber nicht in AR, weil sie nirgendwo definiert ist. O
Satz 1.5. PrR G AR.

Vorbereitung zum Bewets. Fiir jede partielle Funktion f aus einer Teilmenge
von N nach N und jede Zahl n € {1,2,...} sei f[n] die n-Fache Komposition
von f mit sich:

flnl(z) = fofo--of(x)

n
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Nun definieren wir eine Folge von Funktionen ag, aq,... aus N nach N:
ap(r) =z +1,
air1(z) = a;lx + 2)(z).
Lemma 1.6. (1) Fiir alle ¢ und = gilt a;(z) > x. AuBlerdem gilt
a;i41(x) > a;(z) > -+ > ap(x) > 2.
(2) Fiir alle z,y € N gilt
aly + 1](x) < ag1(max(z,y)). (1.1)

Beweis. (1) ist leicht. Wir beweisen (2). Wenn y < x ist, dann gilt
aly + 1](x) < aglx + 2](z) = agr1(x) = ag1(max(z,y)).
Wenn y > x ist, dann gilt
aply +1](z) < arly + 2)(y) = ar1(y) = ars1(max(z, y)).

O
Lemma 1.7. Fiir jede primitiv rekursive Funktion f(zq,...,z,) existiert ein
ke{1,2,...}, so dass fur alle (z1,...,z,) € N gilt:
[, .. 2y) < ag(max(zy, ..., z,)).

Kurz gesagt, ist jede primitiv rekursive Funktion von einer der Funktionen ay
majoriert.

Beweis. Wir beweisen, dass diese Eigenschaft fiir alle Elementarfunktio-
nen gilt und nach einer Anwendung einer Komposition oder einer primitiven
Rekursion weiterhin gilt.

e Elementarfunktionen:

s(x) =z +1=ay(z) < ay(x),
o™ (zy,...,1,) =0 < max(zy,...,2,) + 1 = ap(max(xy,...,x1)),

Pl (zy,...,x,) = 2 < max(zy,...,2;) < ag(max(zy,...,xx)).
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e Komposition: Seien g™ und h1 e B primitiv rekursive Funktionen,
die von einer Funktion ax majoriert sind. Wir beweisen, dass ihre Komposi-
tion f(™ von ax.,; majoriert ist:

flzy, ... x,) = g(hl(xl,...,xn),...,hm($1,...,xn))

< ag (max(hi(z1, ..., 20), ... hin(T1, ..., 20)))

< ag (max(ax(max(z,...,2,)), ..., ax(max(z,...,z,))))
= aK(aK(maX(xl, . ,:L‘n)))

< agy1 (max(:cl, . ,wn))

e Primitive Rekursion:

Seien g(x1, ..., x,) und h(zy,. .., x,,y, ) primitiv rekursive Funktionen, die
von einer Funktion ax majoriert sind. Sei f(z1,...,z,,y) die Funktion, die
durch primitive Rekursion aus g und h entsteht. Wir beweisen, dass f von
a1 majoriert ist. Es gilt

flze, .., 20,0) = g(z1, ..., 2n) < ag(max(xy, ..., x,)),

flzy,. .,z 1) :h(xl,...,:Un,O,f(xl,...,xn,O))
< aK(maX(xl, ey Ty 0, f (g, ,xn,O)))

< aK(maX X1y .oy Ty, 0, ax (max(zy, ..., Ty, O))))
= aK(a (max T1,... ,:cn)))
< ag[2](max(z1, ..., x,)).

Per Induktion erhalten wir
f(@1, .. 20, y) < axly + 1] (max(zy, ..., ,)),
Daraus und aus (1.1) folgt
flz, . xn,y) < axi1 (max(a:l, o ,xn,y)).
Also ist f von ax,q majoriert. O

Beweis des Satzes 1.5. Wir definieren A(x) = a,(z). Diese Funktion ist
nicht primitiv rekursiv:

Nehmen wir an, dass A(x) primitiv rekursiv ist. Nach Lemma 1.7 existiert
ein k € N mit A(x) < ag(x) fir alle z € N. Insbesondere gilt

Ak +1) < ap(k+1) < apgr(k+1) 2 Ak +1).
Ein Widerspruch.



Also ist A(z) nicht primitiv rekursiv. Es bleibt zu beweisen, dass A(x) allge-
mein rekursiv ist. Das ist nicht leicht und folgt aus dem Fakt, dass die Klasse
aller allgemein rekursiven Funktionen und die Klasse aller totalen Funktionen,
die mit der Turing Maschine berechenbar sind, gleich sind. O

2. ZWEI SATZE UBER PRIMITIV REKURSIVE FUNKTIONEN

Lemma 2.1. Ist g(z1,...,2,, x,11) eine primitiv rekursive Funktion. Dann
ist die Funktion

G(z1,...,xn) = g(T1,...,2,0)
priminiv rekursiv.

Lemma 2.2. Sei g(x1,...,%,, Tyy1) primitiv rekursiv. Dann sind auch die
Funktionen

v
fi(ze, .. xn,y) = Zg(ml, ey Ty 1)
i=0

und
y
f?(xly-"vxnvy):Hg(xla '7$n7i)
i=0
primitiv rekursiv.
Lemma 2.3. Seien h(zy,...,x,) und g(xy,..., T, Tyyq) primitiv rekursiv.
Dann sind auch die Funktionen
h(z1,...,xn)
Fi(zy,...,z,) = Z g(x1, .. Tp, 1)
i=0
und
h(x17...7In)
Fy(xy,...,z,) = H g(x1, ..., Tp, 1)
i=0
primitiv rekursiv.
Definition 2.4. Seien g(z1,...,x,,y) und h(zy,...,x,) zwei totale Funktio-

nen. Nehmen wir an, dass die Funktion
f(xh e >xn) = /Ly[g(xb e >xnay) = O]
fiir alle x4, ..., x, definiert ist und fir alle zq, ..., x, gilt:
flzr, ..o xn) < h(x, ..., 2,).

Dann sagen wir, dass f mit Hilfe des begrenzten p-Operators aus g und h
entsteht und schreiben

flxy, ... x,) = (uy < h(xy,. .. ,a:n))[g(xl, cey Ty y) = 0]



Bevor wir weiter fortfahren, definieren wir vier niitzliche Funktionen:

1)

)
B
8
~—
I
—N—
=
8
I
e}

\.H
8
WV
—_

0
1

)

=

&

I
—
o o=

= \\/ ||

3) p(z) ist die z-te Primzahl. Also gilt p(0) = 2, p(1) = 3, p(2) =5 u.s.w.

4) ex(x,y) ist die Exponente von p(z) in der Primzahlzerlegung von v,
falls y > 2 ist; dabei ist ex(z, 1) = ex(x,0) = 0.

Zum Beispiel gilt ex(0,60) = 2, ex(1,60) = 1, ex(2,60) = 1 und ex(7,60) = 0.

In der ersten Ubung haben wir bewiesen, dass diese Funktionen primitiv rekur-
siv sind.

Satz 2.5. Seien g(x1,...,x,,y) und h(zy,...,z,) zwei primitiv rekursive
Funktionen. Nehmen wir an, dass die Funktion f(xy,...,z,) mit Hilfe des
begrenzten p-Operators aus g und h entsteht. Dann ist f(zq,...,z,) eben-

falls primitiv rekursiv.

Beweis. Wir haben

h(x1,....Tn)
flzy, ..., xn) = Z sg(Hg $1,---7$n,j)>-
=0
Dann ist f primitiv rekursiv nach Lemma 2.3. O

Definition 2.6. er sagen dass die partielle Funktion f™+Y) aus den par-
tiellen Funktionen ¢, h(ts+1) tg ), e M mit Hilfe der zurickgreifenden
Rekursion entsteht, wenn tg )(y) <y,... ,tgl)(y) < y fiir alle y ist und es gilt:

fxy, ..., x,,0) =g(zq,...,2p),

flzy, .. xn,y+1) = h(a:l,...,xn,y,f(xl,...,xn,tl(y)),...,f(:cl,...,xn,ts(y))).

Satz 2.7. Nehmen wir an, dass die Funktion f™*1) aus den rekursiv primi-
tiven Funktionen ¢, h(tstD tgl), .t mit Hilfe der zuriickgreifenden

Rekursion entsteht. Dann ist f"*1 ebenfalls primitiv rekursiv.



Beweis. Wir definieren eine Funktion F'(z1,...,z,,y) durch

Yy
F($1, R y) = Hp(i)f(wl,...,xn,z)'
=0

Merken wir an: f(z1,...,2,,y) = ex(y, F(z1,...,2,,y)). Deswegen reicht es
zu zeigen, dass die Funktion F' primitiv rekursiv ist. Das folgt aber aus den
primitiv rekursiven Schemata:

F(zy,...,2,,0) = 2 (@1mn,0)

F(zy,...,xn,y+1) =F(xy,...,2,,9) -p(s(y))H(“"lv'“vxmy),
wobel

H(zy,...,20,y) = h(xl, e T, Y, ex(tl(y),F(xl, . ,xn,y)),

ex(ts(y)7 F(l’l, vy Ty, y))>
ist. -



3. TURING MASCHINEN

e Eine Turing Maschine T ist definiert durch die folgenden drei Punkte:

(1) Externes Alphabet A = {ag,ay,...,a,}, wobei ag =0, a; = 1 ist;

(2) Alphabet der internen Zustinde Q = {qo,q1,---,qm};

(3) Programm, also eine Menge der Kommandos T(i,7), (i = 1,...,m;
j=0,...,n), jedes von ihnen hat eine der folgenden Formen:

Ga; — qra,  gia; — R, ga; = gal, (0<k<m,0<1<n).
e Ein Maschinenwort (oder eine Konfiguration) ist ein Wort der Form

Aqra;B, wobei ¢, € @, a; € A ist und A und B Worte im Alphabet A
sind (konnen leere Worte sein).

Wir werden auch folgende Schreibweisen verwenden:
Fir die Kommandos:

qi qk qi qk qi dk
a; — ap, G5 —> arx, a; — *q

Fiir die Konfiguration:

Al B

e Sei T eine Turing Maschine und sei M = A&;B ein Maschinenwort.
Mit M} bezeichen wir ein Maschinenwort, das aus M mit Hilfe folgender
Regeln entsteht:

(1) Wenn ¢ = 0 ist, dann ist M, = M.
2) Wenn 7 > 0 ist, dann gelten folgende Regeln:
(2) : g g g
a) Wenn T'(7, 7) die Form a; — &y hat, dann ist M/, = Agl,};B;
j T

(b) Wenn T'(i, j) die Form ch} —5 a;* hat, dann ist

AadyBy, falls B = a,B, [Fall (b1)]
Mp=3"
Aqay,  falls B = @. [Fall (b2)]

(¢) Wenn T'(4, j) die Form a; — %a; hat, dann ist

AlgLZalB, falls A= Aja,, [Fall (c1)]

=
I

aga;B,  falls A= @. [Fall (c2)]
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e Sei T eine Turing Maschine und M eine Konfiguration. Wir definieren
M}O) =M, M}nﬂ) = (M}n))’, n=0,1,.... Fir zwei Konfigurationen M und
M sagen wir, dass die Maschine T" die Konfiguration M in die Konfiguration
M transformiert, wenn M; = (M;n))’ fir ein n ist.

Wir schreiben M =1 M;, wenn die Maschine T die Konfiguration T in
die Konfiguration 77 transformiert und der Fall (c¢2) nicht benutzt wird; wir
schreiben M ¢ M;, falls bei der Transformation die Fille (b2) und (¢2) nicht
benutzt werden.

e Im Folgenden benutzen wir die Abkiirzung af fiir das Wort a;a; . .. a;.
~—_——

Wir sagen, dass die Turing Maschine 7' eine n-ary partielle Funktion
f 0y = N berechnet, wobei 6; € N" und py C N ist, falls folgende zwei
Bedingungen erfiillt sind:

(i) Wenn (z1,...,x,) € d7 ist, dann transformiert die Turing Maschine T
q
die Input-Konfiguration 6 1710...1%"0 in eine Konfiguration AG,B , die
genau f(zy,...,7,) 1-Symbole enthilt!.
(ii) Wenn (z1,...,x,) ¢ 0 ist, dann arbeitet 7" bei der Input-Konfiguration

M = %)11””10. .. 1%70 so, dass das Symbol ¢y bei keiner der Nachfolge-
konfigurationen M\™ auftreten wird.2

e Wir sagen, dass die Turing Maschine T die Funktion f™ regulér berechnet,
wenn folgendes gilt:

i) Wenn (z1,...,x,) € 07 ist, dann gilt
f g
q1 q0
01710 ...1%70 =7 017@1)00 ... 0;
(ii) Wie (ii) oben.

e Eine partielle Funktion f heifit (requldr) Turing berechenbar, wenn eine
Turing Maschine T existiert, die diese Funktion (regulér) berechnet.

INach Definition (1) ist klar, dass die letzte Konfiguration nicht mehr in eine andere
Konfiguration transformiert wird. Somit kann man sagen, dass die Maschine bei diesem
Input nach endlich vielen Schritten stoppt.

2In diesem Fall sagen wir, dass die Maschine bei diesem Input unendlich lange arbeitet.
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e Seien T} und T, zwei Turing Maschinen mit demselben externen Alphabet
A ={ag,ay,...,a,} und mit den Alphabeten von internen Zustdnden

Ql = {QO, qi,--- 7Q7’} und QQ = {QOa qi, .- - 7QS}‘
und den Programmen [[, und [,.

Die Komposition der Maschinen T; - T, wird als Turing Maschine mit
a) dem externen Alphabet A,

b) dem Alphabet der internen Zustéinde Qs = {qo, q1, - - -, @ris},
c¢) dem Programm [[, = S% T[], U S  T], definiert,

qr+1 qr4+1---Qr+s

wobei Sg’ [ die Menge von Kommandos ist, die aus [] durch Ersetzen
von ¢; durch g; entsteht.

Beispiel. Die Funktion s(z) = x + 1 ist berechenbar mit Hilfe von Turing
Maschine mit A = {0, 1}, Q = {40, 1, ¢} und [

q1 q2 q1 q0 q2 q0 q2 q2
0—-0x, 1—1, 0—1, 1—=1x.

In der Tat, fiir x = 0 erhalten wir
q1 q2 q0
00— 00— 01
und fiur z > 1 erhalten wir

@ @2 1P L2 90
010 - 011"°0 - --- = 01"""10 — 010 — 01"1.

Satz 3.1. Fiir jede n-ary partielle Funktion f : 0; — N sind folgende Bedin-
gungen aquivalent:

(1) f ist partiell rekursiv.
(2) f ist Turing berechenbar.
(3) f ist reguldr Turing berechenbar.

Lemma 3.2.
(a) Die Funktion ¢ : N> — N gegeben durch

(r+y)P?+3z+y
2

c(,y) =
bildet N? bijektiv auf N ab?.

3Diese Funktion heifit Cantor Funktion von 2 Unbekannten.
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(b) Nach (a) existieren Funktionen ¢ : N — N und r : N — N mit
c(l(z),r(x)) =z

Diese Funktionen sind primitiv rekursiv.

Satz 3.3. Jede partiell rekursive Funktion f(xy,...,z,) kann in einer Kleene
Normalform prasentiert werden:

flzy,... x,) = K(,ut [g(z1, ..., 20, t)] = 0),

wobei g(z1,...,x,,t) eine passende primitiv rekursive Funktion und ¢ die
primitiv rekursive Funktion aus Lemma 3.2 ist.

4. REKURSIVE UND REKURSIV ABZAHLBARE MENGEN
Wir reservieren zwei Symbole t, f (true und false).

Definition 4.1. Sei n > 1 eine naturliche Zahl.

1) Eine Funktion P : N — {t,f} heifit n-ary Prddikat auf N. Mit dem
Préadikat P assoziieren wir seine charakteristische Funktion xp : N — {0, 1},
so dass gilt:

0, falls P(xy,...,z,) =t,
Xp(T1, ..., o) =

B 1, falls P(zy,...,z,) =f.
Das Pradikat P heifit rekursiv (primitiv rekursiv), falls x p rekursiv (primitiv

rekursiv) ist.

2) Eine Menge M C N™ heifit rekursiv (primitiv rekursiv), falls das mit M
assoziierte Pradikat Py (x1,...,2,) =t < (21,...,2,) € M rekursiv (primitiv
rekursiv) ist. Die charakteristische Funktion yp,, bezeichnen wir einfach ;.
Es ist klar:

0, falls (z1,...,2,) € M,
Xm(T1, .o, xy) =
1, falls (zq,...,2,) ¢ M.
Mit anderen Worten heifit die Menge M C N" rekursiv (primitiv rekursiv),
falls ihre charakteristische Funktion x s rekursiv (primitiv rekursiv) ist.
3) Eine Menge M C N" heifit rekursiv aufzihlbar, wenn ein (n + 1)-ary
Pradikat M(xq,...,x,,y) existiert, so dass gilt

(a) M ist primitiv rekursiv,
(b) (x1,...,2,) € M & Jy M(xq,...,2,,y) =t.
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Mit anderen Worten:

Eine Menge M C N" heifit rekursiv aufzihlbar, wenn eine Menge M’ C N+t
existiert, so dass gilt:

(a) M’ ist primitiv rekursiv,
(b) (z1,...,2,) E M & Jy: (x1,...,2,,y) € M.

Satz 4.2. (Post) Eine Teilmenge M C N ist rekursiv genau dann, wenn M
und N\ M rekursiv aufzdhlbar sind.

5. REKURSIVE UND REKURSIV ABZAHLBARE MENGEN: FORTSETZUNG
Satz 5.1. Eine nicht leere Teilmenge A C N ist rekursiv genau dann, wenn

eine monotone rekursive Funktion f : N — N mit A = imf existiert.

Beweis.
(=): Sei A rekursiv. Dann ist x4 rekursiv.
Fall 1. Sei A unendlich. Wir definieren eine Funktion f : N — N durch

f0) = pxlxalz) = 0],
ft+1) = pxlxalz) =0Az> f(t)]

= px [xa(z) +5g(x — f(t)) = 0],

Zu bemerken: Die Funktion g(x,t) = ya(z) + 5g(z — f(t)) ist rekursiv.
Deswegen ist f rekursiv. Offensichtlich ist f strikt monoton und im(f) = A.

Fall 2. Sei A = {aq,...,a,} endlich mit ¢y < a3 < -+ < a,. Dann
definieren wir f wie folgt:

f(z) =sg(z —n) - (zn:ai -8glr — z|> +sg(z —n) - an.

1=0

(«<): Ist A unendlich, dann ist

nz[z<f(z)]
va@ =sg( [ |- fal).
i=0
rekursiv, somit ist A rekursiv. Ist A = {ay, ...,a,} endlich, dann ist A eben-

falls rekursiv:

xalx) = sg(fﬂm — a,-|>.
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Definition 5.2. Sei f : 6 — N eine partielle Funktion mit 6y C N". Folgende
Menge heifit Graphen von f:

{(@1, . xn, f(21, . @) | (21, ... @) € 05}

Satz 5.3. (Graphen-Satz) Eine partielle Funktion f : 6; — N mit ; C N™.
ist rekursiv genau dann, wenn ihre Graphen I'y rekursiv aufzahlbar sind.

Satz 5.4. Eine nicht leere Teilmenge M C N” ist rekursiv aufziahlbar genau
dann, wenn unare primitiv rekursive Funktionen oy (z), ..., an(x) existieren,
so dass gilt:

M = {(ov(z),...,an(2)) |z € N}.

Beweis. Wir beweisen den Satz nur fiir n = 1. Sei also () # M C N.
(=): Sei M rekursiv aufzdhlbar. Dann existiert eine rekursiv primitive
Menge M’ C N2, so dass gilt:

reM<& Jy(z,y) e M.

Sei a € M ein beliebiges Element. Wir definieren eine Funktion o : N — N
durch

a(z) = L(z) - sgxm (U(z),7(2)) + a - xar (U(z),r(x)).

Dann ist a primitiv rekursiv und es gilt
{a(z)|x € N} = M.

Die Inklusion C folgt aus einer Analyse der zwei Félle: (¢(z),r(x)) € M’ und
(¢(z),r(x)) ¢ M’'. Wir beweisen die Inklusion 2. Sei m € M. Dann existiert
ein y € N mit (m,y) € M'. Definiere z = ¢(m,y). Dann gilt a(z) = m.

(«<): Sei M = {a(x)|x € N}, wobei « primitiv rekursiv ist. Dann ist die
Menge M’ = (a(x), z) primitiv rekursiv: xar(y, ) = sgly — a(z)|. Da M die
Projektion dieser Menge ist, ist M rekursiv aufzahlbar. O

Satz 5.5. (Post) Eine Teilmenge M C N ist rekursiv genau dann, wenn M
und N\ M rekursiv aufzéhlbar sind.

Beweis.

(=): Sei M C N rekursiv. Nach Satz 5.1 existiert eine rekursive Funktion
f: N = Nmit M = im(f). Nach den Graphen-Satz ist I'y C N? rekursiv
aufzahlbar. Nach Satz 5.4 existieren unére primitiv rekursive Funktionen a;
und ag, so dass gilt:

Iy = {(au(2), as(x)) |+ € N},

Dann ist
M =im(f) = im(ay).
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Dann ist M rekursiv aufzahlbar als eine Projektion der primitiv rekursiven
Menge M’ = {(az(x),z) |z € N}.

Da M rekursiv ist, ist N\ M ebenfalls rekursiv (das folgt aus xma = 1—xm)-
Wie oben ist dann N\ M rekursiv aufzahlbar.

(«): Diese Richtung folgt aus der Formel

Var (@) = Xy (19 [0 (2,9 X0y (229) = 0]).

Definition 5.6.
a) Eine Diophantische Gleichung ist eine Gleichung der Form

P($1,...,$m)20,

wobei P ein Polynom mit ganzen Koeffizienten ist. Man schreibt T
statt (z1,...,2Tm).

b) Eine Teilmenge S C N™ heifit Diophantisch, wenn ein Polynom P(Z,7)
mit ganzen Koeffizienten existiert, so dass gilt:

TeS & I PEY) =0

Satz 5.7. (Yu. Matiyasevich) Eine Teilmenge S C N" ist rekursiv aufzédhlbar
genau dann, wenn S Diophantisch ist.
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6. FREIE GRUPPEN

Bezeichnungen:

1) Sei H eine Untergruppe einer Gruppe G. Der Index von H in G ist die
Kardinalitat der Menge von rechten Nebenklassen von H in G. Dieser Index
wird mit |G : H| bezeichnet.

2) Sei S eine Teilmenge einer Gruppe G. Wir bezeichnen
St={s"tse S}
Mit (S) wird folgende Untergruppe von G bezeichnet:
(S) ={z29...2,|n €N, 1, € SUS™, i=1,...,n}.

Man sagt, dass diese Untergruppe von S erzeugt ist. Eine Teilmenge X von
G hei3t Erzeugersystem von G, wenn G von X erzeugt ist.

Definition 6.1. Eine Gruppe G heiflt frei, wenn sie eine Teilmenge X hat,
so dass X N X! = () ist und jedes Element f € F auf genau einer Weise in
der Form f = 2125 ..., geschrieben werden kann, wobei 2; € X U X! und
ririp # 1 furi=1,...,n—1ist. Die Menge X heifit Basis von F.

Beispiel. Die Gruppe (Z, +) ist frei mit der Basis {1}. Eine andere Basis
ist {—1}. Es gibt keine weitere Basis von (Z, +).

Sei X eine beliebige Menge. Des Weiteren folgt eine “abstrakte” Konstruk-
tion einer freien Gruppe F'(X) mit der Basis X. In der Praxis ist es bequemer,
mit einer etwas einfacheren Version von F'(X) zu arbeiten, s. die néchste Seite.

Eine abstrakte Konstruktion von F(X). Zuerst setzen wir
X1t1={z712e X},

wobei 7" als ein formales Symbol angesehen werden soll. Ein Wort in dem
Alhabet X UX ! ist eine endliche Folge 2125 . . . 2, mit n € N. Fiir n = 0 wird
dieses Wort mit () bezeichnet. Ein Wort heiit gekiirzt, falls es keine Teilworte
der Form zz~! oder 7'z mit # € X enthélt. Zum Beispiel fiir X = {a,b} ist
das Wort aabab™! gekiirzt und das Wort baa~'b nicht.

Zwei Worte v und v heiflen dquivalent (Bezeichnung u ~ v), falls v aus
u durch endlich viele Kiirzungen und Einsetzungen von Teilworten der Form
xz~ ! oder x7 1z mit x € X entstent. Zum Beispiel ist abaa"'bb~'b~! ~ b~ tba.
Die Aquivalenzklasse des Wortes u wird mit [u] bezeichnet. Es gilt also

[u] = {v]u~ 0}
Jede Aquivalenzklasse [u] enthélt genau ein gekiirztes Wort. Zum Beispiel ist
a das gekiirzte Wort in der Klasse [abaa™'bb~'b!]. Auf der Menge

F = {[u] | u ist ein Wort in dem Alphabet X U X'}

1
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definieren wir eine Multiplikation durch
[u] - [v] = [uv].

Man kann tberpriifen, dass die Menge F' mit dieser Multiplikation eine freie
Gruppe mit der Basis {[z] | x € X} ist. Nun nennen wir [z] durch z um. Dann
erhalten wir die freie Gruppe F/(X) mit der Basis X.

Eine einfache Version von F(X). In dieser Version ist F'(X) die Menge
aller gekiirzten Worte in dem Alphabet X U X!, wobei das Produkt von zwei
gekiirzten Worten v und v als die gekiirzte Form des Wortes uv definiert wird.
Zum Beispiel in F(a, b) gilt

aabab™t - ba"%b = aaba~'b.

Das leere Wort wird mit 1 bezeichnet. Hier ist ein Beispiel eines inversen
Elements:
(ab®a™ b))t = b tab2a ",
Man kann unendlich viele Basen von F'(a,b) konstruieren. Zum Beispiel fiir
jedes n € Z ist {a, a"b} eine Basis von F(a,b).

Satz 6.2. Alle Basen einer freien Gruppe F' haben die gleiche Kardinalitéat.

Diese Kardinalitdt heit Rang von F' und wird mit rk(F') bezeichnet. Zwei
freie Gruppen sind isomorph genau dann, wenn ihre Range gleich sind.

Satz 6.3. (Nielsen)

1) Jede Untergruppe einer freien Gruppe ist frei.
2) Sei H eine Untergruppe einer freien Gruppe F mit endlichem Index i.
Wenn Rang rk(F') endlich ist, dann ist rkH endlich und es gilt

rk(H)—1
rk(F)—1

Beispiel. Wir betrachten die Untergruppe H = {(ab, a?,b?) der freien Gruppe
F(a,b). Man kann tiberpriifen, dass diese Untergruppe die Basis {ab, a?, b*}
hat. Folglich ist ihr Rang gleich 3. Offensichtlich gilt

3—-1

— =2
2—-1

Satz 6.4. Sei F' = F(xy,...,x,) eine freie Gruppe mit der endlichen Basis
{z1,...,2,}. Fir jede natiirliche Zahl k£ > 1 existieren nur endlich viele
Untergruppen H von F' mit Index k. Diese Untergruppen konnen mit Hilfe
von markierten Graphen aufgelistet werden:
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. Zuerst werden markierte gerichtete zusammenhangende Graphen I" mit

folgenden Eigenschaften gelistet:

a) Die Anzahl der Knoten von I ist k.

b) Jede gerichtete Kante ist mit einem der Buchstaben {z1,...,z,}
markiert.

c¢) Fiir jeden Knoten v von I' gibt es genau n Kanten, die in v einge-
hen und genau n Kanten, die aus v ausgehen. Die eingehenden
Kanten sind mit zq, ..., x, markiert, die ausgehenden Kanten sind
ebenfalls mit x4, ..., x, markiert.

. Sei I' einer dieser Graphen. In I' werden ein Knoten vy (Basisknoten)

und ein maximaler Baum 7' gewahlt.

. Jeder gerichteten Kante e, die in I', aber nicht in T liegt, wird die

Schleife p.eq. zugeordnet, wobei p. ein Weg in T" von vy zum Anfang
der Kante e ist und ¢, ein Weg in 7' vom Ende der Kante e zu vy ist.

. Die entsprechende Unteruppe H wird frei erzeugt von allen Worten,

die wir iiber die Wege p.eq. lesen.

Einige Beispiele finden Sie auf der nachsten Seite.
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7. SCHNITT VON ZWEI UNTERGRUPPEN EINER FREIEN GRUPPE.
NORMALER ABSCHLUSS. PRASENTATIONEN EINER GRUPPE

Bezeichnungen. Fiir einen Graph I" bezeichnen wir mit I'° die Menge seiner
Eckpunkte und mit I'' die Menge seiner Kanten. Fiir eine Kante e € I'! wird
ihr Anfang mit e_ und die Ende mit e, bezeichnet. Die inverse zur e Kante
wird mit € bezeichnet.

Definition 7.1. Sei A ein Alphabet. Ein Graph I' heifit A-Graph, wenn
seine Kanten mit Buchstaben aus A U A~! markiert sind. Die Markierung
einer Kante e wird mit Mark(e) bezeichnet. Dabei setzen wir voraus, dass
Mark(e) = (Mark(e)) ™" ist.

Wird in I ein Eckpunkt u ausgezeichnet, dann wird das Paar (I, u) basierter
Graph genannt. In dem Fall wird v Basispunkt von I' heiflen.

Im Folgenden definieren wir formal und danach weniger formal den pull-
back von zwei markierten Graphen.

Definition 7.2. Das pull-back von zwei A-Graphen I'y und I's ist ein A-Graph
I', der wie folgt definiert ist:

o — 19 x T,

It ={(e1,e2)|e1 €Tq, e € T, Mark(e;) = Mark(es)},
(€1, €2)— = ((e1), (e2)-),

(€1, €2)+ = ((e1)4 (e2)4),

Mark((e1, e2)) = Mark(e;) = Mark(e,).

Definition 7.2’ (Pull-back informell) Das pull-back von zwei A-Graphen T’y
und 'y ist ein A-Graph I', der wie folgt definiert ist:

Die Eckpunkte von I sind die Paare von Eckpunkten aus I') und I'Y. Eine
Kante in I" 1duft von (x,u) nach (y,v) genau dann, wenn eine Kante e; in I'y
und eine Kante e, in I'y existieren, so dass e; von x nach y lauft, e; von u
nach v lauft und die Markierungen von e; und ey gleich sind. Dabei wird diese
Kante in I" mit Mark(e;) markiert.

Bemerkung. Esist moglich, dass das pull-back von zwei zusammenhangenden
A-Graphen nicht zusammenhéngend ist.

Satz 7.3. Seien H; und H, zwei Untergruppen einer freien Gruppe F'(A).
Seien (I';,u1) und (I'y,ug) die basierten A-Graphen, die mit H; und Hj as-
soziiert sind.

Sei I' die Komponente des pull-back von I';y und I's, die den Eckpunkt
(u1,us) enthdlt. Dann ist der basierte A-Graph (T, (u1,ug)) mit dem Schnitt
H, N Hy assoziiert.
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Definition 7.4. Sei R eine nicht leere Teilmenge einer Gruppe G. Der nor-
male Abschluss von R in G ist die Menge

k
(Rho = {IJor"r70: 1k €N.gi € Gori € R € {~1,13}.
=1

Fir R = ) setzen wir (0)¢ = 1.
Bemerkungen. Sei R eine Teilmenge einer Gruppe G. Dann gilt:
1) {(R)¢ ist die kleinste normale Untergruppe von G, die R enthélt.
2) Sei 7 € RU R™! und seien u,v € G. Dann gilt
urv € (R)e < uv € (R)¢

Definition 7.5. Sei X eine Menge und sei R eine Teilmenge der freien Gruppe
F(X). Der Ausdruck (X | R) heifit Prdsentation einer Gruppe G, wenn ein
Homomorphismus ¢ : F(X) — G existiert, so dass folgendes gilt:

1) ¢(X) erzeugt die Gruppe G.
2) ¢(r) =11in G fiir jedes r € R.
3) Fiir jedes w € F(X) mit p(w) =1 gilt w € (R)) .

Beispiel. (x,y|z?, y?, (zy)?3) ist eine Prisentation der Gruppe Ss. In der
Tat, die Abbildung
p: Flz,y) = S,

x — (12),
y — (13)
erfiillt die Definition 7.5.
8. PRASENTATIONEN VON GRUPPEN (FORTSEZTUNG)
Satz 8.1. Sei n > 1 eine natiirliche Zahl und seien
10 11
6D ey
Die Gruppe G = (A, B) hat die Présentation
{a,b|a tba = b™).
Satz 8.2. Die Permutationsgruppe .5,, hat folgende Prasentation:

(tr, .. tar |8 =1, tit; = tit; (li—j] = 2), titiqt; =tiptitin (0 =1,...,n—2)).



23

9. FREIE PRODUKTE, AMALGAMIERTE PRODUKTE
UND HNN ERWEITERUNGEN

9.1. Freie Produkte.

Definition 9.1. Seien G; und G5 zwei Gruppen. Ein formales Produkt
T1Ty ... Ty Mit x1,..., 2, € Gy UGy, n > 1 heifit alternierend, wenn gilt:

1) Alle z; sind ungleich 1,

2) Die benachbarten Faktoren z;, x4 liegen nicht in derselben Gruppe G;.

Das freie Produkt G1+G5 ist die Menge aller formalen alternierenden Produkte
T1%y...Ty, n = 1, zusammen mit 1, beziiglich der natiirlichen Multiplikation.

Etwas ausfiihrlicher: Seien © = ¢1...9,, ¥y = h1...hp, n,m > 1 zwei
alternierende Produkte. Dann wird ihr Produkt induktiv definiert:
g1 Ggnhi .. hpy, falls g, € G1,hy € G5 oder g, € Ga, hy € Gy,

TY=9G1-Gn-12ho ... hpy, falls g,,h1 € G1 oder g,,h; € Gy und z := g,hy # 1,
g1---Gn-1-hs... hy, falls g,,h € G; oder g,,h; € Gy und g,h; = 1.

Behauptung. Seien G, Gy zwei Untergruppen einer Gruppe GG. Wenn jedes
Element ¢ € G \ {1} eindeutig als alternierendes Produkt ¢ = ¢192...9x
geschrieben werden kann, dann ist G = G * Gs.

Beispiel. Sei I' ein Graph mit Eckpunkten I'’ = Z und mit Kanten zwischen
zund z+1 fiir z € Z. Sei a die Spiegelung von I' um 0 und sei b die Spiegelung
von I' um 1. Wir betrachten die Gruppe (a, b), die von a,b in Aut(I') erzeugt
ist. Dann ist (a, b) = Zy * Zs.

Satz 9.2.

1) Die Gruppen G und G sind in das freie Produkt Gy x G eingebettet.
2) Wenn G; und Gy die Présentationen (X; |R;) und (X, | R,) haben,
dann hat ihr freies Produkt G +*G9 die Prasentation (X;UXs | R{URs).

9.2. Amalgamierte Produkte.

Definition 9.3. Seien G; und G5 zwei Gruppen und seien A < G7 und
B < G5 zwei isomorphe Untergruppen. Sei ¢ : A — B ein Isomorphismus.
Das amalgamierte Produkt von G und Gy beziiglich ¢ : A — B ist die Fak-

torgruppe von
Gl * G2
durch den normalen Abschluss der Menge {¢(a)a™!|a € A} und wird mit

G1 * G2
A=B
©

bezeichnet.
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Bemerkung. Mit der Bezeichnung N = {({p(a)a™'|a € A})) gilt also
Gl AiBGQ = {Ng|g S Gl *GQ}
7

Um die weiteren Bezeichnungen zu vereinfachen, werden wir die Nebenklasse
Ng einfach als g schreiben. Mit dieser Schreibweise ist ¢ = ¢’ im amal-
gamierten Produkt genau dann, wenn g~'¢’ € N gilt. Manchmal werden auch
nicht vollstandige Bezeichnungen G AfB Gy und G4 j G5 benutzt.

Satz 9.4. Wenn G, und G die Présentationen (X | R;) und (X, | Ry) haben,
dann hat G, P G die Présentation (X; U Xs | Ry U Ry, a = ¢(a) (a € A)).

Beispiel. Es gilt SLy(Z) = Z4 X Zg. Als Erzeuger von Z,, Z¢ und Zo gelten
2

die Matrizen
(0 1 (0 1 (=1 0\ o 3
a—(_l 0), b_(—l 1), c-(o _1)—a =b°.

Definition 9.5. Seien G, G5, A, B und ¢ wie in Definition 9.3.

Sei T’y eine Menge von Reprasentanten der rechten Nebenklassen von A in Gy,
so dass der Représentant von A gleich 1 ist.

Sei Tp eine Menge von Reprasentanten der rechten Nebenklassen von B in G,
so dass der Reprasentant von B gleich 1 ist.

Eine A-Normalform (beziiglich T4 und Tg) ist eine Folge (zg,x1,...,%,),
wobei gilt:
1) T € A,
2) x; € Toa\ {1} oder z; € T \ {1} und die benachbarten z;, z;;; liegen
in verschiedenen Ty, Tg.

Analog kann man eine B-Normalform definieren.

Satz 9.6. Sei G = G, o G5 und seien T4 und T wie in Def. 9.5. Dann gilt:

1) Jedes Element g € G kann eindeutig in der Form g = zoz;...2,

geschrieben werden, wobei (g, x1, ..., 2,) eine A-Normalform ist.
2) Die Gruppen G; und G sind kanonisch in G eingebettet und es gilt
G = (G, Gy).

3) Ist g = y1y2 ...y, € G ein alternierendes Produkt mit y; € (G; \ A) U
(Go\B) firi=1,...,n,dannist ¢ # 1 in G.
4) Es gilt GyNGy=A=BinG.
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Beispiel. Seien G; = (a|a'® = 1) und Gy = (b|b"® = 1). Seien A =
(@) < Gy und B = (1°) < Gy. Es gilt A = B = Z3. Wir betrachten den
Isomorphismus ¢ : A — B, a*+ b°. Dann hat die Gruppe

G = Gl AiB G2

die Prasentation (a,b|a'? = 1,0'° = 1,a* = V7).
Wir setzen Ty := {1,a,a? a3} und Tp := {1,b,b% b3 b*}. Jetzt schreiben
wir das Element a3ba® € G in der Form, die im Satz 9.6.1) definiert wurde:

a*ba® = a®ba* - a = a*b%a = a®b° - ba = a"ba = a* - a>ba.

9.3. HNN-Erweiterungen.

Definition 9.7. Sei G = (X | R) eine Gruppe und seien A, B zwei isomor-
phe Untergruppen von G. Sei ¢ : A — B ein Isomorphismus. Die HNN
Erweiterung von G beziiglich A, B, ¢ ist die Gruppe

G*:=(X,t| R, t " at = ¢(a) (a € A)).

Definition 9.8. Seien G, A, B und ¢ wie in Definition 9.7.

Sei Ty eine Menge von Repréasentanten der rechten Nebenklassen von A in G,
so dass der Reprasentant von A gleich 1 ist,

Sei Tz eine Menge von Reprasentanten der rechten Nebenklassen von B in G,
so dass der Reprasentant von B gleich 1 ist.

Eine Normalform (beziiglich Ty und T) ist eine Folge (go, t**, g1, - - . , 1", gn),
wobei gilt:
1) 9o, 91, ---59n EG, €1,...,En € {—1,1},
2) gi=—1= g; € Ty,
3) 5i:1:>gi€TB,
4) es gibt keine Teilfolge (¢°,1,¢7°).

Satz 9.9. Sei G* die HNN-Erweiterung aus der Definition 9.7 und seien Ty,
T die Mengen von Reprasentanten aus der Definition 9.8. Dann gilt:

1) Jedes Element x € G* kann eindeutig in der Form = = got' g . ..t g,
geschrieben werden, wobei die Folge (go, %', g1,...,t°", g,) eine Nor-
malform (beziiglich T4, T5) ist.

2) Die Gruppe G ist in die Gruppe G* eingebettet und es gilt G* = (G, t).

3) Sei x = zpt*' 2y ... t°"z, € G*, wobei gilt:

a)yn=1, z0,21,...,2, € Gund eq,...,6, € {—1,1},
b) z hat keine Unterworter t 1zt mit 2z € A,
¢) x hat keine Unterworter tz;t~!' mit z; € B.

Dann ist x # 1.
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Beispiel. Seien G = F(a,b), A = (a*) und B = (b*). Es gilt A = B ¥ Z.
Wir betrachten den Isomorphismus ¢ : A — B, a? + b®. Dann ist
G* = {a,b,t|t 'a*t = b?).

Wir setzen

+1

Ty :={w,aw|w ist ein Wort in G, das nicht mit ™ anféngt},

Tp = {w,bw, b*w |w ist ein Wort in G, das nicht mit b*' anfingt}.

Jetzt schreiben wir das Element x = b*t la=*tb’abt'a*b?a € G* in der
Form, die im Satz 9.9.1) definiert wurde:

x = bt a4 bPab - b9t 03a = b2t et - aPtbPab "t 3a = bab"t ' bPa.

Bemerkung. Die isomorphen Untergruppen A und B von G sind in G
moglicherweise nicht konjugiert. In der Obergruppe G* sind sie schon kon-
jugiert.
Satz 9.10.
1) Sei G ein amalgamiertes Produkt G = G1 * G2 Dann ist jede enliche
Gruppe von G zu einer der endlichen Untergruppen von (G7 oder Gy
konjugiert.

2) Sei G eine HNN Erweiterung von H. Dann ist jede endliche Gruppe
von GG zu einer der endlichen Untergruppen von H konjugiert.

10. EINIGE BEISPIELE VON AMALGAMIERTEN PRODUKTEN UND
HNN ERWEITERUNGEN

b
d

Ta:CU{ox} — CU{co}
az+b

—
cz+d
heiBt mit A assoziierte Mabius-Transformation von C U {oco}. Dabei ist

az+b
cz+d

Definition 10.1. Sei A = (Z
Die Abbildung

) € SLy(C), d.h. a,b,¢,d € C, ad — bc = 1.

=00, falls cz4+d =0 ist

und

coo+d -

aco+b  Ja/c, falls c# 0 ist,
oo, falls ¢=0 ist.

Merken wir an:
TaoTg =Tap, Te=1d,

wobel E die Einheitsmatrix bezeichnet.
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Satz 10.2. Es gilt SLy(Z) = Z4 X Zg. Als Erzeuger von Zy, Zg und Zs gelten
2

die Matrizen

(0 1 (0 1 (=1 0\ 2 3
() o (80 e (3 )

Beweisskizze. Sei AMBY ... A*B% = FE eine Relation in SLy(Z). Wir
miissen zeigen, dass diese Relation aus den Relationen A* = E, BS = E und
A? = B3 folgt.

Schritt 1. (Einfache Reduktion) Mit Hilfe der Relationen A* = E, BS =
E, konnen wir die Exponenten k; und ¢; reduzieren:

ki€ {1,2,3}, ¢; €{1,2,3,4,5} (i=1,...,s)

Schritt 2. (“Durchkdmmen” von rechts nach links) Mit Hilfe der Relation
A%? = B3 (und, wenn es notwendig ist, den Relationen A* = E, BS = F)
erhalten wir die Relation

A" ARBT AP BY = F
mit
re {072}7 Di € {1}7 q; € {172} (2 = 17-~'7t)'
Ist t = 0, dann muss auch r = 0 sein. In diesem Fall sind wir fertig. Sei
t # 0. Wir schreiben die letzte Relation in der Form
APrBT APt BY = + .
In dem Fall erhalten wir einen Widerspruch mit Hilfe des Ping- Pong-Arguments:
7;1(R+) C R—a E(R—) C R-f—a 7dBQ(IR—) - R-i-’
(Il

Seien G und G’ zwei Gruppen und sei X ein Erzeugendensystem von G.
Im Folgenden bendtigen wir ein Kriterium, wann eine Abbildung aus X nach G’
bis zu einem Homomorphismus aus G nach G’ erweitert werden kann. Fol-
gender Satz ist eine Variante dieses Kriteriums fiir Prasentationen von zwei
Gruppen.

Satz 10.3. Seien G und G’ zwei Gruppen mit den Présentationen (X | R) und

(X"| R). Jeder Homomorphismus ¢ : F(X) — F(X') mit der Eigenschaft
p(r) € (R) rexn-

induziert einen Homomorphismus ¢, : G — G'.

Bemerkung. Der Satz 10.3 kann so interpretiert werden: Wenn jede Relation

von G unter ¢ gleich 1 in G’ ist, dann bestimmt ¢ einen Homomorphismus

o, G— G
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Definition 10.4. Eine Gruppe G heifit Hopfsch, wenn jeder Epimorphismus®
¢ : G — G injektiv ist, also wenn ker(yp) = 1 ist.

Satz 10.5. Die Gruppe G = (b, t|t~'b* = b3) ist nicht Hopfsch.

Beweis. Wir definieren ¢ : G — G durch ¢(t) = ¢ und ¢(b) = b*. Dann ist

¢ ein Epimorphismus. Aufierdem gilt [t~'bt,b] € ker(p) und
[t7bt, 0] =t "o~ Mtb bt £ 1
nach Satz 9.9.3) . O
Definition 10.6. Eine Gruppe G heif$t residuell endlich, wenn fiir jedes nicht-
triviale Element g € G eine endliche Gruppe K und ein Homomorphismus
¢ : G — K mit ¢(g) # 1 existieren.
Behauptung 10.7.
(1) Jede Untergruppe einer residuell endlichen Gruppe ist residuell endlich.

(2) Eine Gruppe G ist residuell endlich genau dann, wenn eine der zwei
aquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

a) Der Schnitt von allen normalen Untergruppen von GG von endlichem
Index gleich 1 ist.

b) Der Schnitt von allen Untergruppen von G von endlichem Index
gleich 1 ist.

Satz 10.8. Das Wortproblem fiir eine endlich prasentierbare residuell endliche
Gruppe G ist algorithmisch losbar.

Satz 10.9. Die Gruppe GL,(Z) ist residuell endlich.

Satz 10.10. (Mal’cev) Jede endlich erzeugte Untergruppe von GL,, (K'), wobei
K ein Korper ist, ist residuell endlich.

Satz 10.11. Jede freie Gruppe ist residuell endlich.
Satz 10.12. Jede endlich erzeugte residuell endliche Gruppe ist Hopfsch.

Folgerung 10.13. Jede endlich erzeugte Untergruppe von GL,(K), wobei K
ein Korper ist, ist Hopfsch.

Folgerung 10.14. Fiir jedes n € Z ist die Gruppe (b, ¢ |t~ bt = 0™) Hopfsch.

4Epimorphismus = surjektiver Homomorphismus.
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11. EINIGE EINBETTUNGSSATZE

Sei Spec(G) die Menge der Ordnungen von Elementen der endlichen Ord-
nung der Gruppe G.

Satz 11.1. (G. Higman, B. Neumann, H. Neumann) Jede abzdhlbare Gruppe
G kann in eine Gruppe G* eingebettet werden, so dass folgende Eigenschaften
erfiillt sind.

1) G* ist erzeugt von zwei Elementen der unendlichen Ordnung.

2) Spec(G) = Spec(G*).

3) Wenn G endlich préasentierbar ist, dann ist G* ebenso endlich préasentierbar.

Folgerung 11.2. (B. Neumann) Es existieren 280 paarweise nicht isomorphe
2-erzeugte Gruppen.

Satz 11.3. (G. Higman, B. Neumann, H. Neumann) Jede aufzéhlbare Gruppe
G kann in eine aufzahlbare Gruppe G* eingebettet werden, so dass je zwei
Elemente von G* mit der gleichen Ordnung in G* konjugiert sind.

Satz 11.4. Jede aufzidhlbare Gruppe G kann in eine aufzahlbare einfache und
teilbare Gruppe G* eingebettet werden.

Beweis. Sei K = (Zo® Z3 @ ...) * (x|). Wir betrachten die Einbettungen
G—Gx K — U= (u,us) — G¥,

wobei die Ordnungen von wuq,us unendlich sind, G* abzahlbar ist und alle
Elemente der gleichen Ordnung in G* konjugiert sind.

Sei 1 # N eine normale Untergruppe von G* und sei 1 # z € N ein Element.

- Hat z die unendliche Ordnung, dann ist z zu jedem Element u; und wus
konjugiert. In diesem Fall ist U < N.

- Hat z eine endliche Ordnung, dann ist z zu einem Element y € (Zo @& Z3 @
...) konjugiert. Dann ist y € N und auch [y, x] € N. Da [y, ] die unendliche
Ordnung hat, gilt U < N wie oben. Aber U besitzt Elemente aller moglichen
Ordnungen. Deswegen gilt N = G*. O

12. WEITERE EINBETTUNGSSATE VON HIGMAN

Definition 12.1. Sei A = {ay,as,...,a,} ein endliches Alphabet. Wir
kodieren alle Worte im Alphabet A U .A~! mit natiirlichen Zahlen wie folgt:

Sei w = x125...7, ein Wort mit z; € AUA™L i = 1,...,m. Dieses
Wort wird kodiert mit der Zahl p'flp]§2 ...pFm wobei py, pa, ... die Folge aller
Primzahlen ist und

L — 2], falls T; = ay
' 25— 1, falls z; = aj’l
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gilt, i = 1,...,m. Wir bezeichnen diese Zahl mit ¢(w). Eine Présentation
(A|R) heiit rekursiv prisentierbar, falls die Menge der Zahlen {¢(r) |r € R}
rekursiv aufzahlbar ist.

Satz 12.2. (Einbettungssatz von Higman) Eine endlich erzeugte Gruppe G
kann eingebettet werden in eine endlich prasentierbare Gruppe G* genau dann,
wenn G rekursiv prasentierbar ist.

Satz 12.3. (Higman) Es existiert eine endlich présentierbare Gruppe G, so
dass jede rekursiv prasentierbare Gruppe H in G eingebettet werden kann.

Satz 12.4. (Novikov und Boone) Es existiert eine endlich préasentierte Gruppe
mit unlésbarem Wortproblem.

Beweis. Sei S C N eine rekursiv aufzahlbare aber nicht rekursive Menge.
Wir betrachten die Gruppe

G = {(a,b,c,d|a"'ba" = c'dc" (i € 9)).

Merken wir an, dass a~'ba’ = c7'dc’ in G genau dann gilt, wenn i € S ist.
Da S nicht rekursiv ist, ist es unentscheidbar, ob ¢ in S liegt, oder nicht.
Somit ist das Wortproblem in G unentscheidbar. Nach Satz 12.2 kann G in
eine endlich prasentierte Gruppe G* eingebettet werden. Offensichtlich ist das
Wortproblem in G* unlosbar. O

13. DER SATZ VON ADIAN UND RABIN

Definition 13.1. Eine Eigenschaft P von endlich prasentierbaren Gruppen
heifit Markov-FEigenschaft, falls sie unter Isomorphismen erhalten wird und
folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

1) Es existiert eine endlich prasentierbare Gruppe G mit der Eigenschaft P.
2) Es existiert eine endlich préasentierbare Gruppe G, die in keine endlich
prasentierbare Gruppe mit der Eigenschaft P eingebettet werden kann.

Satz 13.2. (Adian und Rabin) Ist P eine Markov-Eigenschaft von endlich
prasentierbaren Gruppen, dann existiert kein Algorithmus, der fiir endliche
Préasentationen von Gruppen entscheidet, ob die entsprechenden Gruppen die
Eigenschaft P haben.

Beweis. Sei H eine endlich prasentierte Gruppe mit unlésbarem Wortprob-
lem. Seien (G; und G5 zwei endlich prasentierte Gruppe aus Definition 13.1.

Zuerst betten wir die Gruppe G * H * (x|) in eine Gruppe U, die von 2
Erzeugern wuy,us der unendlichen Ordnung erzeugt ist. Wir betrachten zwei
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weitere Einbettungen:
Go*x H x (x|)
— U = (ug,ug)
= J = (U1, 42 | yi 'wayn = ui, ys Mugys = u3)
= K=(Jz[2"yz =yl 27z = 4i).
Sei
Q= (r,st|s'rs=r% t"tst = s*).
Mit jedem Element w € H assoziieren wir die Gruppe
Dy, =(K*Q|r=z1t=|w,zx]).
Behauptung 1. Es gelten folgende Aussagen.
(a) <7“, t>Q = .
(b) Ist w # 1 in H, dann gilt (z, [w, z])x = Fb.
(c) Ist w# 1 in H, dann gilt K < D,,.

Nun bilden wir die Gruppe
Ew = Dw * Gl.

Behauptung 2. Es gelten folgende Aussagen.
(a) Ist w # 1 in H, dann gilt G < D,, — E,,, und deswegen besitzt E,,
die Eigenschaft P nicht.
(b) Ist w = 1in H, dann gilt D,, = 1 und E,, = G, und deswegen besitzt
FE,, die Eigenschaft P.

Da das Wortproblem in H unlosbar ist, ist die Eigenschaft P in der Klasse
von endlich prasentierten Gruppen unlésbar.
(Il



