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1. ENDLICHE UND ALGEBRAISCHE ERWEITERUNGEN

Definition 1.1. Seien K, E zwei Korper.

1) Der Korper E heifit Erweiterung des Korpers K, falls K C E ist.
In dem Fall kann man E als Vektorraum iiber K betrachten. Die
Dimension dieses Vektorraums wird mit [E : K| bezeichnet.

2) Die Erweiterung E heifit endlich tiber K, falls [E : K| endlich ist.

3) Ein Element o € E heifit algebraisch iiber K, falls ein nichtnullsches
Polynom p(z) € K|[z] existiert, so dass p(a) = 0 ist. Beispiel dazu:
a=5V2++3eR ist algebraisch tiber Q.

4) Die Erweiterung F heifit algebraisch iiber K, falls jedes Element von
E algebraisch iiber K ist.

Definition 1.2. Sei R ein kommutativer Ring und sei f(z) € R[z] ein Poly-
nom mit Grad(f(z)) > 1. Das Polynom f(x) heiBt irreduzibel tiber R, falls
keine zwei Polynome fi(z), fo(z) € R[z| existieren, so dass f(z) = fi(z)fa(2)
und 1 < Grad (f;(x)) < Grad(f(z)) fiir i = 1,2 gilt. Sonst heifit f(z) reduzibel
iber R.

Satz 1.3. Sei a € E algebraisch iiber K. Wir betrachten die Menge von
Polynomen iiber K, die o annulieren:

Amnk(a) = {f(z) € K[a]| f(a) = 0},
Es gelten:

1) Die Menge Anng(a) \ {0} enthélt genau ein Polynom p(z) des mini-
malen Grades und mit dem Hauptkoeffizient gleich 1.
(Dieses Polynom heifit minimales Polynom fiir a iiber K und wird mit
meq(x) bezeichnet.)

2) p(x) ist ein Teiler jedes Polynoms f(z) aus Anng(«).
3) p(x) ist irreduzibel iiber K.

Satz 1.4. Sei E eine Erweiterung von K und sei @« € FE. FEin Polynom
p(x) € K[z] ist das minimale Polynom fiir @ genau dann, wenn folgende drei
Eigenschaften erfiillt sind:

1) p(e) =0,

2) Der Hauptkoeffizient von p(z) ist gleich 1,

3) p(x) ist irreduzibel iiber K.

Beispiel. Das Polynom z* — 1022 + 1 ist das minimale Polynom fiir o =

V2 + /3 iiber Q.



Satz 1.5. Jede endliche Erweiterung F iiber K ist algebraisch iiber K.
Wir werden sehen, dass algebraische Erweiterungen E iiber K existieren,
die unendlich tiber K sind.
Satz 1.6. Seien k£ C K C E endliche Erweiterungen. Dann gilt
[E k| =[F: K|K:k|.

Ist {uw;}ier eine Basis von K iiber k und ist {v;},c; eine Basis von E iiber K,
dann ist {u;v;} i )erxs eine Basis von E iiber k.

Definition 1.7. Sei K C FE eine Erweiterung. Fiir « € E bezeichnen wir mit
K (a) den kleinsten Korper in F, der K und « enthélt. Es ist leicht zu sehen:
K(a) = {112 K[z] und

() = @) | f(x), 9(x) € Kla] und g(a) # 0.

Klo] = {f(a)| f(z) € Kz]}.

Analog definiert man K (aq, ag, ..., a,) und Klag, ag, ..., ay).

Wir bezeichnen

Satz 1.8. Sei K C F eine Erweiterung und sei o € E algebraisch iiber K.
Dann ist K(«) = K[a]. AuBlerdem gilt:

[K(a) : K] = Grad(mg(x)).

n—1

Eine Basis von K(«) iiber K ist 1,a,...,a" "', wobei n = Grad(m,(x)) ist.

Beispiel. Q(v/2,V/2,v2,...) ist eine algebraische Erweiterung von Q, die
unendlich iiber Q ist.

Satz 1.9. (Eisenstein-Kriterium.) Sei p(x) = a,2" + a,_12" ' + -+ + ag ein
Polynom mit Koeffizienten aus Z und sei p eine Primzahl. Nehmen wir an,
dass folgendes gilt:
1) pfan,
2)pla; fir0<i<n—1,
3) p* 1 ao.
Dann ist p(x) irreduzibel iiber Z und iiber Q.

Satz 1.10. Sei E = K(«y,...,q,) und alle o; algebraisch iiber K. Dann ist
E endlich iiber K und folglich algebraisch iiber K.

Lemma 1.11. (Gauss) Ein Polynom f(x) € Z[z] ist irreduzibel tiber Z genau
dann, wenn es irreduziebel iiber Q ist.



2. NORM, SPUR UND DISKRIMINANTE

Definition 2.1. Sei E eine endliche Erweiterung von K. Sei o € E. Wir
betrachten die Abblidung

Yo: E—E,
T = .
Diese Abbildung ist K-linear. Sei w = {wy,...,w,} eine Basis von E iiber

K. Wir multiplizieren die Elemente von w mit o und schreiben diese Produkte
als lineare Kombinationen der Basiselemente mit Koeflfizienten aus K:

awp = AW+ -+ G1pWn

AWy = ApiWi + -+ + Wy
Daraus entsteht die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung ¢, in der
Basis w :

aiy ... Qip
A=

S R
Das Polynom x,(z) = det(zE, — A) heifit charakteristisches Polynom von c.
Die Zahl det(A) heit Norm von a und wird mit N,k (o) bezeichnet. Die
Zahl Spur(A) = ay + -+ + ap, heiBt Spur von o und wird mit Spgx(a)
bezeichnet. Wenn die Kérper K und F fixiert sind, werden wir einfach N («)
und Sp(«) schreiben.

Bemerkung.

1) Das Polynom x,(z) und die Zahlen Ng/k (), Spg, k() hangen nicht
von der Wahl der Basis w ab.

2) Xa(r) = 2" = Spp/g(a)a™ ' + -+ (=1)"Ng/ ().

Beispiel. Sei E = Q(v/2,v/3). Dann ist 1,/2,v/3,1/6 eine Basis von E
iiber Q. Es gelten:

1) Ng/g(V6) = 36,

2) SpE/Q(\/_) =0,

3) Xy5(x) = (2° = 6)*,

4) m s(x) = 2> — 6.
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Satz 2.2. Seien E* und K* die multiplikativen Gruppen der Korper £ und
K entsprechend und sei n = [E : K| endlich. Dann gilt:

(1) Ng/k : £ — K* ist ein Homomorphismus.
(2) Spg/k : £ — K ist eine K-lineare Abbildung.
(3) Ng/k(ka) = k" - Ng/k () fiir alle k € K.

(4) Spp/k(ka) =k - Spg, k() fiir alle k € K.

Satz 2.3. Seien L C K C F endliche Korpererweiterungen. Dann gelten:

NE/L = NK/L © NE/Ky
SpE/L = SpK/L © SpE/K'

Satz 2.4. Sei K C F eine endliche Korpererweiterung und sei o« € E. Dann
ist das charakteristische Polynom von « eine Potenz des minimalen Polynoms

von «:

Xa(®) = (ma(@))".

Definition 2.5. Sei K C E eine Korpererweiterung mit [£ : K] = n < oo.
Sei (aq,...,a,) ein Tupel von Elementen von E. Die folgende Zahl aus K
heif3t Diskriminante dieses Tupels:

Sp(agay) ... Sp(aiay)
Aoy, ..., ap) =det : :
Sp(apar) ... Splanay)

Satz 2.6. Sei K C FE cine Korpererweiterung mit [E : K] = n < oo. Sei

(o, ..., ) ein Tupel von Elementen von E. Dann gelten:
(1) Wenn A(ay,...,ap) # 0 ist, dann ist (a4, ...,q,) eine Basis von E
iiber K.

(2) Wenn char(L) = 0 ist und (ay, ..., ay,) eine Basis von E iiber K, dann
ist Aoy, ..., an) # 0.

Satz 2.7. Seien (aq,...,q,) und (f5,...,0,) zwei Basen von E iiber K.
Sei o; = Z;‘Zzl Cijﬁj; wobel Cij € K ist. Dann gllt

A(Oél, R ,Oén) = (det(cij))2A(61, . ;ﬁn)



3. WEITERE WICHTIGE DEFINITIONEN UND SATZE
UBER KORPERERWEITERUNGEN

Weiter sind einige wichtige Definitionen und Satze gegeben, die wir wegen
Zeitmangels nicht ausfiihrlich besprechen (beweisen) kénnen. Den Stoff kann
man in dem Buch von S. Lang “Algebra” (Kapitel: “Algebraic extensions”)
finden.

3.1. Algebraischer Abschluss.

Definition 3.1. Ein Korper L heif3t algebraisch abgeschlossen, falls jedes Poly-
nom in L[X] des Grades > 1 eine Nullstelle in L hat.

Definition 3.2. Sei £ C L eine Korpererweiterung. Der Korper L heif3t
algebraischer Abschluss von k, falls das Folgende gilt:

1) L ist algebraisch abgeschlossen,

2) L ist algebraisch tiber k.

Satz 3.3. Fiir jeden Korper k existiert ein algebraischer Abschluss von k.
Seien L1, Lo zwei algebraische Abschliisse von k, dann existiert ein Isomor-
phismus ¢ : Ly — Lo mit o), = ud.

Einen algebraischen Abschluss von k bezeichnen wir mit k®.

Bemerkung. Es gibt algebraisch abgeschlossene, aber nicht algebraische Er-
weiterungen von k. Ein Beispiel dazu: k(t)*, wobei k(t) der Kérper aller
rationalen Funktionen von ¢ iiber £ ist:

f(t)
k(t) := 9 —= t t k|t t 0.
(0= {7 | £(0)-9(0) € K, 9(0) £ 0}
Ein anderes Beispiel: C ist eine algebraisch abgeschlossene, aber nicht alge-
braische Erweiterung von Q.

3.2. Erweiterungen von Einbettungen.

Definition 3.4. Sei £ C K eine Korpererweiterung und sei L ein Korper.
Seien 0 : k — L und 7 : K — L zwei Einbettungen (d.h. injektive Ho-
momorphismen). Man sagt, dass 7 eine Erweiterung von o ist, falls 7, = o
ist.

Satz 3.5. Sei K = k(«), wobei « algebraisch tiber k ist. Jede Einbettung
o : k — L von k in einen algebraisch abgeschlossenen Korper L hat genau n
Erweiterungen 7 : K — L, wobei n die Anzahl der verschiedenen Nullstellen
von mg(z) in k% ist.
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3.3. Separable Erweiterungen. Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung
des Satzes 3.5.

Satz 3.6. Sei £ C K eine algebraische Erweiterung von k. Jede Einbettung
o : k — L von k in einen algebraisch abgeschlossenen Korper L kann bis zu
einer Einbettung 7 : K — L erweitert werden.

Die Kardinalitat der Menge der Erweiterungen hangt nur von k£ und K ab
(also nicht von L und o). Diese Kardinalitat heifit Separabilititsgrad von K
tiber k und wird als [K : k]s bezeichnet. Es gilt [K : k], < [K : k.

Definition 3.7.
1) Eine endliche Erweiterung k C K heifit separabel, falls [K : k], = [K : k]
gilt.

2) Ein algebraisches Element « iiber k heifit separabel, falls m,(x) keine
vielfachen Nullstellen hat.

Satz 3.8.
1) Eine endliche Erweiterung k C k(«) ist separabel genau dann, wenn «
separabel ist.

2) Seien k C k; C K endliche Erweiterungen. Dann gilt: Die Erweiterung
k C K ist separabel genau dann, wenn beide Erweiterungen & C k; und
k1 C K separabel sind.

3) Seien k C k1 C K endliche Erweiterungen. Dann gilt:
(K : kls = [K : kys[ky : Els.

Satz 3.9. Eine endliche Erweiterung k£ C K ist separabel genau dann, wenn
jedes a € K separabel tiber k ist.

Satz 3.10. Sei k C K eine separable Erweiterung mit endlichem Grad [K :
k] = n und seien 71,79, ..., 7, alle Einbettungen von K in k* (iiber k). Dann
gilt fiir jedes a € K:

Xo(#) = (z = 1u())(z = na(@)) ... (z = T (@)).
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Folgerung 3.11. Sei k C K eine separable Erweiterung mit endlichem Grad
[K : k] = n und seien 79,7, ...,7, alle Einbettungen von K in k* (iiber k).
Dann gilt fiir jedes a € K:

Spg(a) = () + (@) + ... + (@),
Ni () = mi(a) - mo(a) - ... ().

Satz 3.12. Sei k C K eine separable Erweiterung mit [K : k] = n < oo und
seien 71, ..., T, alle Einbettungen von K in k* iiber k. Seien ay,...,q, € K.
Dann gilt:

2

(1) ... Tolaq)

Ao, ..., ap) = (det(r;(y)))* =

() oo Talan)



4. ZAHLKORPER UND GANZHEITSRINGE

Definition 4.1. Ein Korper K heifit Zahlkorper, falls Q C K C C ist und
[K : Q] endlich ist.

Definition 4.2. Ein o € C heifit ganze algebraische Zahl, falls eine der drei
aquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(a) Es existiert ein Polynom f(z) = 2™ 4 ¢,—12" ' + -+ + ¢o mit Koeffi-
zienten aus Z und dem Hauptkoeffizient 1, so dass f(a) = 0 gilt.

(b) Die Koeffizienten des minimalen Polynoms m,(z, Q) liegen in Z.

(¢) Die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms y,(x, Q) liegen in Z.

Bemerkung. Aus (c) folgt: Die Spuren und die Normen von ganzen alge-
braischen Zahlen liegen in Z.

Bezeichnung. Des Weiteren sei O¢ die Menge aller ganzen algebraischen
Zahlen in C.

Satz 4.3. Die Menge O¢ bildet einen Ring.

Definition 4.4. Sei K ein Zahlkorper. Der Ring O = O¢ N K heift Ring
der ganzen algebraischen Zahlen in K oder Ganzheitsring von K.

Lemma 4.5. Es gilt Og = Z.

Satz 4.6. Sei m € Z\ {0,1} quadratfrei (d.h. es existiert keine Primzahl p
mit p?|m) und sei K = Q(y/m). Dann gilt:

(a) Die Zahl « = a+by/m € K mit a,b € Q liegt in Ok genau dann, wenn
die folgenden Zahlen in Z liegen:

Sp(a) = 2a,
4.1
N(a) = a*—b*m. (41)
(b) Es gilt
Zlym| = Z&Zy/m, falls m =2 oder 3 (mod 4),
Ok = (4.2)

Z[Hg/m] = Z@Z%m, falls m =1 (mod 4).

Bemerkung. Es gilt

(zozym) c (Z@Zl+2\/m). (4.3)

Tatsdchlich, es gilt v/m = —1 + 2143/% :
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5. EINHEITEN, PRIMELEMENTE UND IRREDUZIBLE ELEMENTE

Definition 5.1. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.
1) Seien x,y € R. Man sagt, dass y ein Teiler von x ist, falls ein z € R
mit x = yz existiert. In dem Fall schreibt man y|x.

2) Ein Element x € R heifit Finheit in R, falls ein y € R mit zy = 1
existiert.
Die Menge der Einheiten in R ist eine multiplikative Gruppe. Diese
Gruppe heifit Finheitsgruppe von R und wird mit R* bezeichnet.

3) Zwei Elemente o, 8 € R heiflen assoziiert, wenn eine Einheit ¢ € R*
mit a = ¢ existiert. In diesem Fall schreiben wir o ~ f3.

4) Ein Element 0 # = € R heifit Primelement in R, falls das Folgende
gilt:
(a) x ist keine Einheit;
(b) fir alle a,b € R gilt:
Ist « ein Teiler von ab, dann ist x ein Teiler von a oder b.

5) Ein Element 0 # x € R heifit irreduzibel in R, falls das Folgende gilt:
(a) z ist keine Einheit;
(b) aus z = yz mit y, z € R folgt, dass y oder z eine Einheit in R ist.
Satz 5.2. Fiir jeden Zahlkorper K gilt

Beweis.

C: Sei a € (Ok)*. Dann existiert § € (Og)* mit o = 1. Daraus folgt
N(a)N(B) = N(1) = 1. Da die Normen von ganzen algebraischen Zahlen in Z
liegen, folgt N(a) = £1.

O: Nehmen wir an, dass o € Ok und N(a) = +£1 gilt. Nach Definition 4.2
liegen die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms

Xa(®) = 2" + cp2™ 4 T + .
in Z und es gilt ¢ = N(a), also gilt ¢g = £1. Dann gilt
0= xala) =a" 4+ 10"t + -+ cra+ co.
Wir teilen diese Gleichung durch a™:
O=1+co1at+-+e(a)y" +ca™
Dann ist a~! eine Nullstelle des Polynoms
f@)=1+co 12+ -+ 2™+ coa™
Da ¢y = +1 ist, ist a~! eine ganze algebraische Zahl nach Definition 4.2. O
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Beispiel. Fir K = Q(v/—5) gilt (Ok)* = {—1,1}.

5.1. Existenz und Eindeutigkeit einer Zerlegung in Primelemente
und in irreduzible Elemente in Ganzheitsringen Ok.

Bemerkung 5.3. Offensichtlich ist Z* = {£1} und es gilt Prim(Z) = Irred(Z).
Fiir alle nullteilerfreie’ kommutative Ringe R mit 1 gilt
Prim(R) C Irred(R).
Insbesondere gilt
Prim(Ok) C Irred(Ok)
fiir alle Zahlkérper K. Diese Inklusion kann aber strikt sein. Als Beispiel be-

trachten wir den Ganzheitsring Ox mit K = Q(v/—5). Dann ist 2 irreduzibel
in Ok, aber nicht prim:

a) 2 ist irreduzibel in O, sonst hétten wir 2 = ajay fiir einige a1, as €
Ok \ (Ok)*. Das impliziert

4 = N(2) = N(CL1>N(6L2)
mit N(ay), N(az) # £1. Da die Normen in 7Z liegen, gilt
N(al) = N(CLQ) = 2.
Als ein Element von Ok kann a; in der Form a; = n + m+/—5 mit

n,m € Z geschrieben werden. Dann gilt 2 = N(a;) = n? + 5m?, ein
Widerspruch.

b) 2 ist nicht prim in O, weil 2 ein Teiler von
2:3=(1++v-5)(1 —+v-5), (5.1)
aber kein Teiler von (1 4 1/—5) oder (1 —+/—5) ist.

Bemerkung 5.4. 1) Es gibt Ganzheitsringe Ok, in denen nicht jedes
Element a € Ok \ (Ok)*, a # 0, in Primelemente zerlegt werden kann
(s. Beispiel 5.5). Wenn aber eine solche Zerlegung o = ajas. .. a, existiert,
dann ist sie eindeutig im folgenden Sinne:

Sei o = b1by ... by, eine andere Zerlegung von « in Primelemente. Dann gilt
n = m und existiert eine Permutation o € 5, so dass a; mit b,(; fir alle ¢
assoziiert ist.

2) In jedem Ganzheitsring Ok kann jedes Element o € Ok \ (Ok)*, a # 0,
in irreduzible Elemente zerlegt werden.

In der Tat, wenn « selbst nicht irreduzibel ist, dann ist o = ajas fiir einige
ai,as € Ok \ (Ok)*. Dann gilt N(a) = N(a;)N(ag) mit N(a;) # £1 fir

IBin Ring R heift nullteilerfrei, falls fiir alle a,b € R mit ab = 0 gilt: a = 0 oder b = 0.
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i = 1,2. Nach Induktion per |N(«)| kénnen aq, as, und somit «, in irreduzible
Elemente zerlegt werden.

Es gibt Beispiele, wobei die Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Ele-
mente verloren geht (s. die Gleichung (5.1), in der alle Elemente irreduzibel
in Ok sind).

Diese Bemerkung kann kurz in folgender Tabelle gefasst werden:

in Primelemente | in irreduzible Elemente

Existiert eine Zerlegung nicht immer immer

Eindeutigkeit der Zerlegungen immer nicht immer

Beispiel 5.5. Sei K = Q(v/—5). Beweisen Sie, dass die Zahl 141 nicht in
Primzahlen in Ok zerlegt werden kann.

Beweis. Nehmen wir an, dass

141 = ﬁ Pi
i=1

ist, wobei p; € Prim(Qf) ist. Aus 141 = 3 - 47 folgt p;|3 oder p;|47 in Ok.
Fall 1. Nehmen wir an, dass p;|3 in Ok fiir ein i ist.
Sei 3 = p;q; fiir ein ¢; € Ok. Dann gilt N(p;)N(¢;) = N(3) = 9. Da
pi keine Einheit ist, ist N(p;) # 1. Auch ist N(p;) # 3 (s. Satz 4.6).
Dann ist N(p;) = 9 und N(g;) = 1, also ist ¢; = £1 und p; = £3.
Dann gilt 3 € Prim(Ok). Aus
3-2=6=(1+v=5)(1—v=b).
folgt, dass 3 eine der Zahlen (1 4+ v/—5), (1 —+/=5) in Ok teilt, was
unmoglich ist.

Fall 2. Nehmen wir an, dass p;|47 in Ok fiir alle ¢ ist.
Dann ist 47 = p;q; fiir einige ¢; € Ok. Dann gilt:

[T =]]wa)/ []pi =47 /141 = 477713,
i=1

i=1 i=1
Diese Zahl liegt aber nicht in Ok, ein Widerspruch. O

Des Weiteren benotigen wir das Legendre-Symbol (%) Seine Definition

und Eigenschaften sind im Appendix A zu finden. Es wird also empfohlen,
Appendix A zu lesen.
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5.2. Primelemente in Ok, wobei K = Q(1/—5) ist.

Lemma 5.6. Sei K ein Zahlkorper und sei n eine zusammengesetzte Zahl in
Z. Dann liegt n nicht in Prim(Ok).

Beweis. Da n € Z zusammengesetzt ist, ist n = k{ fiir einige k, ¢ € 7Z mit
k[, [¢] = 2. Es ist klar, dass k,¢ ¢ (Og)* ist. Wére n eine Primzahl in Ok,
dann hétten wir n|k oder n|¢ in Ok. O.B.d.A. ist n|k, also ist k = na fiir ein
o € Ok. Aber a = % liegt nicht in Ok, weil O NQ = Z ist. O

Satz 5.7. Sei K = Q(v/—5) und sei p eine Primzahl in Z. Dann gilt

p € Prim(Ok) & (%5) =—1

Beweis. Nach Satz 4.6 (b) gilt:
Ox =7 & ZN-5.
Der Fall p =5 ist trivial: 5 ¢ Prim(Ox), weil 5| /=5 - /=5, aber Y22 ¢ O
ist. Nun betrachten wir den Fall p # 5.

1) Sei (’75) = 1. Dann existiert a € Z mit a*> = —5 (mod p). Dann gilt

p|(a® +5) = (a + vV=5)(a — V-5).
Es ist klar, dass (a £ v—5) € Ok, aber p t (a &£ v/—5) ist. Daraus folgt
p & Prim(Ok).
2) Sei (%) = —1. Wir zeigen, dass p € Prim(Ok) gilt. Dafiir miissen wir
zeigen: Wenn

pl(a +bvV/=5)(ay + byv/—=5) (5.2)

in Ok gilt, dann teilt p einen dieser Faktoren in Ok. Nehmen wir also (5.2)
an. Dann folgt

N(p)| N(a +bv/=5) - N(ar + biv=5),

p’|(a® + 5b%)(aF + 5b7).
O.B.d.A. gilt
p|(a® + 5b%). (5.3)
Wenn pl|b ist, dann ist p|a und p|(a + bv/=5) in O.
Wenn p 1 b ist, dann ist b in Z, invertierbar. Wir schreiben (5.3) in der Form
a® = —5b* ( mod p).
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Daraus folgt die Kongruenz
(a/b)* = —5(mod p),

wobei wir a durch b in Z, teilen. Dann haben wir (%) = 1; ein Widerspruch.
O

Satz 5.8. Sei K = Q(v/—5) und sei « = a+by/—5 € O mit a,b € Z, b # 0.
Dann gilt
a € Prim(Ok) < N(a) = a® + 5b* € Prim(Z).

Der Beweis eines allgemeinen Satzes wird im Appendix B geschrieben.
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6. FAKTORRINGE, MAXIMALE IDEALE UND PRIMIDEALE

Wichtige Beobachtung. Sei K = Q(1/—5).
1) Es ist leicht zu sehen, dass 2 und 3 keine Primzahlen in O sind:

Betrachte
6=2-3=(1+V=5)(1—-V-5).

2) Die Zahlen 2, 3, 6 konnen nicht in Primzahlen in dem Ring O zerlegt
werden.

Unser grofles Ziel ist zu zeigen, dass jedes Ideal in Ok eindeutig in das
Produkt von Primidealen zerlegt werden kann. Dafiir bendtigen wir einige
Definitionen:

- Primideal

- Integritatsbereich

- Noetherscher Ring

- Ganzabgeschlossener Ring
- Dedekindscher Ring.

6.1. Grundlegende Definitionen. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

e Eine nichtleere Teilmenge A C R heifit Ideal in R, falls:
1) aus z,y € A folgt x —y € A,
2) aus ¢ € A und r € R folgt ar € A.

Es ist klar, dass ein Ideal in R ein Unterring von R ist. Nicht jeder Unterring
von R ist ein Ideal in R: Sei R = Z[x] und sei A := Z[z?]. Dann ist A ein
Unterring in R, aber kein Ideal.

e Seien ay,...,a, Elemente von R. Das von aq,...,a; erzeugte Ideal ist:
(a,...,a) ;= a1 R+ -+ arR:={ayr1 + -+ +agrg | r1,...,7x € R},

Ein Ideal A in R heifit endlich erzeugt, falls in A endlich viel Elemente
ai,...,ay existieren, so dass A = (ay,...,ax) gilt.

e Ein Ideal A in R heif3t Hauptideal, falls A von einem Element erzeugt ist.

e Die Summe und das Produkt von zwei Idealen A und B von R wird so
definiert:

A+B: ={a+bla€ A be B},

AB: ={ah+ - +ab |k EN a; € A, b€ B,i=1,...,k}

Es ist klar, dass A + B und AB wieder Ideale in R sind. AuBerdem gilt
ABCANB.
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e Sei A ein Ideal in R. Fiir ein Element z € R heifit die Menge
] =z+A:={x+a|la€ A}
Nebenklasse von A in R mit dem Représentant x. Die Menge aller Neben-
klassen von A in R
{[z][= € R}
mit der Addition [z] + [y] := [z +y] und [z] - [y] := [zy] ist ein Ring. Der Ring
heiBt Faktorring von R modulo A und wird mit R/A bezeichnet.

Das folgende Beispiel zeigt, wie wichtig die Faktorringe sind.

Beispiel:
1) Firn e Ngilt Z/(n) = Z, (der Restklassenring modulo n).
2) Es gilt R[z]/(z*+1) = C (der Korper von komplexen Zahlen).

3) Sei p eine Primzahl und sei f(z) ein irreduzibles Polynom in Z,[z] des
Grades k. Dann ist Z,[z]/(f(x)) ein Kérper der Ordnung p*.

6.2. Maximale Ideale und Primideale.

Definition 6.1. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.
1) Ein Ideal A in R heifit echt, falls A # R ist.
2) Ein Ideal A in R heifit mazimal, falls A ein echtes Ideal ist und kein
Ideal Bin Rmit AS B & R existiert.

Satz 6.2. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann liegt jedes echte Ideal
von R in einem maximalen Ideal.

Hinweis. Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Zornschen Lemmas aus Logik.

Satz 6.3. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und sei A ein echtes Ideal in R.
Der Faktorring R/A ist genau dann ein Kérper, wenn A maximal ist.

Beweis. 1) Sei A ein maximales Ideal in R. Wir beweisen, dass fiir jedes
nichtnullsche Element in R/A ein Inverses existiert. Sei also x4+ A # 0+ A ein
Element von R/A. Dann ist x ¢ A. Wir betrachten das Ideal zR + A in R.
Da 1l € Rist, ist € xR+ A. Dann ist das Ideal zR + A grofler als A. Dann
ist tR+ A = R und somit existieren ein r € R und ein a € A mit xr +a = 1.
Daraus folgt (z + A)(r + A) = (1 + A).

2) Sei A kein maximales Ideal in R. Dann existiert ein Ideal B in R mit
AS B S R Wir nehmen b € B\ A und zeigen, dass kein Inverses zu
b+ Ain R/A existiert. Wenn ein solches Inverses (¢ + A) existiert, dann gilt
(b+A)(c+A) = (1+A). Dannist bc = 1+a. Dannist 1 =bc—a € BR+A C
BR + B = B. Daraus folgt R = B. Ein Widerspruch. O
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Definition 6.4. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal A in R heift prim,
falls A echt ist und fiir je zwei Ideale B und C' in R gilt:

aus BC C A folgt B C A oder C' C A.

Behauptung 6.5. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein x € R\ {0} ist
genau dann prim, wenn das von z erzeugte Hauptideal (x) := xR prim ist.

Satz 6.6. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Ideal A in R ist prim
genau dann, wenn A # R und R/A nullteilerfrei ist.

Beweis. 1) Sei R/A nicht nullteilerfrei. Dann existieren z + A # 0+ A und
y+A#0+ Amit (r+ A)(y+ A) =0+ A. Daraus folgt = ¢ A, y ¢ A und
xy € A. Wir betrachten die Ideale B := xR+ A und C := yR + A. Dann ist
BG A CS Aund BC C A. Deswegen ist A nicht prim.

2) Sei A nicht prim. Dann existieren Ideale B und C' in R mit B & A,
C G Aund BC € A, Wir wihlen z € B\ A, y € C'\ A. Dann ist « ¢ A,
y ¢ Aund zy € A. Daraus folgt t + A # 0+ A, y+ A # 0+ A und
(x+ A)(y+ A) =0+ A. Also ist R/A nicht nullteilerfrei. O

Satz 6.7. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann gilt:
1) Jedes maximale Ideal in R ist prim.
2) Wenn A prim ist und R/A endlich ist, dann ist A maximal.

Beweis. 1) Sei A ein maximales Ideal in R. Dann ist R/A ein Korper,
insbesondere ist R/A nullteilerfrei. Nach Satz 6.6 ist A prim.

2) R/A ist ein endlicher kommutativer nullteilerfreier Ring mit 1. Man kann
leicht zeigen, dass R/A ein Korper ist. Dann ist A maximal nach Satz 6.3. O
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7. DISKRIMINANTE. NOETHERSCHE RINGE

In diesem Abschnitt definieren wir noethersche Ringe und beweisen, dass
der Ring Ok noethersch ist. Auch wird die Diskriminante des Zahlkorpers
K definiert. Wir erinnern uns, dass ein Zahlkorper eine endliche Erweiterung
von Q in C ist.

Definition 7.1. Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit 1. Fir je
zwei Elemente a,b € R mit b # 0 betrachten wir einen formalen Ausdruck .
Auf der Menge aller solcher Ausdrucke definieren wir eine Relation ~ durch

a x
-~ —%&ay = br.

by

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse von 7 wird
mit [¢] bezeichnet. Wir haben also

aj (T ,a =
Bk
Der Quotientenkorper von R ist die Menge aller solcher Klassen
{[%] la,be R,b;«éo}
zusammen mit zwei Verkniipfungen + und -, die folgendermaflen definiert sind:
a ¢l [ad+bc a ¢l [ac
IRaFIl vl IR R 1]
Der Quotientenkdrper von R wird mit Quot(R) bezeichnet.

Bemerkung. Q = Quot(Z2)

Satz 7.2. Sei K ein Zahlkorper. Fiir jedes o € K existiert ein m € N mit
am € Og.

Beweis. Da « algebraisch iiber Q ist, ist « eine Nullstelle eines Polynoms
fx)=a"+ap 2" '+ +ag

mit ag,...,a,-1 € Q. Sei m € N eine Zahl, so dass ma; € Z fiir alle 7 ist. Wir
multiplizieren die Gleichung o™ + a,,_1a™ ' 4 - - - + ag = 0 mit m™:

(am)™ + a,_ym(am)" ' + -+ + agm™ = 0.
Daraus folgt: am ist eine Nullstelle des Polynoms
2" 4 ap_yma 4 gem”
mit ganzen Koeffizienten. Also ist am € Ok. a

Folgerung 7.3. Sei K ein Zahlkorper. Dann ist Quot(O) = K.
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Beweis. Die Abbildung
¢: Quot(Og) — K,

BRE
g 8
ist ein wohldefinierter injektiver Homomorphismus. Wir beweisen, dass ¢

surjektiv ist. Sei o € K. Nach Satz 7.2 existiert ein m € N, so dass die Zahl
B :=am in Ok liegt. Dann ist a = % Daraus folgt ¢( [%}) =a. O

Satz 7.4. Sei K ein Zahlkorper. Jedes nichtnullsche Ideal A in Ok enthélt
eine Basis aq,...,a, von K iiber Q.

Beweis. Sei wq,...,w, eine Basis von K iber Q. Nach Satz 7.2 existiert
ein m € N, so dass mwy,...,mw, in Ok liegen. Wihlen wir ein beliebiges
a € A\ {0}. Dann liegen die Elemente amwy, . ..,amw, in A. Diese Elemente
sind linear unabhéngig iiber Q. Da dimg K = n ist, bilden diese Elemente
eine Basis von K iiber Q. O

Satz 7.5. Sei K ein Zahlkorper und sei A ein nichtnullsches Ideal in O.
Dann gilt:
1) Das Ideal A enthédlt Zahlen vy, ..., a,, fir die das Folgende gilt:

a) ay,...,q, ist eine Basis von K iiber Q;
b) A=Zo + -+ + Za,.

2) Die Zahl A(ay,...,a,) liegt in Z \ {0} und héngt nicht von der Wahl
der Zahlen in 1) ab.

Beweis. 1) Seien ay,...,«q, Zahlen aus A die eine Basis von K {iiber Q
bilden. Da diese Zahlen in Ok liegen, liegen die Zahlen Sp(c;«;) in Z. Somit
liegt die Diskriminante A(ay, ..., q,) in Z.

Deswegen existieren die Zahlen aq,...,a, in A, die eine Basis von K iiber
Q bilden und der Absolutbetrag |A(ay, ..., )| minimal ist. Wir beweisen,
dass A = Zay + - - - + Za, gilt.

Sei o € A beliebig. Dann ist a = yya1 4+ - - + 7y, flir einige 74, ..., v, € Q.
Nehmen wir an, dass irgendein v; nicht in Z liegt. O.B.d.A. ist vy ¢ Z. Wir
schreiben vy = m+6 mit m € Z und 0 < 6 < 1. Wir betrachten die Elemente

Bri=a—mar =far+ 0+ -+ Yo,

52 = G,

B = Q.
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Diese Elemente liegen in A und bilden eine andere Basis von K iiber Q. Die

Ubergangsmatrix von aq, ..., a, zu B, ..., By ist
0 %2 % o M
01 0 ... 0
0o 0 0 ... 1

Nach Satz 2.7 gilt
APy, Ba) = (det(C))* - Alau, ..., ). (17.1)
Da (det(C))? = 6 < 1 ist, erhalten wir einen Widerspruch mit der Mini-
malitdt von |A(aq, ..., qy)l.

2) Sei ay, ..., q, eine Basis von K iiber Q mit A = Zay + - - + Za,. Am
Anfang des Beweises haben wir bemerkt, dass A(ay, ..., ) in Z liegt. Nach
Satz 2.6 ist diese Zahl ungleich 0.

Sei fi,..., B, eine Basis von K tiber Q mit A = Zp; + --- + ZS,. Sei C
die Ubergangsmatrix von der a-Basis zur S-Basis und D die Ubergangsmatrix

von der (-Basis zur a-Basis. Dann sind die Eintrage von C' und D aus Z und
es gilt CD = E. Daraus folgt det(C) = £1. Aus (17.1) folgt

ABy, ..., Bn) = Ala, ..., an).
O

Definition 7.6. Sei K ein Zahlkorper und sei A ein nichtnullsches Ideal in
Ok.
i) Die Zahlen ay, ..., a, in A aus Satz 7.5.1) heiit Ganzheitsbasis von A.

ii) Die Zahl A(ay, ..., a,) im Satz 7.5.2) heifit Diskriminante von A und
wird mit §(A) bezeichnet.

iii) Die Diskriminante von O ist besonders wichtig und heifit Diskrimi-
nante des Korpers K dber Q und wird mit 6(K) bezeichnet.

Satz 7.7. Sei K = Q(y/m), wobei m € Z \ {0} quadratfrei ist. Dann gilt
5() = 4m falls m = 2,3 (mod 4),
m  falls m =1 (mod 4).

Beweis. Im Satz 4.6 ist eine ganzzahlige Basis von O gegeben. Die
Diskriminante 6(Ok) wird dann nach Definition berechnet. O
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Definition 7.8. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Der Ring heif3t
noethersch, falls eine der folgenden aquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1) jede unendliche aufsteigende Kette A; C Ay C A3 C ... von Idealen
in R stabilisiert sich, d.h. es existiert einn € Nmit A, = A,.1 = ....

2) jedes Ideal A in R ist endlich erzeugt, d.h. es existieren endlich viel
ai,...,ap € Amit A=a R+ aR+ -+ aR.

Beispiel.
a) Der Ring Z und jeder Koérper K sind noethersch.
b) Der Ring Q[Xi, X5,...] in unendlich vielen Unbestimmten ist nicht

noethersch, da das Ideal, das von allen Unbestimmten erzeugt wird, nicht
endlich erzeugt ist.

Satz 7.9. (Hilbertscher Basissatz) Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ist R
noethersch, so ist auch der Polynomring R[z] noethersch. Insbesondere sind
die Ringe Z[X1,..., X, und K[X7,..., X,] noethersch, wobei K ein Kérper
ist.

Satz 7.10. Sei K ein Zahlkorper. Dann ist der Ganzheitsring Ok
noethersch.

Beweis. Sei A ein nichtnullsches Ideal in Q. Nach Satz 7.5 existieren
Aty € Amit A =onZ+ -+ + a,Z, wobei n = [K : Q)] ist. Dann gilt
A=A0g = 10k + - - + a,Ok. Also ist A endlich erzeugt. O
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8. DER GANZHEITSRING O IST DEDEKINDSCH

Lemma 8.1. Sei K ein Zahlkorper. Jedes nichtnullsche Ideal A des Ganzheits-
ringes Ok enthalt eine nichtnullsche Zahl aus Z.

Beweis. Sei 0 # a € A beliebig. Da a € Ok ist, liegen die Koeffizienten
des Minimalpolynoms my(z) = 2" + ap,_ 12" ' + -+ + a¢ in Z. Wegen der
Irreduzibilitét von mg(z) gilt ap # 0. Dann folgt die Behauptung aus

ag = —(Oén + an_la"_l + -+ (1106> c A.
(Il

Lemma 8.2. Sei K ein Zahlkorper. Sei A ein nichtnullsches Ideal in Ok.
Dann ist der Faktorring Ok /A endlich.

Beweis. Nach Lemma 8.1 besitzt A eine nichtnullsche Zahl m € Z. Dann
gilt
Es geniigt zu zeigen, dass der Faktorring O /(m) endlich ist. Wir haben
Ok = Zwy + -+ - + Ziwn,
wobei wy, .. .,w, eine passende Basis von K iiber @) ist. Dann gilt
(m) = mOk = mZw, + -+ - + mZw,.
Sei w € Ok beliebig. Dann existieren z1, ..., 2, € Z mit
w=z1w1 + -+ ZpWn.
Sei zZ; € {0,1,...,m — 1} der minimale nichtnegative Rest von z; modulo m.
Es gilt
2 = Z; (mod m).
Wir definieren
Dann gilt
w=w (mod (m)).
Die Anzahl von moglichen @ ist m™. Deswegen gilt
Ok /(m)| = m".
und
(I

Bemerkung. Ein anderer Beweis des Satzes 8.2 kann aus Satz 16.3 abgeleitet
werden.
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Satz 8.3. Sei K ein Zahlkorper. Jedes nichtnullsche Primideal in O ist
maximal.

Beweis. Nach Lemma 8.2 ist Ok /A endlich. Dann folgt die Aussage aus
Satz 6.7. O

Definition 8.4. Ein Integritditsbereich ist ein nichtnullscher Ring R mit fol-
genden Eigenschaften:

1) R ist kommutativ und mit 1.
2) R ist nullteilerfrei (d.h. aus ab = 0 folgt a = 0 oder b = 0).

Definition 8.5. Ein Integritatsbereich R heifit ganzabgeschlossen, falls gilt:
Ist @ € Quot(R) eine Nullstelle eines monischen Polynoms f(z) € R[z], so ist
a € R

Satz 8.6. Sei K ein Zahlkorper. Dann ist O ganzabgeschlossen.

Beweis. Nach Folgerung 7.3 ist K = Quot(Og). So miissen wir das Fol-
gende beweisen:

Sei o € K eine Nullstelle eines Polynoms 2" + a,_ 12" ' + - - + aq

mit Koeffizienten a; € O. Dann ist o € Ok

Da a; € Ok ist, ist a; ist eine Nullstelle eines Polynoms
2™+ by 2T 4 by
mit Koeffizienten b; ; € Z. Sei M ein von
{aFako af o<k <n—1,0<k <m;—1}
erzeugtes Z-Modul. Dann ist aM C M. Wie im Beweis des Satzes 4.3 folgt

daraus, dass o € O ist.

Definition 8.7. Ein Ring R heifit dedekindscher Ring falls das Folgende gilt:

1) R ist ein Integritétsbereich;

2) R ist noethersch;

3) R ist ganzabgeschlossen;

4) jedes nichtnullsche Primideal in R ist maximal.

Folgerung 8.8. Fiir jeden Zahlkorper K ist der Ring Ok dedekindsch.

Beweis. Der Beweis folgt aus den Satzen 7.10, 8.3 und 8.6. O
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Definition 8.9. Sei R ein Integritéitsbereich. Zwei nichtnullsche Ideale A, B
in R heiflen dquivalent, falls zwei nichtnullsche Elemente o, 5 in R mit

()A = (B)B
existieren. In dem Fall schreibt man A ~ B. (Man kann nachpriifen, dass ~
eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller nichtnullschen Ideale von R ist.)
Sei [A] die Aquivalenzklasse, die das Ideal A enthilt:

[A] == {B| B ~ A}.

Die Anzahl von Aquivalenzklassen aller nichtnullschen Ideale von R heifit
ldealklassenzahl und wird mit hr bezeichnet.

Aufgabe 8.9’. Sei R ein Integritatsbereich.

1) Sei A ein nichtnullsches Ideal in R. Dann gilt [A] = [R] genau dann,
wenn A ein Hauptideal ist.
2) Es gilt hg = 1 genau dann, wenn jedes Ideal in R ein Hauptideal ist.

Lemma 8.10. Sei K ein Zahlkorper. Dann existiert ein M € N mit der
folgenden Eigenschatft:
Fiir jedes v € K existieren eine natiirliche Zahl 1 < k£ < M und ein Element
w € Ok, so dass gilt:
|IN(ky —w)| < 1.
Beweis. Nach Satz 7.2 existiert eine Basis aq, ..., a, von K iiber QQ, so dass
Ok =Zaoy + -+ + Zay,
gilt. Es gilt auch
K =Qa; + - + Qay,.
Dann kann jedes v € K in der Form
’y=q1a1+---+qnan
geschrieben werden, wobei q1,...,q, € Q ist. Mit Bezeichnungen
[’Y] = [QI]al Tt [Qn]am
{’Y} = {Q1}Oél + o+ {Qn}&n
haben wir v = [y] + {7} und [y] € Ok. Wir bezeichnen {v}; := {¢;}. Dann
gilt

(=) _{he, 0<{3hi<1, i=1,...,n
=1
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Sei m € N beliebig. Wir betrachten die Zahlen
Y, 29, -, (Mm™ + 1)y,

Dann existieren natiirliche Zahlen 1 < s <t < m
gilt:

" sodass firi=1,....n

1
<=

{tv}i —{s7}i

Wir setzen k :=t — s, M! = m"” und w := [ty] — [s7]. Dann ist 1 < k < M,
w € Ok, und es gilt

by —w=1ty—sy— (7] = [s7]) = {tr} — {57} = Z({tv}i — {57}

Seien o4, ..., 0, alle Einbettungen von K {iber Q. Dann gilt

N(ky —w) = N(imm) = ﬁ[gj (im%) = <zn:pi0j<0%)>-

1 i=1
Daraus folgt

n
j:

81 1
IN(ky —w)| < —

mn

(St

Das letzte Produkt ist eine Konstante, die hangt nicht von v € K ab. Deswe-
gen kann m so gewahlt werden, dass |N(ny —w)| < 1 gelten wird. O

n
j=1

Satz 8.11. Sei K ein Zahlkorper. Dann ist die Idealklassenzahl von Oy
endlich.

Beweis. Sei 0 # [ € A eine Zahl mit minimalem |N(f)|. Nach Lemma 8.10
existiert M € N; so dass folgendes gilt:

Fir jedes @ € A existieren eine nattrliche Zahl 1 < n, < M und ein
Element w, € Og mit

‘N(nag — wa) < 1.

g

Daraus folgt
IN (nac —wafB)| < |N(B)|.
———

€A

Wegen der Minimalitét von |N(5)| haben wir noa — w,f8 = 0. Daraus folgt
nea € () und schliefllich

MIA C (B).
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Deswegen haben wir die Inklusion
1

AuBerdem ist B ein Ideal in Ok, es gilt M! € B (wegen 5 € A) und es gilt
(M)A = (B)B.

Also ist A ~ B. Es bleibt zu bemerken, dass es nur endlich viele Ideale B in
Ok mit (M!) C B gibt. Das folgt aus dem Fakt, dass der Faktorring O /(M!)
endlich ist (s. Lemma 8.2). O
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9. IDEALKLASSENGRUPPE VON K.
ZERLEGUNG VON IDEALEN IN Ok IN PRIMIDEALE

Ziel dieser Volesung ist, folgende Behauptungen iiber Ideale in O zu be-
weisen:

1) Fiir jedes nichtnullsche Ideal A in O existiert ein k € N, so dass A*
ein Hauptideal ist.

2) Sind A, B, C drei nichtnullsche Ideale in Ok mit AB = AC, dann gilt
B=C.

3) Sind A, B zwei nichtnullsche Ideale in O mit A C B, dann existiert
ein Ideal C' in O mit A = BC.

4) Jedes nichtnullsche und echte Ideal A in O kann in Primideale zerlegt
werden.

AuBlerdem wird die Idealklassengruppe definiert. Es wird festgestellt, dass
sie endlich und kommutativ ist.

Lemma 9.1. Sei A # {0} ein Ideal in O und sei § € K, so dass fA C A
ist. Dann ist 5 € Ok.

Beweis. Der Beweis folgt aus dem Fakt, dass A ein Z-Modul ist. O
Lemma 9.2. Seien A, B # {0} Ideale in O, so dass A = AB ist. Dann ist
B = Ok.

Beweis. Nach Satz 7.5 existieren ay,...,a, € A, so dass A = (aq,...,q,)
ist. Wegen A = AD existieren b; ; € B, so dass gilt:

ar = byag + -+ bipay,
Qp = bnlal + -+ bnnan-

Dann ist 1 ein Eigenwert der Koeffizientenmatrix B = (b;;). Somit ist 1 eine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms yg(z) = " + B,_12" ' + -+ + By
mit Koeffizienten aus dem Ideal B. Deswegen gilt 1 = —(8,_1+---+ ) € B
und folglich ist B = Ok. O
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Satz 9.3. Sei K ein Zahlkérper. Fiir jedes Ideal A # {0} in O existiert
ein k € N mit 1 < k < hg, so dass A* ein Hauptideal ist. Hier ist hx die
Idealklassenzahl von K.

Beweis. Nach dem Schubladenprinzip existieren 1 < ¢ < 7 < hg + 1 mit
Al ~ Al Deswegen gilt (o) A" = () A7 fiir einige «a, 8 € Ok \ {0}. Dann gilt
i
Q
Nach Lemma 9.1 liegt jedes Element von gAj " in Ok. AuBerdem ist §A~7 —
ein Ideal in Of. Dann folgt aus (9.1) und Lemma 9.2 die Gleichung

By~ oy

a
Also ist GOk = AT=" C Ok. Nach Lemma 9.1 gilt 5 € Ok. Deswegen ist

A=A AN (9.1)

mi—%oK

ein Hauptideal in Ok. O

Satz 9.4. Sei K ein Zahlkorper. Die Menge
{[A]| A ist ein nichtnullsches Ideal in Ok}

mit der Multiplikation [A]-[B] := [AB] bildet eine Gruppe. Sie ist kommutativ
und endlich. Das Einselement dieser Gruppe ist [O].

Beweis. Wir iiberpriifen, dass jedes Element [A] der oberen Menge ein
Inverses hat. Nach Satz 9.3 existiert £ € N, so dass A* einem Hauptideal
aquivalent ist. Jedes Hauptideal in Ok ist aber dem Ideal O aquivalent.
Also gilt [A*] = [Ok]. Deswegen ist [A]*~! das Inverse zu [A]. O

Definition 9.5. Die Gruppe aus dem Satz 9.4 heifit Idealklassengruppe von
K und wird mit CI(K) bezeichnet.

Satz 9.6. Seien A, B # {0} Ideale in Ok, so dass A C B gilt. Dann existiert
ein Ideal C' in O mit A = BC.

Beweis. Nach Satz 9.3 existiert ein k € N, so dass B¥ = () ein Hauptideal
ist. Wir setzen C' = %BkilA. Dann ist
1

ok 1o
€€ 3B B = 5(8) = Ok
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Zudem ist C'ist ein Ideal in Ok, und es gilt
1 . 1

O
Bezeichnung. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Fiir zwei Ideale A, B
in R schreiben wir B|A, falls A C B gilt.

Bemerkung. Diese Bezeichnung ist sinnvoll wegen der folgenden schénen
Umformulierungen:

1) Umformulierung des Satzes 9.6: Seien A, B # {0} Ideale in Ok. Ist
B|A, dann ist A = BC fiir ein Ideal C' in Ok.

2) Umformulierung der Definition 6.4: Sei R ein kommutativer Ring. Ein
Ideal A in R heif3t prim, falls A echt ist und fiir je zwei Ideale B und
Cin R gilt: aus A|(BC) folgt A|B oder A|C.

Satz 9.7. Scien A, B,C # {0} Ideale in Ok, so dass AB = AC gilt. Dann
gilt B=C.

Beweis. Nach Satz 9.3 existiert ein k € N, so dass A* = («) ein Hauptideal
ist. Aus AB = AC folgt A*B = A*C'. Deswegen gilt (a)B = (a)C und somit
B=C. O

Lemma 9.8. Sei B ein Ideal in Ok mit {0} # B # Ok ist. Dann existieren
ein Primideal P und ein Ideal By in O mit B = PB;. Auflerdem gilt B ; B;.

Beweis. Es existiert ein Maximalideal P in Ox mit B C P. Nach Satz 6.7
ist P prim. Nach Satz 9.6 existiert ein Ideal By in Ok, fiir das gilt:
B = PB;.
Offensichtlich ist B C By. Zudem gilt B # By, sonst hatten wir
OxkB=B=PB,=PB
und somit Ok = P (s. Satz 9.7), ein Widerspruch. O

Satz 9.9. Sei A ein Ideal in Ok mit {0} # A # Ok. Dann ist
A=PP... P

fiir einige (nicht unbedingt verschiedene) Primideale Py, P, ..., Py in Ok.
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Beweis. Wir setzen Ay = A. Da Ay # Ok ist, ist Ag = P A; fiir ein
Primideal P; und ein Ideal A; mit A ; A; (s. Lemma 9.8). Nun definieren
induktiv einige Ideale in Og: Nehmen wir an, dass wir fiir ein £ € N und alle
1 =1,...,k ein Primideal P; und ein Ideal A; mit

Ai_1 = PFA; und A;_4 ; A,
definiert haben. Ist Ay = Ok, dann beenden wir den Prozess. In dem Fall
gilt
A():PlAl:P1P2A2:"':Plpg...PkAk:.Pl.PQ...Pk,
und wir haben die gewtiinschte Zerlegung. Ist Ay # Ok, dann konnen wir

diesen Prozess fortsetzen: Nach Lemma 9.8 existiert ein Primideal Py, und
ein Ideal Ay, ; mit

Ap = Pop1 Apyr und A G Apy.

Der Prozess kann aber nicht unendlich sein, sonst hatten wir eine unendliche
aufsteigende Kette von Idealen

A S A CAC. .

in Ok, was dem Satz 7.10 widerspricht. O
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Aufgabe 9.10. Sei K = Q(v/5). Folgendes ist bekannt:
Ok = Z+ ZV5 + Z(V5 )% (19.2)
Zerlegen Sie das Hauptideal (3) in Ok in Primideale.

Lésung. Sei aw = v/5. Wir priifen nach, dass das Folgende gilt:
1) (3) =(3,1+a)%
2) (3,1 + «) ist ein Primideal in Ok.

Zu1): Esgilt (3,14 «)? = (9, 3+ 3a, 1+ 2a + a?). Daraus folgt

3,1+ a)® =(27,9+9a, 34 6 + 302, 1 + 3a + 3a? + a?)
= (27, 94 9, 3+ 6 + 3a?, 6 + 3o + 3a?)
= (27, 9+ 9, 3+ 6 + 3a?, 3 — 3a)
= (27, 9+ 9a + 3[3 — 3a], 3 + 6a + 3a?, 3 — 3a)
= (27, 18, 3+ 6 + 3a?, 3 — 3a)

= (9, 3+ 6a + 3a?, 3 — 3a)

= (9, 3+ 6 + 3a? + [a + 3][3 — 3a], 3 — 3a)

= (9, 12, 3 — 3a)

= (3,

3,3 — 3a)
= (3).

Zu 2): Wir zeigen, dass der Faktorring Ok /(3,1 + «) genau 3 Elemente
enthélt. Dann wird das Ideal (3,1 4 «) maximal und somit prim in Of.

Bezeichnung. Sei [ ein Ideal in O. Fiir zwei Elemente wq,ws € Ok
schreiben wir
w; = wy (mod 1),
falls w; — wy € I gilt. In diesem Fall gilt wy + I = wy + I, also sind die zwei
Nebenklassen gleich.

Wir setzen I = (3, 14+ «) und zeigen, dass fiir ein beliebiges Element w € O
ein wy € {0,1,2} mit w = w; (mod ) existiert.

Nach (19.2) kann w in der Form w = aa?+ba+ ¢ geschrieben werden, wobei
a,b,c € Z gilt. Als Vorbereitung teilen wir das Polynom ax? + bx + ¢ durch
x + 1 mit einem Rest:

ar® +br+c= (v +1)(ax+(b—a))+(a—b+c).
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Da I die Zahl a + 1 enthalt, haben wir
w=a*+ba+c=(a+1)(aa+ (b—a))+(a—b+c)=a—b+c (mod I).

S

el

Da I auch die Zahl 3 enthalt, haben wir
w=a—b+c=r (modI)
fiir ein 7 € {0, 1, 2}.
Damit haben wir gezeigt, dass der Faktorring Ok /I hochstens 3 Nebenkassen

O+1,1+1,2+1
enthalt. Nun zeigen wir, dass diese Nebenklassen verschieden sind. Im Hin-
blick auf einen Widerspruch nehmen wir an:

1+1=2+1.

Dann gilt 1 € I. Daraus folgt 1 = 13 € I? Y (3) = 30k. Ein Widerspruch.

Andere Varianten fithren auch zu einem Widerspruch.
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10. DIE EINDEUTIGKEIT DER ZERLEGUNG VON IDEALEN
IN Ok IN PRIMIDEALE

Satz 10.1. Sei {0} # A # Ok ein Ideal in Ok. Dann gilt

Ok 2A2A% 2 A2 . und [ A" = {0}.
=1

Beweis. Ware A = A" fiir ein 4, dann hitten wir
AOp = Al = A = AiA
und folglich Ok = A (s. Satz 9.7), ein Widerspruch.
Wir setzen B := ﬁlA". Wiére B # {0}, dann wiirde der Faktorring Ok /B

7

endlich nach Lemma 8.2. Andererseits besitzt der Faktorring Ok /B eine
unendliche absteigende Kette von Idealen

Ox/B2A/B2 A*/B2A*B2 ..
Ein Widerspruch. O
Definition 10.2. Sei P ein Primideal und sei A ein Ideal in O mit {0} #

A # Og. Wir setzen P° := O und definieren die Ordnung von A beziiglich
P durch

ordp(A) := max{k > 0| A C P*}.

Bemerkung. Dieses Maximum existiert nach Satz 10.1. Man kann die Defi-
nition folgendermaflen umformulieren:

ordp(A) =k <= ACP" und A g P"

Mit Hilfe der Bezeichnung aus Vorlesung 19 konnen wir diese noch einmal
umformulieren:

ordp(A) =k <= P*|A und P*{ A
Satz 10.3. Sei P ein Primideal und seien A, B Ideale in O mit {0} # A #
Ok und {0} # B # Ok. Dann gilt:

1) ordp(P) = 1;
2) ordp(P') =0 falls P’ # P ein Primideal ist;
3) ordp(AB) = ordp(A) + ordp(B).
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Beweis. 1) Die Einbettung P C P ist trivial und die “nicht-Einbettung”
P ¢ P? folgt aus Satz 10.1.

2) Wire ordp(P’) > 1, dann hétten wir P/ C P. Da Primideale in O
gleichzeitig Maximalideale sind, erhalten wir einen Widerspruch.

3) Wir bezeichnen s = ordp(A) und ¢ = ordp(B). Dann gilt A C P~
A ¢ Pt und B C P, B ¢ P! Daraus folgt AB C P*™. Es bleibt zu
zeigen, dass AB ¢ P+ gilt.

Nehmen wir AB C P! an. Nach Satz 9.6 existieren Ideale C', A;, und
By, so dass AB = P***1(C A = PSA; und B = P!'B, gilt. Daraus folgt

Ps+t+1C — PSHAlBl.
Das impliziert PC' = Ay By (s. Satz 9.7). Da P prim ist, ist P|A; oder P|B;.

O.B.d.A. ist P|A;, also gilt A; € P. Dann gilt A = P*A; C P**l. Ein
Widerspruch. O

Satz 10.4. Sei A ein Ideal in Ok mit {0} # A # Ok. Dann kann A in der
Form
A=Pnpp.. P

geschrieben werden, wobei Py, ..., P, verschiedene Primideale in O sind und
ny,...,nx € Nist. Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf einer Permutation
von Py, ..., P,. AuBerdem gilt n; = ordp, (A) fiir alle 1.

Beweis. Die Existenz der Zerlegung wurde im Satz 9.9 formuliert. Nun
zeigen wir die Eindeutigkeit. Zuerst beweisen wir die Eindeutigkeit der Prim-
ideale Py, ..., P,. Nehmen wir an, dass es eine Zerlegung

A=P .. ..
mit einem Primideal P’ ¢ {Py,..., P} gibt. Dann gilt A C P’, woraus (mit
Hilfe des Satzes 10.3) folgt
k
1 < OI‘dp/(A) = Ol"dp/(Plr”Pan Ce P]?k> = Z(TLJ . OI‘dP/(Pj)) = 0.
j=1
Ein Widerspruch. Die Eindeutigkeit von Exponenten n; folgt aus der Formel
k

ordp,(A) = Z(n] -ordp,(P))) = n;.

Jj=1
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11. ERSTE ANWENDUNG: DIE GLEICHUNG 3% =23 — 5

Lemma 11.1. Fiir K = Q(1/—5) gilt hx = 2.

Beweis. Des Weiteren werden wir die Definition 16.1 der Norm eines Ideals
in Ok und den Satz von Minkowski 17.2 benutzen.

Nach Satz 17.2 ist jedes nichtnullsche Ideal in O einem der Ideale 21 mit
N(2) < 2 dquivalent. Ist N(2A) = 1, dann ist A = Og. Sei N() = 2.
Dann besteht der Faktorring O /21 aus zwei Nebenklassen 0 + 2 und 1 + 2L.
Deswegen ist 2(1 +2A) = 0+ 2L, also gilt 2 € 2 und somit 20k C A C Ok.
Der Faktorring O /20 besteht aus 4 Nebenklassen

20K + 0,20k + 1, 20K + , 20k + (1 + «).

und hat nur ein Ideal der Ordnung 2 — das besteht aus der ersten und vierten
Nebenklasse. Dann ist 2 = (2,1 4+ «). Dann besteht die Idealklassengruppe
Cl(K) aus zwei Elementen: [Og] und [(2,1 + «a)]. O

Lemma 11.2. Sei K = Q(v/—5). Die Ideale
A= (2, 1+ v —5)0K, B = (\/ —5)0K
in O sind prim, und es gilt
(2)o, = A% (11.1)

Beweis. Wir bezeichnen o« = +/—5. Nach Satz 4.6 gilt O = Z + Za.
Wir zeigen Formel (11.1):

A? = (2a 1+ a)OK (27 I+ a)OK = (47 2(1 + O./), (1 + 04)2)(911{
= (4, 2+ 204, -4+ QOZ)OK = (4, 2+ 205, 6)@K = (2, 2+ QOé)OK = (2>0K.

Wir zeigen, dass das Ideal A prim ist. Daflir werden wir zeigen, dass der
Faktorring Ok /A genau 2 Nebenklassen enthélt. Dann wird A maximal und
somit prim.

Zuerst zeigen wir, dass jedes w € Ok zu 0 oder 1 modulo A dquivalent ist.
Wir schreiben w in der Form w = aa 4+ b mit a,b € Z. Da 1+ a € A ist, gilt

w=w-—a(l+a) (mod A) =b—a (mod A).

Da 2 € A ist, ist b — a zu 0 oder 1 modulo A dquivalent. Also enthallt Ok

hochstens zwei Nebenklassen 0 + A und 1 + A. Waren diese Nebenklassen

gleich, dann hitten wir 1 € A und somit 1 € A%? = 20, was unmoglich ist.
Analog kann gezeigt werden, dass B prim ist. O
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Satz 11.3. Die Gleichung y? = 2® — 5 hat keine Losung iiber Z.

Beweis. Nehmen wir an, dass diese Gleichung eine Losung (x,y) € Z? hat.
Um das zu widerlegen, werden wir mit dem Ganzheitsring O arbeiten, wobei

K = Q(v/-5) ist. In O haben wir die Gleichung
(y+v=5)-(y —v-5) =2
Schreiben wir diese in der Form einer “Idealen-Gleichung”:
(Y +V=5)ox - (y = V=D)ox = (z*)oy- (11.2)
Behauptung. Es gibt kein Primideal P in Ok, das die beiden Ideale
(y + vV—5)o, und (y — /=5)o, teilt.
Beweis. Sei P C O ein solches Primideal. Dann gilt
P|(2v/=5)o, und P|(z%)o,. (11.3)
Nach Lemma 11.2 hat das Ideal (2v/=5)o, folgende Zerlegung in Primideale:
(2v/=5)o, = A%B.
Dann ist P = A oder P = B.
Fall 1. P = A.
Nach Lemma 11.2 ist P? = (2)p,, und nach Formel (11.3) gilt P?|(2*)o,..

und somit (23)p, C (2)p,. Dann kann x? in der

2 = 2(a + bv/—5)
mit a,b € Z geschrieben werden. Dann gilt 2° = 2a, b = 0. Insbesondere ist
2|z in Z. Daraus folgt

Deswegen gilt (2)o, |(z%)o
Form

K

y* =1 —5= -5 (mod 8).

Deswegen ist y ungerade, also kann in der Form 2n + 1 mit n € Z geschrieben
werden. Wir haben

v’ =02n+1)’=4n(n+1)+1=1 (mod 8).
Ein Widerspruch.
Fall 2. P = B.

Dann ist P2 = (5)o,. Analog zu Fall 1 erhalten wir 5|z in Z. Aus y* = 2 —5
folgt auch 5]y. Dann ist 25|y?, aber 25 { 23 — 5. Ein Widerspruch.

Die Behauptung ist bewiesen. O



37

Nun betrachten wir Zerlegungen von Idealen (y + v/—5)o,, (¥ — vV—5)ox

und (z)o, in Primidealen:

s t J4

+V-Dox =[P,  w-V-Do.=[[QF  @)o.=]]R:

i=1 j=1 k=1

Aus (11.2) folgt
s t l
HPiei HQ‘{] _ HRzgk'
i=1 =1 k=1
Da alle P; und @); verschieden sind und die Zerlegung in Primideale eindeutig
ist, gilt 3|e; und 3| f; fiir alle ¢, j. Dann ist
(y+ V=)o, = I’ (11.4)
fiir ein Ideal I in Ok. In der Idealklasengruppe CI(K)gilt
[Ok] = [(y + V=5)ox] = [I]".
Nach Lemma 11.1 ist |CI(K)| = 2. Das impliziert [Ok| = [I]. Deswegen ist [
ein Hauptideal und es kann in der Form
I = (a+bV=5)Ox (11.5)
mit a,b € Z geschrieben werden. Aus (11.4) und (11.5) erhalten wir

(y+V=5)Ok = (a + bv/=5)>Ok.
y+vV—=5=u-(a+b/=5)?

fir ein w € Oj. Es ist leicht zu berechnen, dass O = {—1,1} ist. O.B.d.A.
ist w = 1. Wir haben
y+ V=5 = (a+b/=5)?® = a* — 15ab* + (3a* — 5b)bv/—5.

Dann gilt (3a® — 5b)b = 1. Diese fiihrt zu einem Widersprich. O

Dann gilt
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12. FERMATSCHER SATZ: VORBEREITUNG

Folgender Satz wurde vermutet von Fermat im Jahr etwa 1640 und bewiesen
von Wiles im Jahr 1994.

Satz 12.1. (Wiles) Fiir n > 3 ist die Gleichung 2™ 4+ y™ = 2" unldsbar in N.

Offensichtlich reicht es, diesen Satz fiir n = 4 und alle Primzahlen n > 3 zu
beweisen. Kummer hat diesen Satz fiir die sogenannten regularen Primzahlen
bewiesen (s. seine Arbeiten der Jahre 1847 und 1850). Fiir n < 100 gibt es
nur drei Primzahlen, die nicht regular sind: 37,59, 67. Wir werden den Beweis
von Kummer zu einem groflen Teil geben.

Allgemeine Vorbereitung. Sei [ > 3 eine Primzahl. Wir betrachten die
Zahlkorper K = Q((), wobei

¢ = e/t = cos(2m /) + isin(27 /0)
ist. Es ist klar, dass ¢* =1 ist.

e Die Zahlen 1,¢,...,¢" ! sind alle Nullstellen des Polynoms z* — 1. Das
Polynom

zt—1 -1 -2 it i
x_lzx +z +...+1:E($—C) (12.1)

ist irreduzibel iiber Q (s. Ubungsblatt 1). Deswegen ist
me(r) =2+ L
Insbesondere gilt [K : Q] = ¢ — 1. Daraus folgt, dass
1,¢,...,¢2
eine Basis von K iiber Q ist.
e Folgende Zahl spielt eine wichtige Rolle im weiteren Beweis:
A=1-¢C.
Es kann bewiesen werden, dass 1, ), ..., A*~2 auch eine Basis von K iiber Q ist.
e Da [K : Q] = ¢ — 1 ist, existieren genau ¢ — 1 Einbettungen von K in C:
7. K —=C,
(=,
¢t =1,...,0—1. Diese Einbettungen sind Automorphismen des Korpers K.
Es gilt also

(12.2)

Aute(K) ={m,..., 71}
Den folgenden Gruppenisomorphismus werden wir aber nicht benutzen:
Allh@(K) = (Zg)* = Zg_l.
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Definition 12.2. Zwei Zahlen «, f € Ok heiflen assoziiert, falls eine Einheit
e € O existiert, so dass o = fe gilt. In dem Fall schreiben wir a ~ .

Bemerkung. Zwei Hauptideale (a)p, und (8)p, sind gleich genau dann,
wenn die Zahlen o und  aquivalent sind:

(@ox = (Blox & a~p.
Lemma 12.3. Sei A =1 — (. Dann gelten:

1) N(A) =¢.
2) (1—¢) ~Afirallei=1,...,¢—1.
3) £~ \TL
Bewezs.
Zu 1): Wir haben
-1
(12.2) oy (12.1)
N =][n0) "= =00 -¢)...0-¢) "= 0
j=1
Etwas allgemeiner gilt firi=1,...,/ — 1:

£—1 £—1
N =¢) = N@) = [Tr(no) = [[R0) = NO) = ¢

Zu 2): Wir haben A
1=¢=(1-Qe
mit ¢, =1+ ¢+ + ("' € Og. Daraus folgt
N(1—¢") =N —¢)N(e).
¢ ¢
Deswegen gilt N(¢;) = 1, also ist ¢; € Oj.
Zu 3): Wir haben

-1 -1
t=T[a-¢)=TJ0-Qa=01-¢" e
i=1 =1
-1
mit ¢ = [[ ¢ € O. 0
i=1

Lemma 12.4. Esgilt Z+Z¢ + -+ Z(2 =2+ ZA + - - + ZA2.

Beweis. Wir betrachten zwei Basen von K iiber Q: By = {1,(,... , (2}
und By = {1, ),..., A\ 2}. Die Ubergangsmatrizen von B; zu B, und von By
zu B sind ganzzahlig. O
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Lemma 12.5. Es gilt O = Z + Z( + -+ - + Z¢2.

Beweis. Wir bezeichnen
A=Z+ZCH+ -+ 72

Die Inklusion A C O ist klar. Wir beweisen O C A. Sei also o € Og.
Zuerst schreiben wir « als eine Linearkombination von 1, ¢, ..., (2 mit Ko-
effizienten a; aus Q:

a=ay+a{+- + a7
Wir werden zeigen, dass alle a; in Z liegen. Da Sp(1) = [K : Q] = ¢ — 1 und
Sp(¢H) = —1firi=1,...,0—1ist, gilt
02

Sp(a) = lag — Zai.

i=0
Man kann berechnen

-2 -2
Sp(Car) = _Z&i’ Sp(¢Fa) = —lay_y, — Zai, k=2,...,0—2.
i=0 i=0

Da die Spuren von ganzen algebraischen Zahlen in Z liegen, gilt fa; € Z fiir
k=0,...,0 —2. Deswegen gilt fov € A. Nach Lemma 12.4 gilt

loa = b(] + bl)\ + -+ bgfg)\€72 (123)
fiir einigen b; € Z, 1 =2,...,0 — 2.

Es bleibt zu zeigen, dass alle b; durch ¢ teilbar sind. Nehmen wir an, dass fiir
ein 0 < s < £ — 2 schon bewiesen ist, dass alle Koeffizienten b; mit ¢ < s durch
¢ teilbar sind. Wir splitten die rechte Seite von (12.3) in drei Summanden:

o= BN+ A +D bN (12.4)
1<s j>s
Da A71|¢ in Ok ist (s. Lemma 12.3), gilt A**!|b; in O fiir alle i < s. Somit
sind die linke Seite und die zwei Summen in der rechten Seite von (12.4) durch
At in Oy teilbar.
Deswegen ist auch b,\* durch A**! teilbar. Daraus folgt Alb, in Ok und
somit N(A\)|N(bs) in Z. Also erhalten wir £|b in Z und somit £|b,. O

Lemma 12.6. Fir jede Einheit ¢ € Oj; existieren eine Zahl ¢ € N und eine
reelle Einheit ¢y € O} mit € = (%e.
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13. ERSTER FALL DES FERMATSCHEN SATZES
FUR REGULARE PRIMZAHLEN

Definition 13.1. Eine Primzahl ¢ > 2 heiflt regular, wenn die Idealklassen-
gruppe von Q(¢), wobei ¢ = e?™/¢ ist, keine Elemente der Ordnung ¢ enthélt.

Lemma 13.2. Sei ¢ eine Primzahl. Seien x,y zwei teilerfremde ganze Zahlen
mit ¢ 1 (z + y). Dann sind die Hauptideale

(2 + Yo (T + Yok (@ + Ty o

paarweise teilerfremd in Ok, wobei K = Q(¢) mit ¢ = €™/ ist.

Beweis. Nehmen wir an, dass ein Primideal P C Ok und einige Zahlen
i # 7 (mod /) existieren, so dass gilt:

P](x—l—(iy)oK und P|(a:’—|—(jy)@K. (13.1)
Mit Hilfe des Lemmas 12.3 erhalten wir
(x4 y) = (x+Cy) = (¢ = Py ~ (1= Qy.
Daraus folgt ' 4
(1 =)ok € (x+ Yo, + (@ + Yok

Da P ein Teiler von jedem dieser Summanden ist, ist P ein Teiler von
((1 = Q)y)o,- Da P ein Primideal ist, gilt

P|<1 _C)OK oder P|(y)OK'

Analog gilt

P|<1 _C)OK oder P|(I)0K
Insbesondere gilt

(1—-() € P oder x,y € P.

Da ggT(z,y) = 1 ist, existieren x,y € Z mit zu + yv = 1. Gelte z,y € P,
dann hatten wir 1 € P, ein Widerspruch. Also gilt

(1-¢)eP.
Mit Hilfe das Lemmas 12.3 leiten wir daraus ab:
(ePund (1-¢)eP (13.2)
AuBlerdem gilt (x + y) € P wegen
)

4 ) (13.1
(z+y)=(@+ly)+1-C)y (1362) P+ P

Da ggT(¢, (x +y)) = 1 ist, gilt 1 € P wie oben. Ein Widerspruch. O

Lemma 13.3. Sein € Z. Ist 3 1 n, dann hat n® den Rest 1 oder —1 modulo 9.
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Satz 13.4. (Erster Fall des Fermatschen Satzes fiir regulére Primzahlen)
Sei ¢ > 3 eine regulare Primzahl. Dann existieren keine ganze Zahlen z, v, z,
die jeweils teilerfremd zu ¢ sind und ¢ + y* = 2¢ erfiillen.

Beweis. Fiir ¢ = 3 folgt die Aussage aus Lemma 13.3. Nun betrachten wir
den Fall / > 5. Nehmen wir an, dass solche Zahlen x, y, z existieren. O.B.d.A.
konnen wir annehmen, dass sie paarweise teilerfremd sind. Nach dem kleinen
Fermatschen Satz (s. Appendix A) gilt

=2 (mod f), y*=y (mod (), 2=z (mod ().
Daraus folgt
r+y =2z (mod /).
Nach Voraussetzung gilt ¢ 1 z, somit gilt
Ut (z+y).
Sei ¢ = €*>™/¢, Dann gilt

(@+y)(@+Cy)... (@ + Ty =2
Schreiben wir diese in der Form einer “Idealen-Gleichung”:

(4 Y)ox (T + Yoy - (@ + T Yo, = (2o,

Nach Lemma 13.2 sind die Ideale auf der linken Seite paarweise teilerfremd.
Dann sind sie ¢-te Potenzen einiger Ideale in Q. Insbesondere ist

(:L‘ + Cy)OK = AK

fiir ein Ideal A in Og. Daraus folgt [A]® = [Ok]. Da (¢ regulir ist, gilt
[A] = [Ok], also ist A = (a)o, fir ein a € Og. Wir haben also

(SL’ + <y>(’)1{ = (O/)OK'
Deswegen existiert € € O3 mit
z + Cy = ea. (13.3)

Wir schreiben « als eine Linearkombination von 1, ), ..., A*~2 mit Koeffizien-
ten b; aus Z:

o =Dby+bA+ -+ boA 2
Dann ist
of =0+ WX 4 b, AP (mod 0).
Aus Lemma 12.3. 3) folgt £ | A\ in Of. Deswegen gilt
af = bl (mod /).
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Daraus und aus dem kleinen Fermatschen Satz folgt
of = by (mod ¢). (13.4)

Nach Lemma 12.6 existiert a € N und eine reelle Einheit ¢y € Oj; mit
e = (“ey. (13.5)
Aus (13.3)-(13.5) folgt
x + Cy = (“eoby (mod ¢),
also
(% + (% = goby (mod £).
Mit Hilfe der komplexen Konjugation erhalten wir
"z + (“ly = by (mod £).
Daraus folgt
2+ yC =2 —y¢t* =0 (mod /). (13.6)

Bemerkung. Ist ag+a;(+ -+ +a; ("2 =0 (mod £) mit ag, ...,a, 5 € Z,
dann gilt ¢|a; fir alle ¢ (s. Lemma 12.5).

Mit Hilfe dieser Bemerkung folgt aus (13.6), dass ¢|z oder £|y oder ¢|(z — y)
gilt. Die ersten zwei Fille sind unméglich nach der Voiraussetzung. Also gilt

r =y (mod /). (13.7)

Die Gleichung 2 + y* = 2* kann noch in der Form z‘ + (—2)! = (—y)*
geschrieben werden. Dann folgt analog

r = —z (mod /). (13.8)
Am Anfang des Beweises haben wir gezeigt:
r+y =z (mod{). (13.9)
Aus (13.7)-(13.9) folgt
3z =0 (mod /).

Da ¢ > 5 ist, gilt ¢|x. Ein Widerspruch. O
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14. ZWEITER FALL DES FERMATSCHEN SATZES
FUR REGULARE PRIMZAHLEN(WIRD GESCHRIEBEN )

Satz 14.1. (Zweiter Fall des Fermatschen Satzes fiir reguldre Primzahlen)
Sei ¢ eine regulare Primzahl. Dann existieren keine ganzen Zahlen z,y, 2z, so
dass sie paarweise teilerfremd sind, ¢ ein Teiler einer dieser Zahlen ist und
zt + ot = 2 gilt.
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15. APPENDIX A

15.1. Euler-Funktion. Satz von Euler und Kleiner Fermatschen Satz.

Definition 15.1. Die Euler-Funktion ¢ : N — N ist definiert durch

p(n) = |Z].
Also ist p(n) die Anzahl von Zahlen in der Folge 0,1,2,...,n — 1, die teiler-
fremd zu n sind.

Wir haben

n [1]2]3]4]5]6]7|8[9]10]
e(n)[1]1]2]2]4]2 |

Satz 15.2. FEs gelten folgende Aussagen:

a) Die Euler-Funktion ¢ ist multiplikativ.
b) Fir jede Primzahl p und jede natirliche Zahl k gilt

(") =pF —p L.
k1

c) Istn # 1 eine natiirliche Zahl und n = pi* .. .plze die Primzahlzerlegung
von n, dann gilt

o) = [Tk =ot = TI(1- ). (A1)

> e(d) =n. (A2)

d|n

Beweis. a) Seien n,m zwei teilerfremde Zahlen. Es gilt Z* = 7Z* x 7.
Daraus folgt p(nm) = |Zy,,,| = |Z;] - |Z;,| = ¢(n)e(m).
b) Die Zahlen in {0,1,...,p* — 1}, die nicht teilerfremd zu p* sind, sind
Oap7 2pa R (pk_l - ]-)p
Es gibt p*~! solche Zahlen. Dann ist ¢(p*) = p*F — pF~L.

¢) Mit Hilfe von a) unf b) bekommen wir
¢

o(n) = opt") ... o(py) = H(pfi —pih.

d) Diese Aussage kann mit Hilfe der Formel (A1) bewiesen werden. O
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Satz 15.3. (Satz von Euler) Seien n, a zwei teilerfremde Zahlen aus N. Dann
gilt

a?™ =1 (mod n),
wobei ¢ die Eulersche Funktion ist.

Folgerung 15.4. (Kleiner Fermatschen Satz) Sei ¢ eine Primzahl. Fiir jede
ganze Zahl a gilt

a* =a (mod /).
15.2. Legendre-Symbol.

Definition 15.5. Sei p eine Primzahl und sei a € Z mit ggT(a,p) = 1. Das
Legendre-Symbol ( > ist durch die folgende Formel definiert:

a
p

(g)_ 1 falls 3z €Z: 2°=a mod p,
p/ | -1 falls Pz €Z: 22=a mod p.

Eine Zahl a € Z heifit quadratischer Rest modulo p, falls <%> =1 ist.

Lemma 15.6. Sei p eine Primzahl und seien a,b € Z mit ggT(a,p) = 1 und

ggT(b,p) = 1. Dann gilt:
ab a b
(5)=G)G)

Insbesondere gilt

AuBlerdem gilt fir jedes n € Z:

(=7)=0)
p p/
Satz 15.7. (GauB}, Euler) Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gelten:

<2> (_1)% B 1 falls p=+1 mod 8,
—1 falls p=43 mod 8.

<—_1> B (_1)% B 1 falls p=1 mod 4,
B ] —-1 falls p=3 mod 4.
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Daraus folgt
1 falls p=1 mod 8,

(-_2> B <2)<—_1> _J 1 falls p=3 mod 8,
p/ \p/\p/) ]-1 falls p=5 mod 8,
—1 falls p=7 mod 8.

Satz 15.8. (Reziprozitatssatz von Gaul) Seien p, ¢ zwei verschiedene Primzahlen,
p,q = 3. Dann gilt
B) . (9) — (—)F T
() (;)=cn

Satz 15.9. Das Polynom z? + 1 ist irreduzibel iiber Z, aber es ist reduzibel
iiber Z,, fiir jede Primzahl p.

Beweis. Das Polynom f(x) = x* + 1 ist irreduzibel iiber Z, da das Poly-
nom f(x + 1) = x* + 42% + 62? + 42 + 2 irreduzibel iiber Z nach dem
Eisenstein-Kriterium ist. Jetzt beweisen wir, dass f(z) reduzibel tiber Z,
fiir jede Primzahl p ist.

Wir haben z* + 1= (22 + az + 1)(2? —az + 1) = 2* + (2 — a®)2? + 1, falls
a?> =2 mod p ist. Eine solche a existiert fiir p = &1 mod 8.

Wir haben 2% + 1 = (2% + ax — 1)(2? —az — 1) = 2 + (=2 — a?)2? + 1, falls
a? = —2 mod p ist. Eine solche a existiert fiir p =3 mod 8.

Wir haben z* + 1 = (2% + a)(2? — a) = 2* — d?, falls a> = —1 mod p ist.
Eine solche a existiert fiir p =1 mod 4, insbesondere fir p=5 mod 8. O
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16. APPENDIX B (EINE ERWEITERTE VERSION)

16.1. Normen von Idealen in Ganzheitsringen.

Definition 16.1. Sei K ein Zahlkorper und sei A ein Ideal in Og. Die Norm
von A ist die Zahl
N(A) := |0k : Al

Folgenden Satz werden wir nicht beweisen.

Satz 16.2. (Multiplikativitdt von Normen) Sei K ein Zahlkorper. Fiir je zwei
Ideale A, B in O gilt
N(AB) = N(A)N(B).

Satz 16.3. Sei K ein Zahlkorper und sei 0 # a € O eine Zahl. Wir bezeich-
nen A = (). Dann gilt
N(A) = [N(a)].
Beweis. Nach Satz 7.5 enthalt der Ganzheitsring Ok die Zahlen aq, . .., a,,
fiir die das Folgende gilt:

a) ay,...,q, ist eine Basis von K iiber Q;
b) OK:ZOQ—}-—’—ZO!TL
Wir bezeichnen ; = aq;. Dann ist fy,..., 3, ebenfalls eine Basis von K

iiber Q, und es gilt
(Oé) ZOéOK :Zﬁl—f—"'—f‘Zﬂn.

Wir haben also ein freies Z-Modul Ok mit der Z-Basis aq,...,«, und sein
freies Z-Untermodul (O ) mit der Z-Basis /1, ..., 8,. Es existieren ¢; ; € Z,
so dass folgendes gilt:

B1 = ao =ciiaq + -+ Crpy,

Bn = QO = Cp1g + -+ Cpp Qg
Mit Hilfe von Z-Elementartransformationen kann die Matrix C' = (¢;;) zur
Diagonalform D gebracht werden. Mit anderen Worten besitzen die Z-Module

Ok und (a)Ok andere Z-Basen o, ...,al, und Bi,..., 5., so dass 5} = d;c,
fiir einige dy, ..., d, € Z gilt:
51 = d10/1

By = daavy

gl = do,.
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Es gilt O = Za) + -+ + Zal, und (aOg) = Zdioy + -+ + Zd,al,. Als
Représentanten von Nebenklassen von (a«Ok) in Ok konnen die Elemente
ki) + -+ + kpal, mit 0 < k; < |d;] — 1 gewéhlt werden. Die Anzahl dieser
Reprasentanten ist

Ok : ()] = |dids . . . dy| = | det(D)| = | det(C)] = |N(a)]-
O

Folgerung 16.4. Sei K ein Zahlkorper und sei A = (aq,...,as) ein Ideal
in Ok mit o; # 0 fiir alle 7. Dann gilt

N(A) | ggT{N(a),...,N(as)}.

Beweis. Wegen (a;) € A C Ok und wegen der Multiplikativitat von Indizes

gilt |Ok : (a;)] = |Ox : A||A : (as)]. 0
—_— Y=
N(ev) N(A)

Beispiel. Sei K = Q(v/—5). Wir beweisen, dass das Ideal A = (3,1 + /—5)
in Ok die Norm 3 hat. Zuerst berechnen wir die Normen der Erzeuger von A:
N(3) =9, N(1++/=5) = 6. Dann ist N(A) ein Teiler von ggT(9,6) = 3, also
ist N(A) gleich 1 oder 3.

Nehmen wir an, dass N(A) = 1 gilt. Dann gilt A = Ok. Insbesondere kann
1 als eine lineare Kombination von 3 und 1 + +/—5 mit Koeffizienten aus O
ausgedruckt werden:

1=3(a+bv/=5)+(1++v=5)(c+dv-5), (abcdcZ).
€Ok €0k

Daraus folgt
1= 3a+c—5d,
0= 3b+c+d.

Durch Substraktion erhalten wir 1 = 3(a —b— 2d), ein Widerspruch. Also gilt
N(A) = 3. O

Bemerkung. Sei K ein Zahlkorper. Fiir jedes nichtnullsche Ideal A in O
gilt

N(A) =ggT{N(a) : a € A}.
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16.2. Primelemente in Ganzheitsringen. Folgendes einfache Lemma wird
oft gebraucht.

Lemma 16.5. Sei K ein Zahlkdérper und sei @ € Og. Dann gilt a|N(«)
in OK.

Beweis. Seien id = 7, ..., 7, alle Einbettungen von K in C iiber Q. Da
a € Ok ist, ist auch 7;(a) € O fiir alle . Nach Folgerung 3.11 gilt N(a) =
T (a) - ... T(a). Daraus folgt a|N(a) in Ok. O

In den Beweisen der Folgerungen benutzen wir Behauptung 6.5 und Satz 6.7.

Folgerung 16.6. Sei K ein Zahlkorper vom Grad n = [K : Q). Sei o € Ok.
Dann gilt:

1) Ist @ € Prim(Of), dann ist |N(a)| = p* fiir einige p € Prim(N) und
1<l <n.
2) Ist |N(«)| € Prim(N), dann ist o € Prim(Ok).

Beweis. 1) Sei o € Prim(Ok). Dann ist («) ein Primideal in Ok. Dann ist
(a) ein Maximalideal in Of. Dann ist Ok /(«) ein Kérper. Nach Satz 16.3 hat
der Kérper die Ordnung |N(«)|. Die Ordnung jedes endlichen Kérpers ist aber
eine Potenz einer Primzahl. Deswegen ist |N(a)| = p’ fiir ein p € Prim(N)
und ein ¢ € N. Nach Lemma 16.5 gilt o|N(a) in Og. Deswegen gilt a|p in
Of. Daraus folgt N(a)|N(p) in Z. Dann folgt die Behauptung aus N(p) = p™.

2) Sei |[N(«)| = p € Prim(N). Dann ist |Ok : ()| = p nach Satz 16.3.
Deswegen ist das Ideal (o) maximal in O und folglich prim. O

Folgerung 16.7. Sei [K : Q] = 2 und sei a € Ok \ (Prim(Z) : ((’)K)*>. Dann
gilt:
a € Prim(Ok) <= N(«) € Prim(Z).

Beweis. Sei o € Prim(Oy). Nach Folgerung 16.6 ist |N ()| = p* fiir einige
p € Prim(N) und ¢ € {1,2}. Wir miissen zeigen, dass ¢ = 1 gilt.
Nehmen wir £ = 2 an. Aus Lemma 16.5 folgt o|p’ und somit a|p in Ok. Es
gilt also p = af fiir ein 8 € Og. Dann ist
p* =N(p) = N(a)N(B) = £p°N(B).
Daraus folgt N(f) =1 und 8 € (Og)*. Dann ist

a=pBle (Prim(Z) : ((’)K)*>.

Ein Widerspruch. Also gilt ¢ = 1.
Die andere Richtung ist in Folgerung 16.6 enthalten. O
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17. APPENDIX C

Definition 17.1. Wir definieren 6 : C — C durch 6(a + bi) = a — bi, wobei
a,b € R ist.

Sei K ein Zahlkorper. Eine Einbettung o : K < C heif3t kompleze Finbet-
tung, falls o(K) nicht komplett in R liegt. Zu jeder komplexen Einbettung o
gibt es eine konjugierte Einbettung ¢ = o 0.

Satz 17.2. (Satz von Minkowski) Sei K ein Zahlkorper mit dem Grad
[K : Q] = n, der Diskriminante 6(K’) und der Anzahl s von Paaren zueinander
konjugierter komplexer Einbettungen von K in C.

Jedes nichtnullsche Ideal I in O ist einem Ideal A in Ok mit

nl  4\s
< . (Z) .
NA) < = (=) - VL
aquivalent.

Satz 17.3. Sei K ein Zahlkorper. In Ok gibt es nur endlich viele Ideale A
mit einer gegebenen Norm.

Beweis. Wir fixieren ein m € N und betrachten ein Ideal A in Ok mit
|Ok/A| = m. Nach Lagrange-Satz gilt m(1+ A) = 0+ A. Daraus folgt m € A
und somit mQOkg C A. Die Faktorgruppe Ok /mQOk ist endlich und hat die
Ordnung m @ Deswegen gibt es nur endlich viele Moglichkeiten fiir A. O

Folgerung 17.4. Es existiert eine obere Schranke fiir die Idealklassentahl h,
die nur vom Grad [K : Q] und die Diskriminante 0(K) abhéngt.

Satz 17.5. Sei K = Q(#) ein Zahlkérper vom Grad n = [K : QJ, wobei 6 eine
ganze algebraische Zahl ist. Sei m = |§(K)|. Dann ist

Ok = Z[0] + M,
wobei M die folgende endliche Menge ist:

Mo {ao +af+ -+ a,_ 16"

\Oéai<m,0<z’<n}ﬁ(9;{.
m

Satz 17.6. (Verzweigungssatz) wird geschrieben



