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1. Endliche und algebraische Erweiterungen

Definition 1.1. Seien K,E zwei Körper.

1) Der Körper E heißt Erweiterung des Körpers K, falls K ⊆ E ist.
In dem Fall kann man E als Vektorraum über K betrachten. Die
Dimension dieses Vektorraums wird mit [E : K] bezeichnet.

2) Die Erweiterung E heißt endlich über K, falls [E : K] endlich ist.

3) Ein Element α ∈ E heißt algebraisch über K, falls ein nichtnullsches
Polynom p(x) ∈ K[x] existiert, so dass p(α) = 0 ist. Beispiel dazu:
α = 5

√
2 +

√
3 ∈ R ist algebraisch über Q.

4) Die Erweiterung E heißt algebraisch über K, falls jedes Element von
E algebraisch über K ist.

Definition 1.2. Sei R ein kommutativer Ring und sei f(x) ∈ R[x] ein Poly-
nom mit Grad(f(x)) > 1. Das Polynom f(x) heißt irreduzibel über R, falls
keine zwei Polynome f1(x), f2(x) ∈ R[x] existieren, so dass f(x) = f1(x)f2(x)
und 1 6 Grad (fi(x)) < Grad(f(x)) für i = 1, 2 gilt. Sonst heißt f(x) reduzibel
über R.

Satz 1.3. Sei α ∈ E algebraisch über K. Wir betrachten die Menge von
Polynomen über K, die α annulieren:

AnnK(α) = {f(x) ∈ K[x] | f(α) = 0}.
Es gelten:

1) Die Menge AnnK(α) \ {0} enthält genau ein Polynom p(x) des mini-
malen Grades und mit dem Hauptkoeffizient gleich 1.
(Dieses Polynom heißt minimales Polynom für α über K und wird mit
mα(x) bezeichnet.)

2) p(x) ist ein Teiler jedes Polynoms f(x) aus AnnK(α).

3) p(x) ist irreduzibel über K.

Satz 1.4. Sei E eine Erweiterung von K und sei α ∈ E. Ein Polynom
p(x) ∈ K[x] ist das minimale Polynom für α genau dann, wenn folgende drei
Eigenschaften erfüllt sind:

1) p(α) = 0,
2) Der Hauptkoeffizient von p(x) ist gleich 1,
3) p(x) ist irreduzibel über K.

Beispiel. Das Polynom x4 − 10x2 + 1 ist das minimale Polynom für α =√
2 +

√
3 über Q.
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Satz 1.5. Jede endliche Erweiterung E über K ist algebraisch über K.

Wir werden sehen, dass algebraische Erweiterungen E über K existieren,
die unendlich über K sind.

Satz 1.6. Seien k ⊆ K ⊆ E endliche Erweiterungen. Dann gilt

[E : k] = [E : K][K : k].

Ist {ui}i∈I eine Basis von K über k und ist {vj}j∈J eine Basis von E über K,
dann ist {uivj}(i,j)∈I×J eine Basis von E über k.

Definition 1.7. Sei K ⊆ E eine Erweiterung. Für α ∈ E bezeichnen wir mit
K(α) den kleinsten Körper in E, der K und α enthält. Es ist leicht zu sehen:

K(α) =
{f(α)

g(α)
| f(x), g(x) ∈ K[x] und g(α) ̸= 0

}
.

Wir bezeichnen
K[α] = {f(α) | f(x) ∈ K[x]}.

Analog definiert man K(α1, α2, . . . , αn) und K[α1, α2, . . . , αn].

Satz 1.8. Sei K ⊆ E eine Erweiterung und sei α ∈ E algebraisch über K.
Dann ist K(α) = K[α]. Außerdem gilt:

[K(α) : K] = Grad(mα(x)).

Eine Basis von K(α) über K ist 1, α, . . . , αn−1, wobei n = Grad(mα(x)) ist.

Beispiel. Q(
√
2, 3
√
2, 4
√
2, . . . ) ist eine algebraische Erweiterung von Q, die

unendlich über Q ist.

Satz 1.9. (Eisenstein-Kriterium.) Sei p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0 ein
Polynom mit Koeffizienten aus Z und sei p eine Primzahl. Nehmen wir an,
dass folgendes gilt:

1) p - an,
2) p | ai für 0 6 i 6 n− 1,
3) p2 - a0.

Dann ist p(x) irreduzibel über Z und über Q.

Satz 1.10. Sei E = K(α1, . . . , αn) und alle αi algebraisch über K. Dann ist
E endlich über K und folglich algebraisch über K.

Lemma 1.11. (Gauss) Ein Polynom f(x) ∈ Z[x] ist irreduzibel über Z genau
dann, wenn es irreduziebel über Q ist.
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2. Norm, Spur und Diskriminante

Definition 2.1. Sei E eine endliche Erweiterung von K. Sei α ∈ E. Wir
betrachten die Abblidung

φα : E → E,
x 7→ αx.

Diese Abbildung ist K-linear. Sei ω = {ω1, . . . , ωn} eine Basis von E über
K. Wir multiplizieren die Elemente von ω mit α und schreiben diese Produkte
als lineare Kombinationen der Basiselemente mit Koeffizienten aus K:

αω1 = a11ω1 + · · ·+ a1nωn
...

αωn = an1ω1 + · · ·+ annωn

Daraus entsteht die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung φα in der
Basis ω :

A =

a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann

 .

Das Polynom χα(x) = det(xEn −A) heißt charakteristisches Polynom von α.
Die Zahl det(A) heißt Norm von α und wird mit NE/K(α) bezeichnet. Die
Zahl Spur(A) = a11 + · · · + ann heißt Spur von α und wird mit SpE/K(α)
bezeichnet. Wenn die Körper K und E fixiert sind, werden wir einfach N(α)
und Sp(α) schreiben.

Bemerkung.

1) Das Polynom χα(x) und die Zahlen NE/K(α), SpE/K(α) hängen nicht
von der Wahl der Basis ω ab.

2) χα(x) = xn − SpE/K(α)x
n−1 + · · ·+ (−1)nNE/K(α).

Beispiel. Sei E = Q(
√
2,
√
3). Dann ist 1,

√
2,
√
3,
√
6 eine Basis von E

über Q. Es gelten:

1) NE/Q(
√
6) = 36,

2) SpE/Q(
√
6) = 0,

3) χ√
6(x) = (x2 − 6)2,

4) m√
6(x) = x2 − 6.
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Satz 2.2. Seien E∗ und K∗ die multiplikativen Gruppen der Körper E und
K entsprechend und sei n = [E : K] endlich. Dann gilt:

(1) NE/K : E∗ → K∗ ist ein Homomorphismus.

(2) SpE/K : E → K ist eine K-lineare Abbildung.

(3) NE/K(kα) = kn ·NE/K(α) für alle k ∈ K.

(4) SpE/K(kα) = k · SpE/K(α) für alle k ∈ K.

Satz 2.3. Seien L ⊆ K ⊆ E endliche Körpererweiterungen. Dann gelten:

NE/L = NK/L ◦NE/K ,

SpE/L = SpK/L ◦ SpE/K .

Satz 2.4. Sei K ⊆ E eine endliche Körpererweiterung und sei α ∈ E. Dann
ist das charakteristische Polynom von α eine Potenz des minimalen Polynoms
von α:

χα(x) = (mα(x))
k.

Definition 2.5. Sei K ⊆ E eine Körpererweiterung mit [E : K] = n < ∞.
Sei (α1, . . . , αn) ein Tupel von Elementen von E. Die folgende Zahl aus K
heißt Diskriminante dieses Tupels:

∆(α1, . . . , αn) = det

Sp(α1α1) . . . Sp(α1αn)
...

...
Sp(αnα1) . . . Sp(αnαn)

 .

Satz 2.6. Sei K ⊆ E eine Körpererweiterung mit [E : K] = n < ∞. Sei
(α1, . . . , αn) ein Tupel von Elementen von E. Dann gelten:

(1) Wenn ∆(α1, . . . , αn) ̸= 0 ist, dann ist (α1, . . . , αn) eine Basis von E
über K.

(2) Wenn char(L) = 0 ist und (α1, . . . , αn) eine Basis von E über K, dann
ist ∆(α1, . . . , αn) ̸= 0.

Satz 2.7. Seien (α1, . . . , αn) und (β1, . . . , βn) zwei Basen von E über K.
Sei αi =

∑n
j=1 cijβj, wobei cij ∈ K ist. Dann gilt

∆(α1, . . . , αn) = (det(cij))
2∆(β1, . . . , βn).
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3. Weitere wichtige Definitionen und Sätze
über Körpererweiterungen

Weiter sind einige wichtige Definitionen und Sätze gegeben, die wir wegen
Zeitmangels nicht ausführlich besprechen (beweisen) können. Den Stoff kann
man in dem Buch von S. Lang “Algebra” (Kapitel: “Algebraic extensions”)
finden.

3.1. Algebraischer Abschluss..

Definition 3.1. Ein Körper L heißt algebraisch abgeschlossen, falls jedes Poly-
nom in L[X] des Grades > 1 eine Nullstelle in L hat.

Definition 3.2. Sei k ⊆ L eine Körpererweiterung. Der Körper L heißt
algebraischer Abschluss von k, falls das Folgende gilt:
1) L ist algebraisch abgeschlossen,
2) L ist algebraisch über k.

Satz 3.3. Für jeden Körper k existiert ein algebraischer Abschluss von k.
Seien L1, L2 zwei algebraische Abschlüsse von k, dann existiert ein Isomor-
phismus φ : L1 → L2 mit φ|k = id.

Einen algebraischen Abschluss von k bezeichnen wir mit ka.

Bemerkung. Es gibt algebraisch abgeschlossene, aber nicht algebraische Er-
weiterungen von k. Ein Beispiel dazu: k(t)a, wobei k(t) der Körper aller
rationalen Funktionen von t über k ist:

k(t) :=
{f(t)

g(t)
| f(t), g(t) ∈ k[t], g(t) ̸= 0

}
.

Ein anderes Beispiel: C ist eine algebraisch abgeschlossene, aber nicht alge-
braische Erweiterung von Q.

3.2. Erweiterungen von Einbettungen..

Definition 3.4. Sei k ⊆ K eine Körpererweiterung und sei L ein Körper.
Seien σ : k → L und τ : K → L zwei Einbettungen (d.h. injektive Ho-
momorphismen). Man sagt, dass τ eine Erweiterung von σ ist, falls τ|k = σ
ist.

Satz 3.5. Sei K = k(α), wobei α algebraisch über k ist. Jede Einbettung
σ : k → L von k in einen algebraisch abgeschlossenen Körper L hat genau n
Erweiterungen τ : K → L, wobei n die Anzahl der verschiedenen Nullstellen
von mα(x) in ka ist.
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3.3. Separable Erweiterungen. Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung
des Satzes 3.5.

Satz 3.6. Sei k ⊆ K eine algebraische Erweiterung von k. Jede Einbettung
σ : k → L von k in einen algebraisch abgeschlossenen Körper L kann bis zu
einer Einbettung τ : K → L erweitert werden.
Die Kardinalität der Menge der Erweiterungen hängt nur von k und K ab

(also nicht von L und σ). Diese Kardinalität heißt Separabilitätsgrad von K
über k und wird als [K : k]s bezeichnet. Es gilt [K : k]s 6 [K : k].

Definition 3.7..
1) Eine endliche Erweiterung k ⊆ K heißt separabel, falls [K : k]s = [K : k]

gilt.

2) Ein algebraisches Element α über k heißt separabel, falls mα(x) keine
vielfachen Nullstellen hat.

Satz 3.8..
1) Eine endliche Erweiterung k ⊆ k(α) ist separabel genau dann, wenn α

separabel ist.

2) Seien k ⊆ k1 ⊆ K endliche Erweiterungen. Dann gilt: Die Erweiterung
k ⊆ K ist separabel genau dann, wenn beide Erweiterungen k ⊆ k1 und
k1 ⊆ K separabel sind.

3) Seien k ⊆ k1 ⊆ K endliche Erweiterungen. Dann gilt:

[K : k]s = [K : k1]s[k1 : k]s.

Satz 3.9. Eine endliche Erweiterung k ⊆ K ist separabel genau dann, wenn
jedes α ∈ K separabel über k ist.

Satz 3.10. Sei k ⊆ K eine separable Erweiterung mit endlichem Grad [K :
k] = n und seien τ1, τ2, . . . , τn alle Einbettungen von K in ka (über k). Dann
gilt für jedes α ∈ K:

χα(x) = (x− τ1(α))(x− τ2(α)) . . . (x− τn(α)).
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Folgerung 3.11. Sei k ⊆ K eine separable Erweiterung mit endlichem Grad
[K : k] = n und seien τ1, τ2, . . . , τn alle Einbettungen von K in ka (über k).
Dann gilt für jedes α ∈ K:

SpK/k(α) = τ1(α) + τ2(α) + . . .+ τn(α),

NK/k(α) = τ1(α) · τ2(α) · . . . · τn(α).

Satz 3.12. Sei k ⊆ K eine separable Erweiterung mit [K : k] = n < ∞ und
seien τ1, . . . , τn alle Einbettungen von K in ka über k. Seien α1, . . . , αn ∈ K.
Dann gilt:

∆(α1, . . . , αn) = (det(τj(αi)))
2 =

∣∣∣∣∣∣
τ1(α1) . . . τn(α1)

...
...

τ1(αn) . . . τn(αn)

∣∣∣∣∣∣
2

.
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4. Zahlkörper und Ganzheitsringe

Definition 4.1. Ein Körper K heißt Zahlkörper, falls Q ⊆ K ⊆ C ist und
[K : Q] endlich ist.

Definition 4.2. Ein α ∈ C heißt ganze algebraische Zahl, falls eine der drei
äquivalenten Bedingungen erfüllt ist:

(a) Es existiert ein Polynom f(x) = xn + cn−1x
n−1 + · · · + c0 mit Koeffi-

zienten aus Z und dem Hauptkoeffizient 1, so dass f(α) = 0 gilt.

(b) Die Koeffizienten des minimalen Polynoms mα(x,Q) liegen in Z.
(c) Die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms χα(x,Q) liegen in Z.

Bemerkung. Aus (c) folgt: Die Spuren und die Normen von ganzen alge-
braischen Zahlen liegen in Z.
Bezeichnung. Des Weiteren sei OC die Menge aller ganzen algebraischen
Zahlen in C.

Satz 4.3. Die Menge OC bildet einen Ring.

Definition 4.4. Sei K ein Zahlkörper. Der Ring OK = OC ∩ K heißt Ring
der ganzen algebraischen Zahlen in K oder Ganzheitsring von K.

Lemma 4.5. Es gilt OQ = Z.

Satz 4.6. Sei m ∈ Z \ {0, 1} quadratfrei (d.h. es existiert keine Primzahl p
mit p2|m) und sei K = Q(

√
m). Dann gilt:

(a) Die Zahl α = a+b
√
m ∈ K mit a, b ∈ Q liegt in OK genau dann, wenn

die folgenden Zahlen in Z liegen:

Sp(α) = 2a,

N(α) = a2 − b2m.
(4.1)

(b) Es gilt

OK =

Z[
√
m ] = Z⊕ Z

√
m, falls m ≡ 2 oder 3 (mod 4),

Z[1+
√
m

2
] = Z⊕ Z1+

√
m

2
, falls m ≡ 1 (mod 4).

(4.2)

Bemerkung. Es gilt (
Z⊕ Z

√
m

)
⊆

(
Z⊕ Z

1 +
√
m

2

)
. (4.3)

Tatsächlich, es gilt
√
m = −1 + 21+

√
m

2
.
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5. Einheiten, Primelemente und irreduzible Elemente

Definition 5.1. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

1) Seien x, y ∈ R. Man sagt, dass y ein Teiler von x ist, falls ein z ∈ R
mit x = yz existiert. In dem Fall schreibt man y|x.

2) Ein Element x ∈ R heißt Einheit in R, falls ein y ∈ R mit xy = 1
existiert.
Die Menge der Einheiten in R ist eine multiplikative Gruppe. Diese
Gruppe heißt Einheitsgruppe von R und wird mit R∗ bezeichnet.

3) Zwei Elemente α, β ∈ R heißen assoziiert, wenn eine Einheit ε ∈ R∗

mit α = εβ existiert. In diesem Fall schreiben wir α ∼ β.

4) Ein Element 0 ̸= x ∈ R heißt Primelement in R, falls das Folgende
gilt:
(a) x ist keine Einheit;
(b) für alle a, b ∈ R gilt:

Ist x ein Teiler von ab, dann ist x ein Teiler von a oder b.

5) Ein Element 0 ̸= x ∈ R heißt irreduzibel in R, falls das Folgende gilt:
(a) x ist keine Einheit;
(b) aus x = yz mit y, z ∈ R folgt, dass y oder z eine Einheit in R ist.

Satz 5.2. Für jeden Zahlkörper K gilt

(OK)
∗ = {α ∈ OK |N(α) = ±1}.

Beweis.
⊆: Sei α ∈ (OK)

∗. Dann existiert β ∈ (OK)
∗ mit αβ = 1. Daraus folgt

N(α)N(β) = N(1) = 1. Da die Normen von ganzen algebraischen Zahlen in Z
liegen, folgt N(α) = ±1.
⊇: Nehmen wir an, dass α ∈ OK und N(α) = ±1 gilt. Nach Definition 4.2

liegen die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms

χα(x) = xn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c1x+ c0.

in Z und es gilt c0 = N(α), also gilt c0 = ±1. Dann gilt

0 = χα(α) = αn + cn−1α
n−1 + · · ·+ c1α + c0.

Wir teilen diese Gleichung durch αn:

0 = 1 + cn−1α
−1 + · · ·+ c1(α

−1)n−1 + c0α
−n.

Dann ist α−1 eine Nullstelle des Polynoms

f(x) = 1 + cn−1x+ · · ·+ c1x
n−1 + c0x

n.

Da c0 = ±1 ist, ist α−1 eine ganze algebraische Zahl nach Definition 4.2. 2
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Beispiel. Für K = Q(
√
−5) gilt (OK)

∗ = {−1, 1}.

5.1. Existenz und Eindeutigkeit einer Zerlegung in Primelemente
und in irreduzible Elemente in Ganzheitsringen OK.

Bemerkung 5.3. Offensichtlich ist Z∗ = {±1} und es gilt Prim(Z) = Irred(Z).
Für alle nullteilerfreie1 kommutative Ringe R mit 1 gilt

Prim(R) ⊆ Irred(R).

Insbesondere gilt
Prim(OK) ⊆ Irred(OK)

für alle Zahlkörper K. Diese Inklusion kann aber strikt sein. Als Beispiel be-
trachten wir den Ganzheitsring OK mit K = Q(

√
−5). Dann ist 2 irreduzibel

in OK , aber nicht prim:

a) 2 ist irreduzibel in OK , sonst hätten wir 2 = a1a2 für einige a1, a2 ∈
OK \ (OK)

∗. Das impliziert

4 = N(2) = N(a1)N(a2)

mit N(a1), N(a2) ̸= ±1. Da die Normen in Z liegen, gilt

N(a1) = N(a2) = 2.

Als ein Element von OK kann a1 in der Form a1 = n + m
√
−5 mit

n,m ∈ Z geschrieben werden. Dann gilt 2 = N(a1) = n2 + 5m2, ein
Widerspruch.

b) 2 ist nicht prim in OK , weil 2 ein Teiler von

2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5), (5.1)

aber kein Teiler von (1 +
√
−5) oder (1−

√
−5) ist.

Bemerkung 5.4. 1) Es gibt Ganzheitsringe OK , in denen nicht jedes
Element α ∈ OK \ (OK)

∗, α ̸= 0, in Primelemente zerlegt werden kann
(s. Beispiel 5.5). Wenn aber eine solche Zerlegung α = a1a2 . . . an existiert,
dann ist sie eindeutig im folgenden Sinne:
Sei α = b1b2 . . . bm eine andere Zerlegung von α in Primelemente. Dann gilt

n = m und existiert eine Permutation σ ∈ Sn, so dass ai mit bσ(i) für alle i
assoziiert ist.

2) In jedem Ganzheitsring OK kann jedes Element α ∈ OK \ (OK)
∗, α ̸= 0,

in irreduzible Elemente zerlegt werden.
In der Tat, wenn α selbst nicht irreduzibel ist, dann ist α = a1a2 für einige

a1, a2 ∈ OK \ (OK)
∗. Dann gilt N(α) = N(a1)N(a2) mit N(ai) ̸= ±1 für

1Ein Ring R heißt nullteilerfrei, falls für alle a, b ∈ R mit ab = 0 gilt: a = 0 oder b = 0.
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i = 1, 2. Nach Induktion per |N(α)| können a1, a2, und somit α, in irreduzible
Elemente zerlegt werden.
Es gibt Beispiele, wobei die Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Ele-

mente verloren geht (s. die Gleichung (5.1), in der alle Elemente irreduzibel
in OK sind).

Diese Bemerkung kann kurz in folgender Tabelle gefasst werden:

in Primelemente in irreduzible Elemente
Existiert eine Zerlegung nicht immer immer

Eindeutigkeit der Zerlegungen immer nicht immer

Beispiel 5.5. Sei K = Q(
√
−5). Beweisen Sie, dass die Zahl 141 nicht in

Primzahlen in OK zerlegt werden kann.

Beweis. Nehmen wir an, dass

141 =
n∏

i=1

pi

ist, wobei pi ∈ Prim(OK) ist. Aus 141 = 3 · 47 folgt pi|3 oder pi|47 in OK .

Fall 1. Nehmen wir an, dass pi|3 in OK für ein i ist.
Sei 3 = piqi für ein qi ∈ OK . Dann gilt N(pi)N(qi) = N(3) = 9. Da
pi keine Einheit ist, ist N(pi) ̸= 1. Auch ist N(pi) ̸= 3 (s. Satz 4.6).
Dann ist N(pi) = 9 und N(qi) = 1, also ist qi = ±1 und pi = ±3.
Dann gilt 3 ∈ Prim(OK). Aus

3 · 2 = 6 = (1 +
√
−5) · (1−

√
−5).

folgt, dass 3 eine der Zahlen (1 +
√
−5), (1 −

√
−5) in OK teilt, was

unmöglich ist.

Fall 2. Nehmen wir an, dass pi|47 in OK für alle i ist.
Dann ist 47 = piqi für einige qi ∈ OK . Dann gilt:

n∏
i=1

qi =
n∏

i=1

(piqi)/
n∏

i=1

pi = 47n/141 = 47n−1/3.

Diese Zahl liegt aber nicht in OK , ein Widerspruch. 2

Des Weiteren benötigen wir das Legendre-Symbol
(

a
p

)
. Seine Definition

und Eigenschaften sind im Appendix A zu finden. Es wird also empfohlen,
Appendix A zu lesen.
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5.2. Primelemente in OK, wobei K = Q(
√
−5) ist.

Lemma 5.6. Sei K ein Zahlkörper und sei n eine zusammengesetzte Zahl in
Z. Dann liegt n nicht in Prim(OK).

Beweis. Da n ∈ Z zusammengesetzt ist, ist n = kℓ für einige k, ℓ ∈ Z mit
|k|, |ℓ| > 2. Es ist klar, dass k, ℓ /∈ (OK)

∗ ist. Wäre n eine Primzahl in OK ,
dann hätten wir n|k oder n|ℓ in OK . O.B.d.A. ist n|k, also ist k = nα für ein
α ∈ OK . Aber α = k

n
liegt nicht in OK , weil OK ∩Q = Z ist. 2

Satz 5.7. Sei K = Q(
√
−5) und sei p eine Primzahl in Z. Dann gilt

p ∈ Prim(OK) ⇔
(−5

p

)
= −1.

Beweis. Nach Satz 4.6 (b) gilt:

OK = Z⊕ Z
√
−5.

Der Fall p = 5 ist trivial: 5 ̸∈ Prim(OK), weil 5|
√
−5 ·

√
−5, aber

√
−5
5

̸∈ OK

ist. Nun betrachten wir den Fall p ̸= 5.

1) Sei
(

−5
p

)
= 1. Dann existiert a ∈ Z mit a2 ≡ −5 (mod p). Dann gilt

p|(a2 + 5) = (a+
√
−5)(a−

√
−5).

Es ist klar, dass (a ±
√
−5) ∈ OK , aber p - (a ±

√
−5) ist. Daraus folgt

p ̸∈ Prim(OK).

2) Sei
(

−5
p

)
= −1. Wir zeigen, dass p ∈ Prim(OK) gilt. Dafür müssen wir

zeigen: Wenn

p|(a+ b
√
−5)(a1 + b1

√
−5) (5.2)

in OK gilt, dann teilt p einen dieser Faktoren in OK . Nehmen wir also (5.2)
an. Dann folgt

N(p)| N(a+ b
√
−5) ·N(a1 + b1

√
−5),

p2|(a2 + 5b2)(a21 + 5b21).

O.B.d.A. gilt

p|(a2 + 5b2). (5.3)

Wenn p|b ist, dann ist p|a und p|(a+ b
√
−5) in OK .

Wenn p - b ist, dann ist b in Zp invertierbar. Wir schreiben (5.3) in der Form

a2 ≡ −5b2 ( mod p).
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Daraus folgt die Kongruenz

(a/b)2 ≡ −5(mod p),

wobei wir a durch b in Zp teilen. Dann haben wir
(

−5
p

)
= 1; ein Widerspruch.

2

Satz 5.8. Sei K = Q(
√
−5) und sei α = a+ b

√
−5 ∈ OK mit a, b ∈ Z, b ̸= 0.

Dann gilt
α ∈ Prim(OK) ⇔ N(α) = a2 + 5b2 ∈ Prim(Z).

Der Beweis eines allgemeinen Satzes wird im Appendix B geschrieben.
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6. Faktorringe, maximale Ideale und Primideale

Wichtige Beobachtung. Sei K = Q(
√
−5).

1) Es ist leicht zu sehen, dass 2 und 3 keine Primzahlen in OK sind:
Betrachte

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5).

2) Die Zahlen 2, 3, 6 können nicht in Primzahlen in dem Ring OK zerlegt
werden.

Unser großes Ziel ist zu zeigen, dass jedes Ideal in OK eindeutig in das
Produkt von Primidealen zerlegt werden kann. Dafür benötigen wir einige
Definitionen:

- Primideal
- Integritätsbereich
- Noetherscher Ring
- Ganzabgeschlossener Ring
- Dedekindscher Ring.

6.1. Grundlegende Definitionen. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

• Eine nichtleere Teilmenge A ⊆ R heißt Ideal in R, falls:
1) aus x, y ∈ A folgt x− y ∈ A,
2) aus x ∈ A und r ∈ R folgt xr ∈ A.

Es ist klar, dass ein Ideal in R ein Unterring von R ist. Nicht jeder Unterring
von R ist ein Ideal in R: Sei R = Z[x] und sei A := Z[x2]. Dann ist A ein
Unterring in R, aber kein Ideal.

• Seien a1, . . . , ak Elemente von R. Das von a1, . . . , ak erzeugte Ideal ist:

(a1, . . . , ak) := a1R + · · ·+ akR := {a1r1 + · · ·+ akrk | r1, . . . , rk ∈ R}.
Ein Ideal A in R heißt endlich erzeugt, falls in A endlich viel Elemente

a1, . . . , ak existieren, so dass A = (a1, . . . , ak) gilt.

• Ein Ideal A in R heißt Hauptideal, falls A von einem Element erzeugt ist.

• Die Summe und das Produkt von zwei Idealen A und B von R wird so
definiert:

A+B : = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B},
AB : = {a1b1 + · · ·+ akbk | k ∈ N, ai ∈ A, bi ∈ B, i = 1, . . . , k}
Es ist klar, dass A+B und AB wieder Ideale in R sind. Außerdem gilt

AB ⊆ A ∩B.
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• Sei A ein Ideal in R. Für ein Element x ∈ R heißt die Menge

[x] := x+ A := {x+ a | a ∈ A}
Nebenklasse von A in R mit dem Repräsentant x. Die Menge aller Neben-
klassen von A in R

{[x] |x ∈ R}
mit der Addition [x] + [y] := [x+ y] und [x] · [y] := [xy] ist ein Ring. Der Ring
heißt Faktorring von R modulo A und wird mit R/A bezeichnet.

Das folgende Beispiel zeigt, wie wichtig die Faktorringe sind.

Beispiel:

1) Für n ∈ N gilt Z/(n) ∼= Zn (der Restklassenring modulo n).

2) Es gilt R[x]/(x2 + 1) ∼= C (der Körper von komplexen Zahlen).

3) Sei p eine Primzahl und sei f(x) ein irreduzibles Polynom in Zp[x] des
Grades k. Dann ist Zp[x]/(f(x)) ein Körper der Ordnung pk.

6.2. Maximale Ideale und Primideale..

Definition 6.1. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

1) Ein Ideal A in R heißt echt, falls A ̸= R ist.
2) Ein Ideal A in R heißt maximal, falls A ein echtes Ideal ist und kein

Ideal B in R mit A $ B $ R existiert.

Satz 6.2. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann liegt jedes echte Ideal
von R in einem maximalen Ideal.

Hinweis. Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Zornschen Lemmas aus Logik.

Satz 6.3. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und sei A ein echtes Ideal in R.
Der Faktorring R/A ist genau dann ein Körper, wenn A maximal ist.

Beweis. 1) Sei A ein maximales Ideal in R. Wir beweisen, dass für jedes
nichtnullsche Element in R/A ein Inverses existiert. Sei also x+A ̸= 0+A ein
Element von R/A. Dann ist x ̸∈ A. Wir betrachten das Ideal xR + A in R.
Da 1 ∈ R ist, ist x ∈ xR+A. Dann ist das Ideal xR+A größer als A. Dann
ist xR+A = R und somit existieren ein r ∈ R und ein a ∈ A mit xr+ a = 1.
Daraus folgt (x+ A)(r + A) = (1 + A).

2) Sei A kein maximales Ideal in R. Dann existiert ein Ideal B in R mit
A $ B $ R. Wir nehmen b ∈ B \ A und zeigen, dass kein Inverses zu
b+ A in R/A existiert. Wenn ein solches Inverses (c+ A) existiert, dann gilt
(b+A)(c+A) = (1+A). Dann ist bc = 1+a. Dann ist 1 = bc−a ∈ BR+A ⊆
BR +B = B. Daraus folgt R = B. Ein Widerspruch. 2
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Definition 6.4. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal A in R heißt prim,
falls A echt ist und für je zwei Ideale B und C in R gilt:

aus BC ⊆ A folgt B ⊆ A oder C ⊆ A.

Behauptung 6.5. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein x ∈ R \ {0} ist
genau dann prim, wenn das von x erzeugte Hauptideal (x) := xR prim ist.

Satz 6.6. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Ideal A in R ist prim
genau dann, wenn A ̸= R und R/A nullteilerfrei ist.

Beweis. 1) Sei R/A nicht nullteilerfrei. Dann existieren x+A ̸= 0+A und
y + A ̸= 0 + A mit (x + A)(y + A) = 0 + A. Daraus folgt x ̸∈ A, y ̸∈ A und
xy ∈ A. Wir betrachten die Ideale B := xR + A und C := yR + A. Dann ist
B $ A, C $ A und BC ⊆ A. Deswegen ist A nicht prim.

2) Sei A nicht prim. Dann existieren Ideale B und C in R mit B $ A,
C $ A und BC ⊆ A. Wir wählen x ∈ B \ A, y ∈ C \ A. Dann ist x /∈ A,
y /∈ A und xy ∈ A. Daraus folgt x + A ̸= 0 + A, y + A ̸= 0 + A und
(x+ A)(y + A) = 0 + A. Also ist R/A nicht nullteilerfrei. 2

Satz 6.7. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann gilt:
1) Jedes maximale Ideal in R ist prim.
2) Wenn A prim ist und R/A endlich ist, dann ist A maximal.

Beweis. 1) Sei A ein maximales Ideal in R. Dann ist R/A ein Körper,
insbesondere ist R/A nullteilerfrei. Nach Satz 6.6 ist A prim.
2) R/A ist ein endlicher kommutativer nullteilerfreier Ring mit 1. Man kann

leicht zeigen, dass R/A ein Körper ist. Dann ist A maximal nach Satz 6.3. 2
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7. Diskriminante. Noethersche Ringe

In diesem Abschnitt definieren wir noethersche Ringe und beweisen, dass
der Ring OK noethersch ist. Auch wird die Diskriminante des Zahlkörpers
K definiert. Wir erinnern uns, dass ein Zahlkörper eine endliche Erweiterung
von Q in C ist.

Definition 7.1. Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit 1. Für je
zwei Elemente a, b ∈ R mit b ̸= 0 betrachten wir einen formalen Ausdruck a

b
.

Auf der Menge aller solcher Ausdrucke definieren wir eine Relation ∼ durch
a

b
∼ x

y
⇔ ay = bx.

Diese Relation ist eine Äquivalenzrelation. Die Äquivalenzklasse von a
b
wird

mit [a
b
] bezeichnet. Wir haben also[a

b

]
:=

{x

y
| a
b
∼ x

y

}
.

Der Quotientenkörper von R ist die Menge aller solcher Klassen{[a
b

]
| a, b ∈ R, b ̸= 0

}
zusammen mit zwei Verknüpfungen + und ·, die folgendermaßen definiert sind:[a

b

]
+
[ c
d

]
=

[ad+ bc

bd

]
,

[a
b

]
·
[ c
d

]
=

[ac
bd

]
.

Der Quotientenkörper von R wird mit Quot(R) bezeichnet.

Bemerkung. Q = Quot(Z)

Satz 7.2. Sei K ein Zahlkörper. Für jedes α ∈ K existiert ein m ∈ N mit
αm ∈ OK .

Beweis. Da α algebraisch über Q ist, ist α eine Nullstelle eines Polynoms

f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0

mit a0, . . . , an−1 ∈ Q. Sei m ∈ N eine Zahl, so dass mai ∈ Z für alle i ist. Wir
multiplizieren die Gleichung αn + an−1α

n−1 + · · ·+ a0 = 0 mit mn:

(αm)n + an−1m(αm)n−1 + · · ·+ a0m
n = 0.

Daraus folgt: αm ist eine Nullstelle des Polynoms

xn + an−1mxn−1 + · · ·+ a0m
n

mit ganzen Koeffizienten. Also ist αm ∈ OK . 2

Folgerung 7.3. Sei K ein Zahlkörper. Dann ist Quot(OK) ∼= K.
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Beweis. Die Abbildung

φ : Quot(OK) → K,[β
γ

]
7→ β

γ
ist ein wohldefinierter injektiver Homomorphismus. Wir beweisen, dass φ
surjektiv ist. Sei α ∈ K. Nach Satz 7.2 existiert ein m ∈ N, so dass die Zahl

β := αm in OK liegt. Dann ist α = β
m
. Daraus folgt φ(

[
β
m

]
) = α. 2

Satz 7.4. Sei K ein Zahlkörper. Jedes nichtnullsche Ideal A in OK enthält
eine Basis α1, . . . , αn von K über Q.

Beweis. Sei ω1, . . . , ωn eine Basis von K über Q. Nach Satz 7.2 existiert
ein m ∈ N, so dass mω1, . . . ,mωn in OK liegen. Wählen wir ein beliebiges
a ∈ A \ {0}. Dann liegen die Elemente amω1, . . . , amωn in A. Diese Elemente
sind linear unabhängig über Q. Da dimQ K = n ist, bilden diese Elemente
eine Basis von K über Q. 2

Satz 7.5. Sei K ein Zahlkörper und sei A ein nichtnullsches Ideal in OK .
Dann gilt:

1) Das Ideal A enthält Zahlen α1, . . . , αn, für die das Folgende gilt:
a) α1, . . . , αn ist eine Basis von K über Q;
b) A = Zα1 + · · ·+ Zαn.

2) Die Zahl ∆(α1, . . . , αn) liegt in Z \ {0} und hängt nicht von der Wahl
der Zahlen in 1) ab.

Beweis. 1) Seien α1, . . . , αn Zahlen aus A die eine Basis von K über Q
bilden. Da diese Zahlen in OK liegen, liegen die Zahlen Sp(αiαj) in Z. Somit
liegt die Diskriminante ∆(α1, . . . , αn) in Z.
Deswegen existieren die Zahlen α1, . . . , αn in A, die eine Basis von K über

Q bilden und der Absolutbetrag |∆(α1, . . . , αn)| minimal ist. Wir beweisen,
dass A = Zα1 + · · ·+ Zαn gilt.
Sei α ∈ A beliebig. Dann ist α = γ1α1+ · · ·+γnαn für einige γ1, . . . , γn ∈ Q.

Nehmen wir an, dass irgendein γi nicht in Z liegt. O.B.d.A. ist γ1 /∈ Z. Wir
schreiben γ1 = m+ θ mit m ∈ Z und 0 < θ < 1. Wir betrachten die Elemente

β1 := α−mα1 = θα1 + γ2α2 + · · ·+ γnαn,

β2 := α2,

...

βn := αn.
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Diese Elemente liegen in A und bilden eine andere Basis von K über Q. Die
Übergangsmatrix von α1, . . . , αn zu β1, . . . , βn ist

C =


θ γ2 γ3 . . . γn
0 1 0 . . . 0
...
0 0 0 . . . 1

 .

Nach Satz 2.7 gilt

∆(β1, . . . , βn) = (det(C))2 ·∆(α1, . . . , αn). (17.1)

Da (det(C))2 = θ2 < 1 ist, erhalten wir einen Widerspruch mit der Mini-
malität von |∆(α1, . . . , αn)|.
2) Sei α1, . . . , αn eine Basis von K über Q mit A = Zα1 + · · · + Zαn. Am

Anfang des Beweises haben wir bemerkt, dass ∆(α1, . . . , αn) in Z liegt. Nach
Satz 2.6 ist diese Zahl ungleich 0.
Sei β1, . . . , βn eine Basis von K über Q mit A = Zβ1 + · · · + Zβn. Sei C

die Übergangsmatrix von der α-Basis zur β-Basis und D die Übergangsmatrix
von der β-Basis zur α-Basis. Dann sind die Einträge von C und D aus Z und
es gilt CD = E. Daraus folgt det(C) = ±1. Aus (17.1) folgt

∆(β1, . . . , βn) = ∆(α1, . . . , αn).

2

Definition 7.6. Sei K ein Zahlkörper und sei A ein nichtnullsches Ideal in
OK .

i) Die Zahlen α1, . . . , αn in A aus Satz 7.5.1) heißt Ganzheitsbasis von A.

ii) Die Zahl ∆(α1, . . . , αn) im Satz 7.5.2) heißt Diskriminante von A und
wird mit δ(A) bezeichnet.

iii) Die Diskriminante von OK ist besonders wichtig und heißt Diskrimi-
nante des Körpers K über Q und wird mit δ(K) bezeichnet.

Satz 7.7. Sei K = Q(
√
m), wobei m ∈ Z \ {0} quadratfrei ist. Dann gilt

δ(K) =

{
4m falls m ≡ 2, 3 (mod 4),

m falls m ≡ 1 (mod 4).

Beweis. Im Satz 4.6 ist eine ganzzahlige Basis von OK gegeben. Die
Diskriminante δ(OK) wird dann nach Definition berechnet. 2
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Definition 7.8. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Der Ring heißt
noethersch, falls eine der folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt ist:

1) jede unendliche aufsteigende Kette A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ . . . von Idealen
in R stabilisiert sich, d.h. es existiert ein n ∈ N mit An = An+1 = . . . .

2) jedes Ideal A in R ist endlich erzeugt, d.h. es existieren endlich viel
a1, . . . , ak ∈ A mit A = a1R + a2R + · · ·+ akR.

Beispiel.
a) Der Ring Z und jeder Körper K sind noethersch.
b) Der Ring Q[X1, X2, . . . ] in unendlich vielen Unbestimmten ist nicht

noethersch, da das Ideal, das von allen Unbestimmten erzeugt wird, nicht
endlich erzeugt ist.

Satz 7.9. (Hilbertscher Basissatz) Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ist R
noethersch, so ist auch der Polynomring R[x] noethersch. Insbesondere sind
die Ringe Z[X1, . . . , Xn] und K[X1, . . . , Xn] noethersch, wobei K ein Körper
ist.

Satz 7.10. Sei K ein Zahlkörper. Dann ist der Ganzheitsring OK

noethersch.

Beweis. Sei A ein nichtnullsches Ideal in OK . Nach Satz 7.5 existieren
α1, . . . , αn ∈ A mit A = α1Z + · · · + αnZ, wobei n = [K : Q] ist. Dann gilt
A = AOK = α1OK + · · ·+ αnOK . Also ist A endlich erzeugt. 2
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8. Der Ganzheitsring OK ist dedekindsch

Lemma 8.1. SeiK ein Zahlkörper. Jedes nichtnullsche IdealA des Ganzheits-
ringes OK enthält eine nichtnullsche Zahl aus Z.

Beweis. Sei 0 ̸= α ∈ A beliebig. Da α ∈ OK ist, liegen die Koeffizienten
des Minimalpolynoms mα(x) = xn + an−1x

n−1 + · · · + a0 in Z. Wegen der
Irreduzibilität von mα(x) gilt a0 ̸= 0. Dann folgt die Behauptung aus

a0 = −(αn + an−1α
n−1 + · · ·+ a1α) ∈ A.

2

Lemma 8.2. Sei K ein Zahlkörper. Sei A ein nichtnullsches Ideal in OK .
Dann ist der Faktorring OK/A endlich.

Beweis. Nach Lemma 8.1 besitzt A eine nichtnullsche Zahl m ∈ Z. Dann
gilt

(m) ⊆ A ⊆ OK .

Es genügt zu zeigen, dass der Faktorring OK/(m) endlich ist. Wir haben

OK = Zω1 + · · ·+ Zωn,

wobei ω1, . . . , ωn eine passende Basis von K über Q ist. Dann gilt

(m) = mOK = mZω1 + · · ·+mZωn.

Sei ω ∈ OK beliebig. Dann existieren z1, . . . , zn ∈ Z mit

ω = z1ω1 + · · ·+ znωn.

Sei zi ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} der minimale nichtnegative Rest von zi modulo m.
Es gilt

zi ≡ zi (mod m).

Wir definieren
ω = z1ω1 + · · ·+ znωn.

Dann gilt
ω ≡ ω (mod (m)).

Die Anzahl von möglichen ω ist mn. Deswegen gilt

|OK/(m)| = mn.

und
|OK/A|

∣∣∣mn.

2

Bemerkung. Ein anderer Beweis des Satzes 8.2 kann aus Satz 16.3 abgeleitet
werden.
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Satz 8.3. Sei K ein Zahlkörper. Jedes nichtnullsche Primideal in OK ist
maximal.

Beweis. Nach Lemma 8.2 ist OK/A endlich. Dann folgt die Aussage aus
Satz 6.7. 2

Definition 8.4. Ein Integritätsbereich ist ein nichtnullscher Ring R mit fol-
genden Eigenschaften:

1) R ist kommutativ und mit 1.
2) R ist nullteilerfrei (d.h. aus ab = 0 folgt a = 0 oder b = 0).

Definition 8.5. Ein Integritätsbereich R heißt ganzabgeschlossen, falls gilt:
Ist α ∈ Quot(R) eine Nullstelle eines monischen Polynoms f(x) ∈ R[x], so ist
α ∈ R.

Satz 8.6. Sei K ein Zahlkörper. Dann ist OK ganzabgeschlossen.

Beweis. Nach Folgerung 7.3 ist K = Quot(OK). So müssen wir das Fol-
gende beweisen:
Sei α ∈ K eine Nullstelle eines Polynoms xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a0
mit Koeffizienten ai ∈ OK . Dann ist α ∈ OK .

Da ai ∈ OK ist, ist ai ist eine Nullstelle eines Polynoms

xmi + bi,mi−1x
mi−1 + · · ·+ bi,0

mit Koeffizienten bi,j ∈ Z. Sei M ein von

{αkak00 . . . a
kn−1

n−1 | 0 6 k 6 n− 1, 0 6 ki 6 mi − 1}
erzeugtes Z-Modul. Dann ist αM ⊆ M . Wie im Beweis des Satzes 4.3 folgt
daraus, dass α ∈ OK ist.

Definition 8.7. Ein Ring R heißt dedekindscher Ring falls das Folgende gilt:

1) R ist ein Integritätsbereich;
2) R ist noethersch;
3) R ist ganzabgeschlossen;
4) jedes nichtnullsche Primideal in R ist maximal.

Folgerung 8.8. Für jeden Zahlkörper K ist der Ring OK dedekindsch.

Beweis. Der Beweis folgt aus den Sätzen 7.10, 8.3 und 8.6. 2
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Definition 8.9. Sei R ein Integritätsbereich. Zwei nichtnullsche Ideale A,B
in R heißen äquivalent, falls zwei nichtnullsche Elemente α, β in R mit

(α)A = (β)B

existieren. In dem Fall schreibt man A ∼ B. (Man kann nachprüfen, dass ∼
eine Äquivalenzrelation auf der Menge aller nichtnullschen Ideale von R ist.)
Sei [A] die Äquivalenzklasse, die das Ideal A enthält:

[A] := {B |B ∼ A}.
Die Anzahl von Äquivalenzklassen aller nichtnullschen Ideale von R heißt

Idealklassenzahl und wird mit hR bezeichnet.

Aufgabe 8.9’. Sei R ein Integritätsbereich.

1) Sei A ein nichtnullsches Ideal in R. Dann gilt [A] = [R] genau dann,
wenn A ein Hauptideal ist.

2) Es gilt hR = 1 genau dann, wenn jedes Ideal in R ein Hauptideal ist.

Lemma 8.10. Sei K ein Zahlkörper. Dann existiert ein M ∈ N mit der
folgenden Eigenschaft:
Für jedes γ ∈ K existieren eine natürliche Zahl 1 6 k 6 M und ein Element

ω ∈ OK , so dass gilt:
|N(kγ − ω)| < 1.

Beweis. Nach Satz 7.2 existiert eine Basis α1, . . . , αn von K über Q, so dass

OK = Zα1 + · · ·+ Zαn

gilt. Es gilt auch
K = Qα1 + · · ·+Qαn.

Dann kann jedes γ ∈ K in der Form

γ = q1α1 + · · ·+ qnαn

geschrieben werden, wobei q1, . . . , qn ∈ Q ist. Mit Bezeichnungen

[γ] := [q1]α1 + · · ·+ [qn]αn,

{γ} := {q1}α1 + · · ·+ {qn}αn.

haben wir γ = [γ] + {γ} und [γ] ∈ OK . Wir bezeichnen {γ}i := {qi}. Dann
gilt

{γ} =
n∑

i=1

{γ}iαi, 0 6 {γ}i < 1, i = 1, . . . , n.
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Sei m ∈ N beliebig. Wir betrachten die Zahlen

γ, 2γ, . . . , (mn + 1)γ.

Dann existieren natürliche Zahlen 1 6 s < t 6 mn, so dass für i = 1, . . . , n
gilt: ∣∣∣{tγ}i − {sγ}i

∣∣∣ 6 1

m
. (8.1)

Wir setzen k := t − s, M ! = mn und ω := [tγ] − [sγ]. Dann ist 1 6 k 6 M ,
ω ∈ OK , und es gilt

kγ − ω = tγ − sγ − ([tγ]− [sγ]) = {tγ} − {sγ} =
n∑

i=1

({tγ}i − {sγ}i︸ ︷︷ ︸
:=pi

)αi.

Seien σ1, . . . , σn alle Einbettungen von K über Q. Dann gilt

N(kγ − ω) = N
( n∑

i=1

piαi

)
=

n∏
j=1

σj

( n∑
i=1

piαi

)
=

n∏
j=1

( n∑
i=1

piσj(αi)
)
.

Daraus folgt

|N(kγ − ω)|
(8.1)

6 1

mn
·

n∏
j=1

( n∑
i=1

|σj(αi)|
)
.

Das letzte Produkt ist eine Konstante, die hängt nicht von γ ∈ K ab. Deswe-
gen kann m so gewählt werden, dass |N(nγ − ω)| < 1 gelten wird. 2

Satz 8.11. Sei K ein Zahlkörper. Dann ist die Idealklassenzahl von OK

endlich.

Beweis. Sei 0 ̸= β ∈ A eine Zahl mit minimalem |N(β)|. Nach Lemma 8.10
existiert M ∈ N, so dass folgendes gilt:
Für jedes α ∈ A existieren eine natürliche Zahl 1 6 nα 6 M und ein

Element ωα ∈ OK mit ∣∣∣N(
nα

α

β
− ωα

)∣∣∣ < 1.

Daraus folgt ∣∣N(
nαα− ωαβ︸ ︷︷ ︸

∈A

)∣∣ < ∣∣N(β)
∣∣.

Wegen der Minimalität von |N(β)| haben wir nαα − ωαβ = 0. Daraus folgt
nαα ∈ (β) und schließlich

M !A ⊆ (β).
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Deswegen haben wir die Inklusion

B :=
1

β
M !A ⊆ OK .

Außerdem ist B ein Ideal in OK , es gilt M ! ∈ B (wegen β ∈ A) und es gilt

(M !)A = (β)B.

Also ist A ∼ B. Es bleibt zu bemerken, dass es nur endlich viele Ideale B in
OK mit (M !) ⊆ B gibt. Das folgt aus dem Fakt, dass der Faktorring OK/(M !)
endlich ist (s. Lemma 8.2). 2
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9. Idealklassengruppe von K.
Zerlegung von Idealen in OK in Primideale

Ziel dieser Volesung ist, folgende Behauptungen über Ideale in OK zu be-
weisen:

1) Für jedes nichtnullsche Ideal A in OK existiert ein k ∈ N, so dass Ak

ein Hauptideal ist.

2) Sind A,B,C drei nichtnullsche Ideale in OK mit AB = AC, dann gilt
B = C.

3) Sind A,B zwei nichtnullsche Ideale in OK mit A ⊆ B, dann existiert
ein Ideal C in OK mit A = BC.

4) Jedes nichtnullsche und echte Ideal A in OK kann in Primideale zerlegt
werden.

Außerdem wird die Idealklassengruppe definiert. Es wird festgestellt, dass
sie endlich und kommutativ ist.

Lemma 9.1. Sei A ̸= {0} ein Ideal in OK und sei β ∈ K, so dass βA ⊆ A
ist. Dann ist β ∈ OK .

Beweis. Der Beweis folgt aus dem Fakt, dass A ein Z-Modul ist. 2

Lemma 9.2. Seien A,B ̸= {0} Ideale in OK , so dass A = AB ist. Dann ist
B = OK .

Beweis. Nach Satz 7.5 existieren α1, . . . , αn ∈ A, so dass A = (α1, . . . , αn)
ist. Wegen A = AB existieren bi,j ∈ B, so dass gilt:

α1 = b11α1 + · · ·+ b1nαn,

...

αn = bn1α1 + · · ·+ bnnαn.

Dann ist 1 ein Eigenwert der Koeffizientenmatrix B = (bij). Somit ist 1 eine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms χB(x) = xn + βn−1x

n−1 + · · · + β0

mit Koeffizienten aus dem Ideal B. Deswegen gilt 1 = −(βn−1+ · · ·+β0) ∈ B
und folglich ist B = OK . 2
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Satz 9.3. Sei K ein Zahlkörper. Für jedes Ideal A ̸= {0} in OK existiert
ein k ∈ N mit 1 6 k 6 hK , so dass Ak ein Hauptideal ist. Hier ist hK die
Idealklassenzahl von K.

Beweis. Nach dem Schubladenprinzip existieren 1 6 i < j 6 hK + 1 mit
Ai ∼ Aj. Deswegen gilt (α)Ai = (β)Aj für einige α, β ∈ OK \ {0}. Dann gilt

Ai =
β

α
Aj−i · Ai. (9.1)

Nach Lemma 9.1 liegt jedes Element von β
α
Aj−i in OK . Außerdem ist β

α
Aj−i

ein Ideal in OK . Dann folgt aus (9.1) und Lemma 9.2 die Gleichung

β

α
Aj−i = OK .

Also ist α
β
OK = Aj−i ⊆ OK . Nach Lemma 9.1 gilt α

β
∈ OK . Deswegen ist

Aj−i =
α

β
OK

ein Hauptideal in OK . 2

Satz 9.4. Sei K ein Zahlkörper. Die Menge

{[A] |A ist ein nichtnullsches Ideal in OK}
mit der Multiplikation [A]·[B] := [AB] bildet eine Gruppe. Sie ist kommutativ
und endlich. Das Einselement dieser Gruppe ist [OK ].

Beweis. Wir überprüfen, dass jedes Element [A] der oberen Menge ein
Inverses hat. Nach Satz 9.3 existiert k ∈ N, so dass Ak einem Hauptideal
äquivalent ist. Jedes Hauptideal in OK ist aber dem Ideal OK äquivalent.
Also gilt [Ak] = [OK ]. Deswegen ist [A]k−1 das Inverse zu [A]. 2

Definition 9.5. Die Gruppe aus dem Satz 9.4 heißt Idealklassengruppe von
K und wird mit Cl(K) bezeichnet.

Satz 9.6. Seien A,B ̸= {0} Ideale in OK , so dass A ⊆ B gilt. Dann existiert
ein Ideal C in OK mit A = BC.

Beweis. Nach Satz 9.3 existiert ein k ∈ N, so dass Bk = (β) ein Hauptideal
ist. Wir setzen C = 1

β
Bk−1A. Dann ist

C ⊆ 1

β
Bk−1B =

1

β
(β) = OK .
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Zudem ist C ist ein Ideal in OK , und es gilt

BC =
1
β
BkA =

1

β
(β)A = A.

2

Bezeichnung. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Für zwei Ideale A,B
in R schreiben wir B|A, falls A ⊆ B gilt.

Bemerkung. Diese Bezeichnung ist sinnvoll wegen der folgenden schönen
Umformulierungen:

1) Umformulierung des Satzes 9.6: Seien A,B ̸= {0} Ideale in OK . Ist
B|A, dann ist A = BC für ein Ideal C in OK .

2) Umformulierung der Definition 6.4: Sei R ein kommutativer Ring. Ein
Ideal A in R heißt prim, falls A echt ist und für je zwei Ideale B und
C in R gilt: aus A|(BC) folgt A|B oder A|C.

Satz 9.7. Seien A,B,C ̸= {0} Ideale in OK , so dass AB = AC gilt. Dann
gilt B = C.

Beweis. Nach Satz 9.3 existiert ein k ∈ N, so dass Ak = (α) ein Hauptideal
ist. Aus AB = AC folgt AkB = AkC. Deswegen gilt (α)B = (α)C und somit
B = C. 2

Lemma 9.8. Sei B ein Ideal in OK mit {0} ̸= B ̸= OK ist. Dann existieren
ein Primideal P und ein Ideal B1 in OK mit B = PB1. Außerdem gilt B $ B1.

Beweis. Es existiert ein Maximalideal P in OK mit B ⊆ P . Nach Satz 6.7
ist P prim. Nach Satz 9.6 existiert ein Ideal B1 in OK , für das gilt:

B = PB1.

Offensichtlich ist B ⊆ B1. Zudem gilt B ̸= B1, sonst hätten wir

OKB = B = PB1 = PB

und somit OK = P (s. Satz 9.7), ein Widerspruch. 2

Satz 9.9. Sei A ein Ideal in OK mit {0} ≠ A ̸= OK . Dann ist

A = P1P2 . . . Pk

für einige (nicht unbedingt verschiedene) Primideale P1, P2, . . . , Pk in OK .
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Beweis. Wir setzen A0 = A. Da A0 ̸= OK ist, ist A0 = P1A1 für ein
Primideal P1 und ein Ideal A1 mit A0 $ A1 (s. Lemma 9.8). Nun definieren
induktiv einige Ideale in OK : Nehmen wir an, dass wir für ein k ∈ N und alle
i = 1, . . . , k ein Primideal Pi und ein Ideal Ai mit

Ai−1 = PiAi und Ai−1 $ Ai

definiert haben. Ist Ak = OK , dann beenden wir den Prozess. In dem Fall
gilt

A0 = P1A1 = P1P2A2 = · · · = P1P2 . . . PkAk = P1P2 . . . Pk,

und wir haben die gewünschte Zerlegung. Ist Ak ̸= OK , dann können wir
diesen Prozess fortsetzen: Nach Lemma 9.8 existiert ein Primideal Pk+1 und
ein Ideal Ak+1 mit

Ak = Pk+1Ak+1 und Ak $ Ak+1.

Der Prozess kann aber nicht unendlich sein, sonst hätten wir eine unendliche
aufsteigende Kette von Idealen

A0 $ A1 $ A2 $ . . .

in OK , was dem Satz 7.10 widerspricht. 2
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Aufgabe 9.10. Sei K = Q( 3
√
5). Folgendes ist bekannt:

OK = Z+ Z 3
√
5 + Z( 3

√
5 )2. (19.2)

Zerlegen Sie das Hauptideal (3) in OK in Primideale.

Lösung. Sei α = 3
√
5. Wir prüfen nach, dass das Folgende gilt:

1) (3) = (3, 1 + α)3;
2) (3, 1 + α) ist ein Primideal in OK .

Zu 1): Es gilt (3, 1 + α)2 = (9, 3 + 3α, 1 + 2α+ α2). Daraus folgt

(3, 1 + α)3 = (27, 9 + 9α, 3 + 6α + 3α2, 1 + 3α + 3α2 + α3)

= (27, 9 + 9α, 3 + 6α + 3α2, 6 + 3α + 3α2)

= (27, 9 + 9α, 3 + 6α + 3α2, 3− 3α)

= (27, 9 + 9α + 3[3− 3α], 3 + 6α + 3α2, 3− 3α)

= (27, 18, 3 + 6α + 3α2, 3− 3α)

= (9, 3 + 6α + 3α2, 3− 3α)

= (9, 3 + 6α + 3α2 + [α + 3][3− 3α], 3− 3α)

= (9, 12, 3− 3α)

= (3, 3− 3α)

= (3).

Zu 2): Wir zeigen, dass der Faktorring OK/(3, 1 + α) genau 3 Elemente
enthält. Dann wird das Ideal (3, 1 + α) maximal und somit prim in OK .

Bezeichnung. Sei I ein Ideal in OK . Für zwei Elemente ω1, ω2 ∈ OK

schreiben wir

ω1 ≡ ω2 (mod I),

falls ω1 − ω2 ∈ I gilt. In diesem Fall gilt ω1 + I = ω2 + I, also sind die zwei
Nebenklassen gleich.

Wir setzen I = (3, 1+α) und zeigen, dass für ein beliebiges Element ω ∈ OK

ein ω1 ∈ {0, 1, 2} mit ω ≡ ω1 (mod I) existiert.

Nach (19.2) kann ω in der Form ω = aα2+bα+c geschrieben werden, wobei
a, b, c ∈ Z gilt. Als Vorbereitung teilen wir das Polynom ax2 + bx + c durch
x+ 1 mit einem Rest:

ax2 + bx+ c = (x+ 1)(ax+ (b− a)) + (a− b+ c).
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Da I die Zahl α + 1 enthält, haben wir

ω = α2 + bα + c = (α+ 1)(aα + (b− a))︸ ︷︷ ︸
∈I

+(a− b+ c) ≡ a− b+ c (mod I).

Da I auch die Zahl 3 enthält, haben wir

ω ≡ a− b+ c ≡ r (mod I)

für ein r ∈ {0, 1, 2}.
Damit haben wir gezeigt, dass der FaktorringOK/I höchstens 3 Nebenkassen

0 + I, 1 + I, 2 + I

enthält. Nun zeigen wir, dass diese Nebenklassen verschieden sind. Im Hin-
blick auf einen Widerspruch nehmen wir an:

1 + I = 2 + I.

Dann gilt 1 ∈ I. Daraus folgt 1 = 13 ∈ I3
1)
= (3) = 3OK . Ein Widerspruch.

Andere Varianten führen auch zu einem Widerspruch.
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10. Die Eindeutigkeit der Zerlegung von Idealen
in OK in Primideale

Satz 10.1. Sei {0} ̸= A ̸= OK ein Ideal in OK . Dann gilt

OK % A % A2 % A3 % . . . und
∞∩
i=1

Ai = {0}.

Beweis. Wäre Ai = Ai+1 für ein i, dann hätten wir

AiOK = Ai = Ai+1 = AiA

und folglich OK = A (s. Satz 9.7), ein Widerspruch.

Wir setzen B :=
∞∩
i=1

Ai. Wäre B ̸= {0}, dann würde der Faktorring OK/B

endlich nach Lemma 8.2. Andererseits besitzt der Faktorring OK/B eine
unendliche absteigende Kette von Idealen

OK/B % A/B % A2/B % A3/B % . . .

Ein Widerspruch. 2

Definition 10.2. Sei P ein Primideal und sei A ein Ideal in OK mit {0} ̸=
A ̸= OK . Wir setzen P 0 := OK und definieren die Ordnung von A bezüglich
P durch

ordP (A) := max{k > 0 |A ⊆ P k}.

Bemerkung. Dieses Maximum existiert nach Satz 10.1. Man kann die Defi-
nition folgendermaßen umformulieren:

ordP (A) = k ⇐⇒ A ⊆ P k und A ̸⊆ P k+1.

Mit Hilfe der Bezeichnung aus Vorlesung 19 können wir diese noch einmal
umformulieren:

ordP (A) = k ⇐⇒ P k|A und P k+1 - A.

Satz 10.3. Sei P ein Primideal und seien A,B Ideale in OK mit {0} ̸= A ̸=
OK und {0} ̸= B ̸= OK . Dann gilt:

1) ordP (P ) = 1;
2) ordP (P

′) = 0 falls P ′ ̸= P ein Primideal ist;
3) ordP (AB) = ordP (A) + ordP (B).
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Beweis. 1) Die Einbettung P ⊆ P ist trivial und die “nicht-Einbettung”
P * P 2 folgt aus Satz 10.1.

2) Wäre ordP (P
′) > 1, dann hätten wir P ′ ⊆ P . Da Primideale in OK

gleichzeitig Maximalideale sind, erhalten wir einen Widerspruch.

3) Wir bezeichnen s = ordP (A) und t = ordP (B). Dann gilt A ⊆ P s,
A * P s+1 und B ⊆ P t, B * P t+1. Daraus folgt AB ⊆ P s+t. Es bleibt zu
zeigen, dass AB * P s+t+1 gilt.
Nehmen wir AB ⊆ P s+t+1 an. Nach Satz 9.6 existieren Ideale C, A1, und

B1, so dass AB = P s+t+1C, A = P sA1 und B = P tB1 gilt. Daraus folgt

P s+t+1C = P s+tA1B1.

Das impliziert PC = A1B1 (s. Satz 9.7). Da P prim ist, ist P |A1 oder P |B1.
O.B.d.A. ist P |A1, also gilt A1 ⊆ P . Dann gilt A = P sA1 ⊆ P s+1. Ein
Widerspruch. 2

Satz 10.4. Sei A ein Ideal in OK mit {0} ̸= A ̸= OK . Dann kann A in der
Form

A = P n1
1 P n2

2 . . . P nk
k

geschrieben werden, wobei P1, . . . , Pk verschiedene Primideale in OK sind und
n1, . . . , nk ∈ N ist. Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf einer Permutation
von P1, . . . , Pk. Außerdem gilt ni = ordPi

(A) für alle i.

Beweis. Die Existenz der Zerlegung wurde im Satz 9.9 formuliert. Nun
zeigen wir die Eindeutigkeit. Zuerst beweisen wir die Eindeutigkeit der Prim-
ideale P1, . . . , Pk. Nehmen wir an, dass es eine Zerlegung

A = P ′ · . . .
mit einem Primideal P ′ /∈ {P1, . . . , Pk} gibt. Dann gilt A ⊆ P ′, woraus (mit
Hilfe des Satzes 10.3) folgt

1 6 ordP ′(A) = ordP ′(P n1
1 P n2

2 . . . P nk
k ) =

k∑
j=1

(
nj · ordP ′(Pj)

)
= 0.

Ein Widerspruch. Die Eindeutigkeit von Exponenten ni folgt aus der Formel

ordPi
(A) =

k∑
j=1

(
nj · ordPi

(Pj)
)
= ni.

2
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11. Erste Anwendung: Die Gleichung y2 = x3 − 5

Lemma 11.1. Für K = Q(
√
−5) gilt hK = 2.

Beweis. Des Weiteren werden wir die Definition 16.1 der Norm eines Ideals
in OK und den Satz von Minkowski 17.2 benutzen.
Nach Satz 17.2 ist jedes nichtnullsche Ideal in OK einem der Ideale A mit

N(A) 6 2 äquivalent. Ist N(A) = 1, dann ist A = OK . Sei N(A) = 2.
Dann besteht der Faktorring OK/A aus zwei Nebenklassen 0 + A und 1 + A.
Deswegen ist 2(1 + A) = 0 + A, also gilt 2 ∈ A und somit 2OK ⊂ A ⊂ OK .
Der Faktorring OK/2OK besteht aus 4 Nebenklassen

2OK + 0, 2OK + 1, 2OK + α, 2OK + (1 + α).

und hat nur ein Ideal der Ordnung 2 – das besteht aus der ersten und vierten
Nebenklasse. Dann ist A = (2, 1 + α). Dann besteht die Idealklassengruppe
Cl(K) aus zwei Elementen: [OK ] und [(2, 1 + α)]. 2

Lemma 11.2. Sei K = Q(
√
−5). Die Ideale

A = (2, 1 +
√
−5)OK

, B = (
√
−5)OK

in OK sind prim, und es gilt

(2)OK
= A2. (11.1)

Beweis. Wir bezeichnen α =
√
−5. Nach Satz 4.6 gilt OK = Z+ Zα.

Wir zeigen Formel (11.1):

A2 = (2, 1 + α)OK
(2, 1 + α)OK

= (4, 2(1 + α), (1 + α)2)OK

= (4, 2 + 2α,−4 + 2α)OK
= (4, 2 + 2α, 6)OK

= (2, 2 + 2α)OK
= (2)OK

.

Wir zeigen, dass das Ideal A prim ist. Dafür werden wir zeigen, dass der
Faktorring OK/A genau 2 Nebenklassen enthält. Dann wird A maximal und
somit prim.
Zuerst zeigen wir, dass jedes ω ∈ OK zu 0 oder 1 modulo A äquivalent ist.

Wir schreiben ω in der Form ω = aα+ b mit a, b ∈ Z. Da 1 + α ∈ A ist, gilt

ω ≡ ω − a(1 + α) (mod A) = b− a (mod A).

Da 2 ∈ A ist, ist b − a zu 0 oder 1 modulo A äquivalent. Also enthällt OK

höchstens zwei Nebenklassen 0 + A und 1 + A. Wären diese Nebenklassen
gleich, dann hätten wir 1 ∈ A und somit 1 ∈ A2 = 2OK , was unmöglich ist.
Analog kann gezeigt werden, dass B prim ist. 2
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Satz 11.3. Die Gleichung y2 = x3 − 5 hat keine Lösung über Z.

Beweis. Nehmen wir an, dass diese Gleichung eine Lösung (x, y) ∈ Z2 hat.
Um das zu widerlegen, werden wir mit dem Ganzheitsring OK arbeiten, wobei
K = Q(

√
−5) ist. In OK haben wir die Gleichung

(y +
√
−5) · (y −

√
−5) = x3.

Schreiben wir diese in der Form einer “Idealen-Gleichung”:

(y +
√
−5)OK

· (y −
√
−5)OK

= (x3)OK
. (11.2)

Behauptung. Es gibt kein Primideal P in OK , das die beiden Ideale
(y +

√
−5)OK

und (y −
√
−5)OK

teilt.

Beweis. Sei P ⊆ OK ein solches Primideal. Dann gilt

P |(2
√
−5)OK

und P |(x3)OK
. (11.3)

Nach Lemma 11.2 hat das Ideal (2
√
−5)OK

folgende Zerlegung in Primideale:

(2
√
−5)OK

= A2B.

Dann ist P = A oder P = B.

Fall 1. P = A.

Nach Lemma 11.2 ist P 2 = (2)OK
und nach Formel (11.3) gilt P 2|(x3)OK

.

Deswegen gilt (2)OK
|(x3)OK

und somit (x3)OK
⊆ (2)OK

. Dann kann x3 in der
Form

x3 = 2(a+ b
√
−5)

mit a, b ∈ Z geschrieben werden. Dann gilt x3 = 2a, b = 0. Insbesondere ist
2|x in Z. Daraus folgt

y2 = x3 − 5 ≡ −5 (mod 8).

Deswegen ist y ungerade, also kann in der Form 2n+1 mit n ∈ Z geschrieben
werden. Wir haben

y2 = (2n+ 1)2 = 4n(n+ 1) + 1 ≡ 1 (mod 8).

Ein Widerspruch.

Fall 2. P = B.

Dann ist P 2 = (5)OK
. Analog zu Fall 1 erhalten wir 5|x in Z. Aus y2 = x3− 5

folgt auch 5|y. Dann ist 25|y2, aber 25 - x3 − 5. Ein Widerspruch.

Die Behauptung ist bewiesen. 2
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Nun betrachten wir Zerlegungen von Idealen (y +
√
−5)OK

, (y −
√
−5)OK

und (x)OK
in Primidealen:

(y +
√
−5)OK

=
s∏

i=1

P ei
i , (y −

√
−5)OK

=
t∏

j=1

Q
fj
j , (x)OK

=
ℓ∏

k=1

Rgk
k

Aus (11.2) folgt
s∏

i=1

P ei
i

t∏
j=1

Q
fj
j =

ℓ∏
k=1

R3gk
k .

Da alle Pi und Qj verschieden sind und die Zerlegung in Primideale eindeutig
ist, gilt 3|ei und 3|fj für alle i, j. Dann ist

(y +
√
−5)OK

= I3 (11.4)

für ein Ideal I in OK . In der Idealklasengruppe Cl(K)gilt

[OK ] = [(y +
√
−5)OK

] = [I]3.

Nach Lemma 11.1 ist |Cl(K)| = 2. Das impliziert [OK ] = [I]. Deswegen ist I
ein Hauptideal und es kann in der Form

I = (a+ b
√
−5)OK (11.5)

mit a, b ∈ Z geschrieben werden. Aus (11.4) und (11.5) erhalten wir

(y +
√
−5)OK = (a+ b

√
−5)3OK .

Dann gilt
y +

√
−5 = u · (a+ b

√
−5)3

für ein u ∈ O∗
K . Es ist leicht zu berechnen, dass O∗

K = {−1, 1} ist. O.B.d.A.
ist u = 1. Wir haben

y +
√
−5 = (a+ b

√
−5)3 = a3 − 15ab2 + (3a2 − 5b)b

√
−5.

Dann gilt (3a2 − 5b)b = 1. Diese führt zu einem Widersprich. 2
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12. Fermatscher Satz: Vorbereitung

Folgender Satz wurde vermutet von Fermat im Jahr etwa 1640 und bewiesen
von Wiles im Jahr 1994.

Satz 12.1. (Wiles) Für n > 3 ist die Gleichung xn + yn = zn unlösbar in N.

Offensichtlich reicht es, diesen Satz für n = 4 und alle Primzahlen n > 3 zu
beweisen. Kummer hat diesen Satz für die sogenannten regulären Primzahlen
bewiesen (s. seine Arbeiten der Jahre 1847 und 1850). Für n 6 100 gibt es
nur drei Primzahlen, die nicht regulär sind: 37, 59, 67. Wir werden den Beweis
von Kummer zu einem großen Teil geben.

Allgemeine Vorbereitung. Sei l > 3 eine Primzahl. Wir betrachten die
Zahlkörper K = Q(ζ), wobei

ζ = e2πi/ℓ = cos(2π/ℓ) + i sin(2π/ℓ)

ist. Es ist klar, dass ζℓ = 1 ist.

• Die Zahlen 1, ζ, . . . , ζℓ−1 sind alle Nullstellen des Polynoms xℓ − 1. Das
Polynom

xℓ − 1

x− 1
= xℓ−1 + xℓ−2 + · · ·+ 1 =

ℓ−1∏
i=1

(x− ζ i) (12.1)

ist irreduzibel über Q (s. Übungsblatt 1). Deswegen ist

mζ(x) = xℓ−1 + xℓ−2 + · · ·+ 1.

Insbesondere gilt [K : Q] = ℓ− 1. Daraus folgt, dass

1, ζ, . . . , ζℓ−2

eine Basis von K über Q ist.

• Folgende Zahl spielt eine wichtige Rolle im weiteren Beweis:

λ = 1− ζ.

Es kann bewiesen werden, dass 1, λ, . . . , λℓ−2 auch eine Basis vonK über Q ist.

• Da [K : Q] = ℓ− 1 ist, existieren genau ℓ− 1 Einbettungen von K in C:
τi : K ↪→ C,

ζ 7→ ζ i,
(12.2)

i = 1, . . . , ℓ− 1. Diese Einbettungen sind Automorphismen des Körpers K.
Es gilt also

AutQ(K) = {τ1, . . . , τℓ−1}.
Den folgenden Gruppenisomorphismus werden wir aber nicht benutzen:

AutQ(K) ∼= (Zℓ)
∗ ∼= Zℓ−1.
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Definition 12.2. Zwei Zahlen α, β ∈ OK heißen assoziiert, falls eine Einheit
ε ∈ O∗

K existiert, so dass α = βε gilt. In dem Fall schreiben wir α ∼ β.

Bemerkung. Zwei Hauptideale (α)OK
und (β)OK

sind gleich genau dann,
wenn die Zahlen α und β äquivalent sind:

(α)OK
= (β)OK

⇔ α ∼ β.

Lemma 12.3. Sei λ = 1− ζ. Dann gelten:

1) N(λ) = ℓ.
2) (1− ζ i) ∼ λ für alle i = 1, . . . , ℓ− 1.
3) ℓ ∼ λℓ−1.

Beweis.
Zu 1): Wir haben

N(λ) =
ℓ−1∏
j=1

τj(λ)
(12.2)
= (1− ζ)(1− ζ2) . . . (1− ζℓ−2)

(12.1)
= ℓ.

Etwas allgemeiner gilt für i = 1, . . . , ℓ− 1:

N(1− ζ i) = N(τi(λ)) =
ℓ−1∏
j=1

τj(τi(λ)) =
ℓ−1∏
i=1

τi(λ) = N(λ) = ℓ.

Zu 2): Wir haben
1− ζ i = (1− ζ)ϵi

mit ϵi = 1 + ζ + · · ·+ ζ i−1 ∈ OK . Daraus folgt

N(1− ζ i)︸ ︷︷ ︸
ℓ

= N(1− ζ)︸ ︷︷ ︸
ℓ

N(ϵi).

Deswegen gilt N(ϵi) = 1, also ist ϵi ∈ O∗
K .

Zu 3): Wir haben

ℓ =
ℓ−1∏
i=1

(1− ζ i) =
ℓ−1∏
i=1

(1− ζ)ϵi = (1− ζ)ℓ−1ε

mit ε =
ℓ−1∏
i=1

ϵi ∈ O∗
K . 2

Lemma 12.4. Es gilt Z+ Zζ + · · ·+ Zζℓ−2 = Z+ Zλ+ · · ·+ Zλℓ−2.

Beweis. Wir betrachten zwei Basen von K über Q: B1 = {1, ζ, . . . , ζℓ−2}
und B2 = {1, λ, . . . , λℓ−2}. Die Übergangsmatrizen von B1 zu B2 und von B2

zu B1 sind ganzzahlig. 2
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Lemma 12.5. Es gilt OK = Z+ Zζ + · · ·+ Zζℓ−2.

Beweis. Wir bezeichnen

A = Z+ Zζ + · · ·+ Zζℓ−2.

Die Inklusion A ⊆ OK ist klar. Wir beweisen OK ⊆ A. Sei also α ∈ OK .
Zuerst schreiben wir α als eine Linearkombination von 1, ζ, . . . , ζℓ−2 mit Ko-
effizienten ai aus Q:

α = a0 + a1ζ + · · ·+ aℓ−2ζ
ℓ−2.

Wir werden zeigen, dass alle ai in Z liegen. Da Sp(1) = [K : Q] = ℓ − 1 und
Sp(ζ i) = −1 für i = 1, . . . , ℓ− 1 ist, gilt

Sp(α) = ℓa0 −
ℓ−2∑
i=0

ai.

Man kann berechnen

Sp(ζα) = −
ℓ−2∑
i=0

ai, Sp(ζkα) = −ℓaℓ−k −
ℓ−2∑
i=0

ai, k = 2, . . . , ℓ− 2.

Da die Spuren von ganzen algebraischen Zahlen in Z liegen, gilt ℓak ∈ Z für
k = 0, . . . , ℓ− 2. Deswegen gilt ℓα ∈ A. Nach Lemma 12.4 gilt

ℓα = b0 + b1λ+ · · ·+ bℓ−2λ
ℓ−2 (12.3)

für einigen bi ∈ Z, i = 2, . . . , ℓ− 2.

Es bleibt zu zeigen, dass alle bi durch ℓ teilbar sind. Nehmen wir an, dass für
ein 0 6 s < ℓ−2 schon bewiesen ist, dass alle Koeffizienten bi mit i < s durch
ℓ teilbar sind. Wir splitten die rechte Seite von (12.3) in drei Summanden:

ℓα =
∑
i<s

biλ
i + bsλ

s +
∑
j>s

bjλ
j (12.4)

Da λℓ−1|ℓ in OK ist (s. Lemma 12.3), gilt λs+1|bi in OK für alle i < s. Somit
sind die linke Seite und die zwei Summen in der rechten Seite von (12.4) durch
λs+1 in OK teilbar.
Deswegen ist auch bsλ

s durch λs+1 teilbar. Daraus folgt λ|bs in OK und
somit N(λ)|N(bs) in Z. Also erhalten wir ℓ|bℓs in Z und somit ℓ|bs. 2

Lemma 12.6. Für jede Einheit ε ∈ O∗
K existieren eine Zahl a ∈ N und eine

reelle Einheit ε0 ∈ O∗
K mit ε = ζaε0.
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13. Erster Fall des Fermatschen Satzes
für reguläre Primzahlen

Definition 13.1. Eine Primzahl ℓ > 2 heißt regulär, wenn die Idealklassen-
gruppe von Q(ζ), wobei ζ = e2πi/ℓ ist, keine Elemente der Ordnung ℓ enthält.

Lemma 13.2. Sei ℓ eine Primzahl. Seien x, y zwei teilerfremde ganze Zahlen
mit ℓ - (x+ y). Dann sind die Hauptideale

(x+ y)OK
, (x+ ζy)OK

, . . . , (x+ ζℓ−1y)OK

paarweise teilerfremd in OK , wobei K = Q(ζ) mit ζ = e2πi/ℓ ist.

Beweis. Nehmen wir an, dass ein Primideal P ⊆ OK und einige Zahlen
i ̸= j (mod ℓ) existieren, so dass gilt:

P |(x+ ζ iy)OK
und P |(x+ ζjy)OK

. (13.1)

Mit Hilfe des Lemmas 12.3 erhalten wir

(x+ ζjy)− (x+ ζ iy) = (ζj − ζ i)y ∼ (1− ζ)y.

Daraus folgt
((1− ζ)y)OK

⊆ (x+ ζjy)OK
+ (x+ ζ iy)OK

.

Da P ein Teiler von jedem dieser Summanden ist, ist P ein Teiler von
((1− ζ)y)OK

. Da P ein Primideal ist, gilt

P |(1− ζ)OK
oder P |(y)OK

.

Analog gilt
P |(1− ζ)OK

oder P |(x)OK
.

Insbesondere gilt
(1− ζ) ∈ P oder x, y ∈ P.

Da ggT(x, y) = 1 ist, existieren x, y ∈ Z mit xu + yv = 1. Gelte x, y ∈ P ,
dann hätten wir 1 ∈ P , ein Widerspruch. Also gilt

(1− ζ) ∈ P.

Mit Hilfe das Lemmas 12.3 leiten wir daraus ab:

ℓ ∈ P und (1− ζj) ∈ P. (13.2)

Außerdem gilt (x+ y) ∈ P wegen

(x+ y) = (x+ ζjy) + (1− ζj)y
(13.1)
∈

(13.2)
P + P

Da ggT(ℓ, (x+ y)) = 1 ist, gilt 1 ∈ P wie oben. Ein Widerspruch. 2

Lemma 13.3. Sei n ∈ Z. Ist 3 - n, dann hat n3 den Rest 1 oder −1 modulo 9.
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Satz 13.4. (Erster Fall des Fermatschen Satzes für reguläre Primzahlen)
Sei ℓ > 3 eine reguläre Primzahl. Dann existieren keine ganze Zahlen x, y, z,
die jeweils teilerfremd zu ℓ sind und xℓ + yℓ = zℓ erfüllen.

Beweis. Für ℓ = 3 folgt die Aussage aus Lemma 13.3. Nun betrachten wir
den Fall ℓ > 5. Nehmen wir an, dass solche Zahlen x, y, z existieren. O.B.d.A.
können wir annehmen, dass sie paarweise teilerfremd sind. Nach dem kleinen
Fermatschen Satz (s. Appendix A) gilt

xℓ ≡ x (mod ℓ), yℓ ≡ y (mod ℓ), zℓ ≡ z (mod ℓ).

Daraus folgt

x+ y ≡ z (mod ℓ).

Nach Voraussetzung gilt ℓ - z, somit gilt

ℓ - (x+ y).

Sei ζ = e2πi/ℓ. Dann gilt

(x+ y)(x+ ζy) . . . (x+ ζℓ−1y) = zℓ.

Schreiben wir diese in der Form einer “Idealen-Gleichung”:

(x+ y)OK
(x+ ζy)OK

. . . (x+ ζℓ−1y)OK
= (z)ℓOK

.

Nach Lemma 13.2 sind die Ideale auf der linken Seite paarweise teilerfremd.
Dann sind sie ℓ-te Potenzen einiger Ideale in OK . Insbesondere ist

(x+ ζy)OK
= Aℓ

für ein Ideal A in OK . Daraus folgt [A]ℓ = [OK ]. Da ℓ regulär ist, gilt
[A] = [OK ], also ist A = (α)OK

für ein α ∈ OK . Wir haben also

(x+ ζy)OK
= (αℓ)OK

.

Deswegen existiert ε ∈ O∗
K mit

x+ ζy = εαℓ. (13.3)

Wir schreiben α als eine Linearkombination von 1, λ, . . . , λℓ−2 mit Koeffizien-
ten bi aus Z:

α = b0 + b1λ+ · · ·+ bℓ−2λ
ℓ−2.

Dann ist

αℓ ≡ bℓ0 + bℓ1λ
ℓ + · · ·+ bℓℓ−2λ

ℓ(ℓ−2) (mod ℓ).

Aus Lemma 12.3. 3) folgt ℓ | λℓ in OK . Deswegen gilt

αℓ ≡ bℓ0 (mod ℓ).
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Daraus und aus dem kleinen Fermatschen Satz folgt

αℓ ≡ b0 (mod ℓ). (13.4)

Nach Lemma 12.6 existiert a ∈ N und eine reelle Einheit ε0 ∈ O∗
K mit

ε = ζaε0. (13.5)

Aus (13.3)-(13.5) folgt

x+ ζy ≡ ζaε0b0 (mod ℓ),

also
ζ−ax+ ζ1−ay ≡ ε0b0 (mod ℓ).

Mit Hilfe der komplexen Konjugation erhalten wir

ζax+ ζa−1y ≡ ε0b0 (mod ℓ).

Daraus folgt
xζa + yζa−1 − xζ−a − yζ1−a ≡ 0 (mod ℓ). (13.6)

Bemerkung. Ist a0 + a1ζ + · · ·+ aℓ−2ζ
ℓ−2 ≡ 0 (mod ℓ) mit a0, . . . , aℓ−2 ∈ Z,

dann gilt ℓ|ai für alle i (s. Lemma 12.5).

Mit Hilfe dieser Bemerkung folgt aus (13.6), dass ℓ|x oder ℓ|y oder ℓ|(x − y)
gilt. Die ersten zwei Fälle sind unmöglich nach der Voiraussetzung. Also gilt

x ≡ y (mod ℓ). (13.7)

Die Gleichung xℓ + yℓ = zℓ kann noch in der Form xℓ + (−z)ℓ = (−y)ℓ

geschrieben werden. Dann folgt analog

x ≡ −z (mod ℓ). (13.8)

Am Anfang des Beweises haben wir gezeigt:

x+ y ≡ z (mod ℓ). (13.9)

Aus (13.7)-(13.9) folgt
3x ≡ 0 (mod ℓ).

Da ℓ > 5 ist, gilt ℓ|x. Ein Widerspruch. 2
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14. Zweiter Fall des Fermatschen Satzes
für reguläre Primzahlen(wird geschrieben)

Satz 14.1. (Zweiter Fall des Fermatschen Satzes für reguläre Primzahlen)
Sei ℓ eine reguläre Primzahl. Dann existieren keine ganzen Zahlen x, y, z, so
dass sie paarweise teilerfremd sind, ℓ ein Teiler einer dieser Zahlen ist und
xℓ + yℓ = zℓ gilt.
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15. Appendix A

15.1. Euler-Funktion. Satz von Euler und Kleiner Fermatschen Satz.

Definition 15.1. Die Euler-Funktion φ : N → N ist definiert durch

φ(n) = |Z∗
n|.

Also ist φ(n) die Anzahl von Zahlen in der Folge 0, 1, 2, . . . , n − 1, die teiler-
fremd zu n sind.

Wir haben
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

φ(n) 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4

Satz 15.2. Es gelten folgende Aussagen:

a) Die Euler-Funktion φ ist multiplikativ.
b) Für jede Primzahl p und jede natürliche Zahl k gilt

φ(pk) = pk − pk−1.

c) Ist n ̸= 1 eine natürliche Zahl und n = pk11 . . . pkℓℓ die Primzahlzerlegung
von n, dann gilt

φ(n) =
ℓ∏

i=1

(pkii − pki−1
i ) = n ·

ℓ∏
i=1

(
1− 1

pi

)
. (A1)

d) Für jedes n ∈ N gilt ∑
d|n

φ(d) = n. (A2)

Beweis. a) Seien n,m zwei teilerfremde Zahlen. Es gilt Z∗
nm

∼= Z∗
n × Z∗

m.
Daraus folgt φ(nm) = |Z∗

nm| = |Z∗
n| · |Z∗

m| = φ(n)φ(m).

b) Die Zahlen in {0, 1, . . . , pk − 1}, die nicht teilerfremd zu pk sind, sind

0, p, 2p, . . . , (pk−1 − 1)p.

Es gibt pk−1 solche Zahlen. Dann ist φ(pk) = pk − pk−1.

c) Mit Hilfe von a) unf b) bekommen wir

φ(n) = φ(pk11 ) . . . φ(pkℓℓ ) =
ℓ∏

i=1

(pkii − pki−1
i ).

d) Diese Aussage kann mit Hilfe der Formel (A1) bewiesen werden. 2
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Satz 15.3. (Satz von Euler) Seien n, a zwei teilerfremde Zahlen aus N. Dann
gilt

aφ(n) ≡ 1 (mod n),

wobei φ die Eulersche Funktion ist.

Folgerung 15.4. (Kleiner Fermatschen Satz) Sei ℓ eine Primzahl. Für jede
ganze Zahl a gilt

aℓ ≡ a (mod ℓ).

15.2. Legendre-Symbol.

Definition 15.5. Sei p eine Primzahl und sei a ∈ Z mit ggT(a, p) = 1. Das

Legendre-Symbol
(

a
p

)
ist durch die folgende Formel definiert:

(a
p

)
=

{
1 falls ∃ x ∈ Z : x2 ≡ a mod p,

−1 falls @ x ∈ Z : x2 ≡ a mod p.

Eine Zahl a ∈ Z heißt quadratischer Rest modulo p, falls
(

a
p

)
= 1 ist.

Lemma 15.6. Sei p eine Primzahl und seien a, b ∈ Z mit ggT(a, p) = 1 und
ggT(b, p) = 1. Dann gilt: (ab

p

)
=

(a
p

)
·
( b
p

)
.

Insbesondere gilt

(ab2
p

)
=

(a
p

)
.

Außerdem gilt für jedes n ∈ Z:(a− pn

p

)
=

(a
p

)
.

Satz 15.7. (Gauß, Euler) Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gelten:(2
p

)
= (−1)

p2−1
8 =

{
1 falls p ≡ ±1 mod 8,

−1 falls p ≡ ±3 mod 8.

(−1

p

)
= (−1)

p−1
2 =

{
1 falls p ≡ 1 mod 4,

−1 falls p ≡ 3 mod 4.



47

Daraus folgt

(−2

p

)
=

(2
p

)(−1

p

)
=


1 falls p ≡ 1 mod 8,

1 falls p ≡ 3 mod 8,

−1 falls p ≡ 5 mod 8,

−1 falls p ≡ 7 mod 8.

Satz 15.8. (Reziprozitätssatz von Gauß) Seien p, q zwei verschiedene Primzahlen,
p, q > 3. Dann gilt (p

q

)
·
(q
p

)
= (−1)

p−1
2

· q−1
2 .

Satz 15.9. Das Polynom x4 + 1 ist irreduzibel über Z, aber es ist reduzibel
über Zp für jede Primzahl p.

Beweis. Das Polynom f(x) = x4 + 1 ist irreduzibel über Z, da das Poly-
nom f(x + 1) = x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 2 irreduzibel über Z nach dem
Eisenstein-Kriterium ist. Jetzt beweisen wir, dass f(x) reduzibel über Zp

für jede Primzahl p ist.
Wir haben x4 + 1 = (x2 + ax+ 1)(x2 − ax+ 1) = x4 + (2− a2)x2 + 1, falls

a2 ≡ 2 mod p ist. Eine solche a existiert für p ≡ ±1 mod 8.
Wir haben x4 +1 = (x2 + ax− 1)(x2 − ax− 1) = x4 +(−2− a2)x2 +1, falls

a2 ≡ −2 mod p ist. Eine solche a existiert für p ≡ 3 mod 8.
Wir haben x4 + 1 = (x2 + a)(x2 − a) = x4 − a2, falls a2 ≡ −1 mod p ist.

Eine solche a existiert für p ≡ 1 mod 4, insbesondere für p ≡ 5 mod 8. 2
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16. Appendix B (eine erweiterte Version)

16.1. Normen von Idealen in Ganzheitsringen.

Definition 16.1. Sei K ein Zahlkörper und sei A ein Ideal in OK . Die Norm
von A ist die Zahl

N(A) := |OK : A|.
Folgenden Satz werden wir nicht beweisen.

Satz 16.2. (Multiplikativität von Normen) Sei K ein Zahlkörper. Für je zwei
Ideale A,B in OK gilt

N(AB) = N(A)N(B).

Satz 16.3. Sei K ein Zahlkörper und sei 0 ̸= α ∈ OK eine Zahl. Wir bezeich-
nen A = (α). Dann gilt

N(A) = |N(α)|.
Beweis. Nach Satz 7.5 enthält der Ganzheitsring OK die Zahlen α1, . . . , αn,

für die das Folgende gilt:

a) α1, . . . , αn ist eine Basis von K über Q;
b) OK = Zα1 + · · ·+ Zαn.

Wir bezeichnen βi = ααi. Dann ist β1, . . . , βn ebenfalls eine Basis von K
über Q, und es gilt

(α) = αOK = Zβ1 + · · ·+ Zβn.

Wir haben also ein freies Z-Modul OK mit der Z-Basis α1, . . . , αn und sein
freies Z-Untermodul (αOK) mit der Z-Basis β1, . . . , βn. Es existieren ci,j ∈ Z,
so dass folgendes gilt:

β1 = αα1 = c11α1 + · · ·+ c1nαn,

. . .

βn = ααn = cn1α1 + · · ·+ cnnαn.

Mit Hilfe von Z-Elementartransformationen kann die Matrix C = (cij) zur
Diagonalform D gebracht werden. Mit anderen Worten besitzen die Z-Module
OK und (α)OK andere Z-Basen α′

1, . . . , α
′
n und β′

1, . . . , β
′
n, so dass β′

i = diα
′
i

für einige d1, . . . , dn ∈ Z gilt:

β′
1 = d1α

′
1

β′
2 = d2α

′
2

...

β′
n = dnα

′
n.
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Es gilt OK = Zα′
1 + · · · + Zα′

n und (αOK) = Zd1α′
1 + · · · + Zdnα′

n. Als
Repräsentanten von Nebenklassen von (αOK) in OK können die Elemente
k1α

′
1 + · · · + knα

′
n mit 0 6 ki 6 |di| − 1 gewählt werden. Die Anzahl dieser

Repräsentanten ist

|OK : (α)| = |d1d2 . . . dn| = | det(D)| = | det(C)| = |N(α)|.

2

Folgerung 16.4. Sei K ein Zahlkörper und sei A = (α1, . . . , αs) ein Ideal
in OK mit αi ̸= 0 für alle i. Dann gilt

N(A)
∣∣∣ ggT{N(α1), . . . , N(αs)}.

Beweis. Wegen (αi) ⊆ A ⊆ OK und wegen der Multiplikativität von Indizes
gilt |OK : (αi)|︸ ︷︷ ︸

N(αi)

= |OK : A|︸ ︷︷ ︸
N(A)

·|A : (αi)|. 2

Beispiel. Sei K = Q(
√
−5). Wir beweisen, dass das Ideal A = (3, 1 +

√
−5)

in OK die Norm 3 hat. Zuerst berechnen wir die Normen der Erzeuger von A:
N(3) = 9, N(1+

√
−5) = 6. Dann ist N(A) ein Teiler von ggT(9, 6) = 3, also

ist N(A) gleich 1 oder 3.
Nehmen wir an, dass N(A) = 1 gilt. Dann gilt A = OK . Insbesondere kann

1 als eine lineare Kombination von 3 und 1 +
√
−5 mit Koeffizienten aus OK

ausgedruckt werden:

1 = 3 (a+ b
√
−5)︸ ︷︷ ︸

∈OK

+(1 +
√
−5) (c+ d

√
−5)︸ ︷︷ ︸

∈OK

, (a, b, c, d ∈ Z).

Daraus folgt {
1 = 3a+ c− 5d,

0 = 3b+ c+ d.

Durch Substraktion erhalten wir 1 = 3(a− b−2d), ein Widerspruch. Also gilt
N(A) = 3. 2

Bemerkung. Sei K ein Zahlkörper. Für jedes nichtnullsche Ideal A in OK

gilt

N(A) = ggT{N(a) : a ∈ A}.
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16.2. Primelemente in Ganzheitsringen. Folgendes einfache Lemma wird
oft gebraucht.

Lemma 16.5. Sei K ein Zahlkörper und sei α ∈ OK . Dann gilt α|N(α)
in OK .

Beweis. Seien id = τ1, . . . , τn alle Einbettungen von K in C über Q. Da
α ∈ OK ist, ist auch τi(α) ∈ OK für alle i. Nach Folgerung 3.11 gilt N(α) =
τ1(α) · . . . · τn(α). Daraus folgt α|N(α) in OK . 2

In den Beweisen der Folgerungen benutzen wir Behauptung 6.5 und Satz 6.7.

Folgerung 16.6. Sei K ein Zahlkörper vom Grad n = [K : Q]. Sei α ∈ OK .
Dann gilt:

1) Ist α ∈ Prim(OK), dann ist |N(α)| = pℓ für einige p ∈ Prim(N) und
1 6 ℓ 6 n.

2) Ist |N(α)| ∈ Prim(N), dann ist α ∈ Prim(OK).

Beweis. 1) Sei α ∈ Prim(OK). Dann ist (α) ein Primideal in OK . Dann ist
(α) ein Maximalideal in OK . Dann ist OK/(α) ein Körper. Nach Satz 16.3 hat
der Körper die Ordnung |N(α)|. Die Ordnung jedes endlichen Körpers ist aber
eine Potenz einer Primzahl. Deswegen ist |N(α)| = pℓ für ein p ∈ Prim(N)
und ein ℓ ∈ N. Nach Lemma 16.5 gilt α|N(α) in OK . Deswegen gilt α|p in
OK . Daraus folgt N(α)|N(p) in Z. Dann folgt die Behauptung aus N(p) = pn.

2) Sei |N(α)| = p ∈ Prim(N). Dann ist |OK : (α)| = p nach Satz 16.3.
Deswegen ist das Ideal (α) maximal in OK und folglich prim. 2

Folgerung 16.7. Sei [K : Q] = 2 und sei α ∈ OK \
(
Prim(Z) · (OK)

∗
)
. Dann

gilt:
α ∈ Prim(OK) ⇐⇒ N(α) ∈ Prim(Z).

Beweis. Sei α ∈ Prim(OK). Nach Folgerung 16.6 ist |N(α)| = pℓ für einige
p ∈ Prim(N) und ℓ ∈ {1, 2}. Wir müssen zeigen, dass ℓ = 1 gilt.
Nehmen wir ℓ = 2 an. Aus Lemma 16.5 folgt α|pℓ und somit α|p in OK . Es

gilt also p = αβ für ein β ∈ OK . Dann ist

p2 = N(p) = N(α)N(β) = ±p2N(β).

Daraus folgt N(β) = 1 und β ∈ (OK)
∗. Dann ist

α = pβ−1 ∈
(
Prim(Z) · (OK)

∗
)
.

Ein Widerspruch. Also gilt ℓ = 1.
Die andere Richtung ist in Folgerung 16.6 enthalten. 2
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17. Appendix C

Definition 17.1. Wir definieren θ : C → C durch θ(a + bi) = a − bi, wobei
a, b ∈ R ist.
Sei K ein Zahlkörper. Eine Einbettung σ : K ↪→ C heißt komplexe Einbet-

tung, falls σ(K) nicht komplett in R liegt. Zu jeder komplexen Einbettung σ
gibt es eine konjugierte Einbettung σ = θ ◦ σ.

Satz 17.2. (Satz von Minkowski) Sei K ein Zahlkörper mit dem Grad
[K : Q] = n, der Diskriminante δ(K) und der Anzahl s von Paaren zueinander
konjugierter komplexer Einbettungen von K in C.
Jedes nichtnullsche Ideal I in OK ist einem Ideal A in OK mit

N(A) 6 n!

nn
·
( 4
π

)s

·
√

|δ(K)|.

äquivalent.

Satz 17.3. Sei K ein Zahlkörper. In OK gibt es nur endlich viele Ideale A
mit einer gegebenen Norm.

Beweis. Wir fixieren ein m ∈ N und betrachten ein Ideal A in OK mit
|OK/A| = m. Nach Lagrange-Satz gilt m(1+A) = 0+A. Daraus folgt m ∈ A
und somit mOK ⊆ A. Die Faktorgruppe OK/mOK ist endlich und hat die
Ordnung m[K:Q]. Deswegen gibt es nur endlich viele Möglichkeiten für A. 2

Folgerung 17.4. Es existiert eine obere Schranke für die Idealklassentahl hK ,
die nur vom Grad [K : Q] und die Diskriminante δ(K) abhängt.

Satz 17.5. Sei K = Q(θ) ein Zahlkörper vom Grad n = [K : Q], wobei θ eine
ganze algebraische Zahl ist. Sei m = |δ(K)|. Dann ist

OK = Z[θ] +M,

wobei M die folgende endliche Menge ist:

M :=
{a0 + a1θ + · · ·+ an−1θ

n−1

m
| 0 6 ai < m, 0 6 i < n

}
∩ OK .

Satz 17.6. (Verzweigungssatz) wird geschrieben


