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Sei p eine Primzahl. In LA T haben wir bewiesen, dass die Menge {0,1,...,p — 1} mit der
Multiplikation und Addition modulo p ein Korper ist. Dieser Koérper wird mit IF,, bezeichnet.

Satz.

(a) Fiir jeden endlichen Korper K existieren eine Primzahl p und eine natiirliche Zahl n, so
dass | K| = p™ ist.

(b) Fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl n existiert genau ein (bis auf Isomorphie)
Korper K mit p™ Elementen.

e Lesen Sie Abschnitte 4.1 und 4.2 des Kurzskipts.

Aufgabe 1. Sei K ein endlicher Kérper. [3+3+3P.]

(a) Beweisen Sie, dass es genau |K|"* Bilinearformen auf dem Vektorraum V = K™
gibt.

(b) Geben Sie ein Beispiel von zwei verschiedenen symmetrischen Bilinearformen £ und
B auf V = (F3)2, die die gleichen assoziierten quadartischen Formen qp und g
haben.

(c) Beweisen Sie, dass es nur 4 quadratische Formen auf V = (F)? gibt, die mit einer

symmetrischen Bilinearform auf V' assoziiert sind. Listen Sie sie.

Aufgabe 2. [5+5P.]
(a) Uberpriifen Sie, ob die quadratischen Formen 2z 2 und x?+22 auf dem Vektorraum
(F3)? dquivalent sind.

(b) Uberpriifen Sie, ob die quadratischen Formen 2129 und 22423 auf dem Vektorraum

(F5)? dquivalent sind.

Hinweis. Lesen Sie Lemma 4.2.4 des Kurzskripts.

Aufgabe 3. Wir betrachten die Quadrik [7+2 P.]
F, = {X € R? ’:L'le + 2123 + X023 = 4}.

Im Abschnitt 4.1 ist erklért, dass eine orthogonale Matrix C' € Oz und Zahlen dy, ds,ds € R
existieren, so dass gilt:

Fy=C-{Y € R®|dyyi + doys + dzy3 = 4}.

Finden Sie diese C und dy, ds, d3. Skizzieren Sie die Menge F, beziiglich der neuen Haupt-
achsen — Spalten von C.

Fortsetzung Seite 2.



Aufgabe 4. Sei

1
A=12 6 -1
0 -1 1

(a) Uberpriifen Sie, dass die symmetrische Matrix A positiv definit ist. Finden Sie eine
unipotente Matrix U € Mat(3,3,R) und eine positiv definite Diagonalmatrix D €
Mat(3,3,R), so dass gilt:

U'AU = D.

(b) Finden Sie die Cholesky-Zerlegung A = G'G, wobei G eine obere Dreiecksmatrix

mit positiven Diagonalantrigen ist.

Hinweis. (a) Den Beweis zu Lemma 3.7.5 finden Sie im Kurzskript. Folgen Sie ihm.
(b) Folgen Sie dem Beweis von Satz 3.7.7 im Kurzskript.

[8+4 P.]



