Lineare Algebra 11, SoSe 2016
(Prof. Dr. O. Bogopolski)

Beweise werden in diesem Skript nur in Einzelfillen aufgeschrieben.

1 FEuklidische und unitire Raume

Im Folgenden sei K gleich R oder C.

1.1 Euklidische Raume

Definition 1.1.1 Sei V' ein R-Vektorraum. Ein Skalarprodukt in V' ist eine Abbildung
(-,-) : V. xV — R, welche die folgenden Eigenschaften fiir alle u,v,w,z € V und A\ € R
besitzt:

v, Au) = Ao, u), (Linearitét)
(2) (v,u) = (u,v), (Symmetrie)
(3) (v,v) > 0 fiir alle v # 0. (positive Definitheit)

(Aus (1) folgt (0,0) = 0).

Ein R-Vektorraum V' zusammen mit einem Skalarprodukt heit Euklidischer Raum.

Beispiel 1.1.2.

(a) Standardskalarprodukt in R”.

L1 Y1
Fiir die Vektorenz = | ¢ |undy = | ! | aus R" wird das Standardskalarprodukt

Tn Yn
=1

(b) Fiir x = <i1> und y = <y1> aus R? sei
2

Y2

so definiert:

<l‘, ?J> =T+ 5!L‘1y2 + 5x2y1 + 27$2y2.

Dann ist (-, ) ein Skalarprodukt in R?. Das ist aber kein Standardskalarprodukt.



(c) Sei [a,b] C R ein Intervall und sei C([a,b]) die Menge aller stetigen Funktionen
f:a,b] = R. Fir f,g € C([a,b]) setzen wir

<fvg>:/ f(x)g(x)dx.

Dann ist C([a,b]) mit (-, ) ein Euklidischer Raum. Der Raum ist co-dimensional.

1.2 Unitiare Riume

Definition 1.2.1 Sei V ein C-Vektorraum. Ein Skalarprodukt in V ist eine Abbildung
(-,-) : V. xV — C, welche die folgenden Eigenschaften fiir alle u,v,w,z € V und A € C
besitzt:

v, u), (Linearitét im ersten Argument)

(2) (v,u) = (u,v), (Das Skalarprodukt ist hermetisch.)

(3) (v,v) > 0 fiir alle v # 0. (positive Definitheit)
(Aus (1) folgt (0,0) = 0).

Ein C-Vektorraum V zusammen mit einem Skalarprodukt heifit unitarer Raum.

Beispiel 1.2.2 (a) Standardskalarprodukt in C™.

L1 Y1
Fiir die Vektorenz = | ¢ |undy = | ! | aus C" wird das Standardskalarprodukt

Tn Yn

=1

(b) Fiir x = (il) und y = <y1> aus C? sei

2 Y2

so definiert:

(x,y) == 2171 + 5172 + Sx2r + 272275.

Dann ist (-, ) ein Skalarprodukt in R?. Das ist aber kein Standardskalarprodukt.

(c) Sei [a,b] C R ein Intervall und sei C'([a,b],C) die Menge aller stetigen Funktionen
f:]a,b] = C. Fiir f,g € C([a,b],C) setzen wir

<f>g>:/ f(x)mdx

Dann ist C([a, b, C) mit (-,-) ein unitdrer Raum. Der Raum ist co-dimensional.



1.3 Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
In diesem Abschnitt benutzen wir, dass 2z = |z|? fiir 2z € C gilt.

Satz 1.3.1 (Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung). Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt
(-,+). Dann gilt fur alle xz,y € V

(2, y) [ < (. 2)(y, ).
Gleichheit tritt genau dann ein, wenn {x,y} linear abhéngig ist.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall eines unitdren Raumes. Fiir y = 0 ist die Aussage
richtig. Sei y # 0. Fiir beliebiges t € C gilt:

0< (@ —ty,z—ty) = (v,2) — t{z,y) — Ua,y) + [t(y, y)-
)

Fiir t .= {2

bekommen wir
(v,y)

B (e Jew| | |ew|

= {z,2) - we T w
2

= (aa) - Lol

Folgerung 1.3.2 .

(a) Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir das Standardskalarprodukt im R™: Fiir
I hn
r=|: lundy=| : | aus R” gilt

Tn Yn

n

<i$z%)2 < ixf : Z?J?
=1 =1

=1

(b) Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir das Standardskalarprodukt im C™: Fiir

L1 Y1
xr=1|: |undy=| : | aus C" gilt

Tn Yn

n 2 n n
S wm| <Dl Y Il
=1 =1 =1

(¢) Im Falle von C([a,b],C), den stetigen Funktionen von [a,b] nach C, lautet die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

[ i@ < [ rwras [a@ras




1.4 Norm eines Vektors

Definition 1.4.1 Sei V ein K-Vektorraum. Eine Funktion || - || : V' — R heifit Norm,
wenn fiir alle z,y € V und A € K die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(1) [l=[| = 0.

Es gilt ||z|| = 0 genau dann, wenn z = 0 ist, (Positive Definitheit)
(2) [[Az|[ = [Al- (|, (Homogenitiit)
3) Mz +yll < [lz]] + l[yl]- (Dreiecksungleichung)

Ein Vektorraum mit Norm heifit normierter Raum.

Satz 1.4.2 Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Dann wird durch ||z|| :=
(x,x) auf V eine Norm definiert und es gilt

[, )| < =] - [lyl]-
Beweis. Wir iiberpriifen nur (3). Dabei benutzen wir, dass fiir alle z € C gilt:
242z =2Re(2) und Re(z) < |z|.
Fiir alle z,y € V gilt

lz+yll? = (z+y2+y)=(r,2) + (r,9) + v, 2) + (v,)
= |lz|* + 2Re{z, y) + [lylI* < l=[]* + 2 [(z, y)| + [lyl[*
< I+ 2l -yl + I = (]l + [yl)?.
O
Definition 1.4.3 Sei (V,]|| - ||) ein normierter Raum. Wir sagen, dass diese Norm von

einem Skalarprodukt auf V' induziert ist, wenn ein Skalarprodukt (-,-) auf V mit der
Eigenschaft ||z|| = \/(x,x) existiert.

Satz 1.4.4 Sei (V|| -]|) ein normierter Raum. Wenn die Norm || - || von einem Skalar-
produkt auf V' induziert ist, dann gilt fiir alle =,y € V' die Parallelogrammidentitét:

[l = yl* + llz + " = 2(/[=|* + llyl*)-

Beispiel. Die Abbildung || - || : R? = R, ||(z1,z2)|| := |z1| + |72| ist eine Norm, die von
keinem Skalarprodukt auf R? induziert ist.



1.5 Winkel und Orthogonalitét
Definition 1.5.1

(a) Sei V ein Euklidischer Raum mit Skalarprodukt (-, -) und seien a,c € V'\ {0}. Dann
heiBt ¢ € [0, 7] der Winkel zwischen a und ¢, wenn gilt

Cos =

(b) Sei V' ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt. Dann heiflen a,c € V zueinander
orthogonal, wenn (a, c) = 0. Man schreibt in diesem Fall auch a L c.

Bemerkung. Die Definition der Winkel in (a) ist sinvoll, denn nach der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung gilt fiir alle a, ¢ # 0

—llall - llell < {a, &) < lall - [|<]|

und somit
< (a,c) <1

[lal[ f]e]]
Da die Kosinusfunktion das Intervall [0, 7] auf [—1, 1] bijektiv und stetig abbildet, gibt es
einen eindeutig bestimmten Winkel ¢ zwischen a und c.

Der Begriff der Orthogonalitét, das heifit der Winkel ist 77/2 und cos ¢ = 0, hat auch
in unitdren Rdumen Sinn und auch fiir Vektoren, die gleich Null sind.

Beispiel.

(a) Wir betrachten den Euklidischen Raum R? mit dem Standardskalarprodukt. Dann
ist der Winkel zwischen den Vektoren a = (2,0) und ¢ = (1, —/3) gleich 7/3.

(b) Wir betrachten den unitdren Raum V = C([0,2x],C) der komplexwertigen,

stetigen Funktionen auf [0, 2], mit dem Skalarprodukt (f,g) = fozﬂ f(z)g(x)dx.
Die Vektoren cos und sin sind orthogonal in V.

Definition 1.5.2 Sei I eine nichtleere Menge. Fiir 7,5 € I wird das Kronekersymbol so
definiert:

P 1, wenn ¢ = j ist,
" 0, wenn ¢ # j ist.

Definition 1.5.3 Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und sei C' = (¢; ) ein nicht-
leeres System von Vektoren von V.

(a) C heifit Orthogonalsystem, abgekiirzt OS, wenn fiir alle ¢,j € I mit i # j gilt
<Ci7 Cj> =0.

(b) C heilt Orthonormalsystem, abgekiirzt ONS, wenn fiir alle 4, j € I gilt (¢;, ¢;) = d; ;.

(¢) C heifit Orthonormalbasis, abgekiirzt ONB, wenn C' ein Orthonormalsystem ist und
gleichzeitig eine Basis in V.



Bemerkung. Sei C eine Orthogonalsystem im Skalarproduktraum V', die nicht den Null-
vektor enthélt. Dann kann man C' in eine Orthonormalsystem C” iiberfithren, indem man
die einzelnen Vektoren normiert. Man setzt

c; = ,1e1
il
Beispiel.
1 -1 0
(a) Im R?® mit Standardprodukt sind [0 |, O |, | 1] orthogonal. Das zugehérige

1 1 0

1 -1 0

Orthonormalsystem ist \% (1) ,\% (1) , (1)

(b) Im C([0,27]) mit dem Skalarprodukt aus Beispiel 1.1.2 (c) ist das System
{1, cos z,sin z, cos 2z, sin 2z, ... }
orthogonal, aber nicht orthonormal.
Lemma 1.5.4 (Pythagoras) Sei {cy,...,c,} ein Orthogonalsystem in V. Dann gilt
llev+ -+l = el + - + [leal

Lemma 1.5.5 Jede orthogonale Menge, die den Nullvektor nicht enthilt, ist linear
unabhingig.

Satz 1.5.6 (Gram - Schmidt Verfahren) Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum mit
Skalarprodukt und sei C' = {¢i,...,¢,} ein linear unabhingiges System in V. Dann
existiert ein Orthonormalsystem E = {ej1,...,e,} in V mit

L{cr,...,a})=L({er,- .. ex})

fir alle k =1,...,n.

Beweis.
Schritt 1. Zuerst definierern wir Vektoren fi, ..., f, rekursiv:
fl . =0, '
— ~ (cir1fi)
fix1: =ciy1 — ;ﬁ - fi
Die Vektoren fi, ..., f, sind zueinander orthogonal und fiir alle £ =1,... n gilt

;C({Cl, Ce ,Ck}) = £({fl, ey fk})
Schritt 2. Wir normieren die Vektoren fi,..., fu:

fi

e; .= 1=1,...,n.

il




Satz 1.5.7 Jeder endlichdimensionale Vektorraum mit Skalarprodukt besitzt eine
Orthonormalbasis.

Definition 1.5.8 Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (,). Fiir jeden Untervektor-
raum U von V heifit die Menge

Ut ={zeV|{uz) =0 fiir alle u € U}
orthogonales Komplement zu U.

Lemma 1.5.9 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt (,) und sei
U ein Untervektorraum von V. Dann gilt:

(a) U* ist ein Untervektorraum von V,
(b) ()" =0,
() UsUL=V.

2 Orthogonale und unitire Endomorphismen
und Matrizen

2.1 Orthogonale und unitire Endomorphismen

Definition 2.1.1 Sei V ein Vektorraum iiber K.

(a) Eine lineare Abbildung ¢ : V' — V heifit Endomorphismus von V. Die Menge aller
Endomorphismen von V' wird mit End(V') bezeichnet.

(b) Die Menge aller bijektiven Endomorphismen (mit anderen Worten Isomorphismen)
von V' wird mit GL(V') bezeichnet.

Definition 2.1.2 (a) Ein Endomorphismus ¢ : V' — V eines Euklidischen Raums V'
heifit orthogonal, wenn

{o(2), o)) = (2,9)

fiir alle z,y € V gilt. Die Menge aller orthogonalen Endomorphismen eines Eukli-
dischen Raums V' wird mit O(V') bezeichnet.

(b) Ein Endomorphismus ¢ : V' — V eines unitdren Raums heifit unitdr, wenn

(p(2), () = (2,9)

fiir alle z,y € V gilt. Die Menge aller unitdren Endomorphismen eines unitéren
Raums V' wird mit U(V') bezeichnet.

Satz 2.1.3 Sei V ein Euklidischer (ein unitédrer) Raum. Sei ¢ : V' — V ein orthogonaler
(ein unitérer) Endomorphismus. Dann gilt fir alle z,y € V:

7



(@) [lp(@)[| = [l=]].
(

b) = L y impliziert p(z) L ¢(y).

)
)
(¢) O(V) (bzw. U(V)) ist eine Untergruppe von GL(V'), wenn V' endlichdimensional ist.
(d) Ist A € C ein Eigenwert von ¢, dann gilt || = 1.

)

(e) Die Eigenvektoren, die zu verschiedenen Eigenwerten von ¢ gehoren, sind ortho-
gonal: d.h. wenn A\ # Ay ist und ¢(x1) = Az und p(z2) = Agxe ist, dann gilt
(z1,72) = 0.

Satz 2.1.4 Sei V ein endlichdimensionaler unitirer Raum und ¢ : V' — V ein unitérer
Endomorphismus. Dann existiert eine Orthonormalbasis ¢’ von V, so dass [p] eine Dia-
gonalmatrix mit den Eigenwerten von ¢ auf der Diagonale ist.

Wir brauchen die folgende Definition, um den Satz 2.1.6 zu beweisen.
Definition 2.1.5 Sei V' ein Vektorraum iiber R mit einer Basis B = (b;);e;-

(a) Der Vektorraum iiber C mit der Basis B wird mit V¢ bezeichnet. Die Elemente von
Ve sind also endliche lineare Kombinationen von Elementen aus B mit Koeffizienten
aus C. Der Vektorraum V¢ heiflit Komplezifizierung von V.

(b) Sei ¢ : V' — V eine lineare Abbildung. Wir definieren ¢ : Vi — V¢ durch

@(Zaibi) = Zaigp(b )

i€lp 1€lp

wobei [ eine (beliebige) endliche Teilmenge von I ist und «; Koeffizienten aus C
sind. Die Abbildung ¢ heifit komplexe Erweiterung von .

Bemerkung.
1) V ist eine Teilmenge, aber kein Untervektorraum von V.

2) (P = ¢
3) Es gilt [2]5 = [4]5
Satz 2.1.6 Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum und ¢ : V' — V ein ortho-

gonaler Endomorphismus. Dann existiert eine Orthonormalbasis ¢’ von V', so dass [QD]S
eine Block-Diagonalmatrix ist, wobei diese Blocke die Grofle 1 x 1 oder 2 x 2 haben.

Die Blocke der Groe 1 x 1 sind (1) oder (—1).
Die Blocke der Grofle 2 x 2 haben die Form

cosf sind
—sinf cosf )’



2.2 Orthogonale und unitire Matrizen

Bezeichnung. Fiir M € Mat(n,m, K) bezeichnen wir mit ]\ﬁ die Matrix, die zu M
transponiert ist. Fiir M € Mat(n, m,C) bezeichnen wir mit M die Matrix, die zu M
komplex konjugiert ist.

Definition 2.2.1

(a) Eine Matrix M € Mat(n,n,R) heiBt orthogonal, wenn M - M* = E gilt. Die Menge
aller orthogonalen Matrizen aus Mat(n, n, R) wird mit O,, bezeichnet.

(b) Eine Matrix M € Mat(n,n, C) heifit unitir, wenn M - M? = E gilt. Die Menge aller
unitdren Matrizen aus Mat(n,n, C) wird mit U,, bezeichnet.

Bemerkung. Ist A € O,,, dann gilt det(A) = +1.
Ist A € U, dann gilt |det(A)| = 1.

Satz 2.2.2

(1) O, ist eine Untergruppe von GL,(R).
U, ist eine Untergruppe von GL,(C).

(2) Sei A € O,,. Dann ist die Abbildung ¢4 : R" — R", X — AX, orthogonal.
Sei A € U,,. Dann ist die Abbildung ¢4 : C* — C", X — AX, unitér.

(3) Seip:V — V eine orthogonale Abbildung eines endlichdimensionalen Euklidischen
Vektorraums V. Ist B eine Orthonormalbasis von V, dann ist die Darstellungsmatrix
[¢]5 orthogonal.

Sei ¢ : V' — V eine unitdre Abbildung eines endlichdimensionalen unitiaren Vektor-

raums V. Ist B eine Orthonormalbasis von V, dann ist die Darstellungsmatrix [p]3

unitéar.
(4) Sei A € O,, oder A € U,,. Dann gilt:

(a) Ist A ein Eigenwert von A, dann gilt || = 1.

(b) Die Eigenvektoren von A, die zu verschiedenen Eigenwerten von A gehoren,
sind orthogonal: d.h. wenn \; # Ay ist und AX; = A\ X7 und AX, = A\ X, ist,
dann gilt (X, X3) = 0.

Satz 2.2.3 Seien B; und B, zwei Orthonormalbasen eines endlichdimensionalen Euklidi-
schen (unitéren) Vektorraums V. Dann ist die Ubergangsmatrix 7" von 3; zu By orthogonal
(unitér).

Satz 2.2.4
(a) Sei A eine unitéire Matrix. Dann existiert eine unitdre Matrix C', so dass

B :=CtAC

eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von A auf der Diagonale ist.
(Diese B heiit Standardform von A.)



(b)

Sei A eine Orthogonalmatrix. Dann existiert eine Orthogonalmatrix C'; so dass
B:=C'AC

eine Block-Diagonalmatrix ist, wobei diese Blocke die Grole 1 x 1 oder 2 x 2 haben
und die folgende spezifische Form:

Die Blocke der Grofie 1 x 1 sind (1) oder (—1).
Die Blocke der Grofle 2 x 2 haben die Form

cosf sinf
—sinf cosf )

(Diese B heiit Standardform von A.)

Ein

Algorithmus, der fiir eine gegebene Orthogonalmatrix A die Standardform B und die

Ubergangsmatriz C wie im Satz 2.2.4 (b) sucht.

Gegeben sei eine Orthogonalmatrix A der Grofle n x n.

(1)
(2)

(3)

Wir finden alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms y 4 ().

Fiir jede reelle Nullstelle a suchen wir eine Orthonormalbasis O(«) = {wy, ..., wg}
des Eigenraums Eig(A, ).

Wir bereiten k kleine 1 x 1-Blocke B(a) =[«] fiir die zukiinftige Matrix B vor.

Die nicht reellen Nullstellen von y 4(A) erscheinen in Paaren {a, @}. Aus jedem Paar
von komplex-konjugierten Nullstellen {«, @} wahlen wir einen Repriisentant, sagen
wir a = a + b.

Fiir jeden Représentant a berechnen wir eine Orthogonalbasis {u; +ivy, . .., up+ivg }
des unitdren Vektorraums Eig(A, «). Die reellen Vektoren wuq, vy, ..., ux, vy werden
automatisch zueinander orthogonal und es wird automatisch gelten ||ui]| = ||v1],

||uk|| = ||vk|| Wir normieren diese Vektoren und bilden die Menge O(a) :=

{HMH ||v1||""’IIUk|| HUkH}

ab Z) fiir die zukiinftige Matrix B vor.

Wir bereiten k£ 2 x 2-Blocke B(«a) = (

Sei O die Vereinigung aller O(«), die wir in (2) und (3) berechnet haben. Die Menge
O wird automatisch eine Orthonormalbasis von R"™.

e (U ist die Matrix, deren Spalten die Vektoren aus O sind.

e B ist die Block-Diagomalmatrix, die aus Blocken B(a) besteht, die in Schritten
(2)-(3) gebildet wurden.
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3 Adjungierte und selbstadjungierte Abbildungen

Um kurze Beweise im Abschnitt 3.2 herzustellen, brauchen wir gute Bezeichnungen und
Rechnungsregeln fiir Skalarprodukte, Darstellungsmatrizen und Koordinaten.

3.1 Bezeichnungen

(1) Fiir zwei K-Vektorrdume V, W sei Hom(V, W) die Menge aller linearen Abbildungen
von V nach W. Des weiteren sei V, W endlichdimensional.

(2) Sei ¢ € Hom(V,W). Sei e = (eq,...,e,) eine Basis in V und sei ¢ = (¢},...,¢},)
eine Basis in W. Angenommen

pler) =aney+ -+ amel,
@(en) = a'nlell +---+ Candm,
dann heifit die Matrix
air ... QAp1
[l = ,
A1y, - Apm

die Darstellungsmatriz von ¢ beziiglich der Basen e und €'. Es gilt

a;y ... QAn1
l

(90(61)7 3 '790(671)) = (6/17 .- "em) )

A1y - -+ Qpm

Kurz:

(3) Schreiben wir v € V' in der Form v = vye; + - - - + v,e,, dann heifit

[v]e :==

UTL
Koordinatenvektor von v beziiglich e. Es gilt

(%1

v=_(e1,...,e,)"

Kurz:
v=-e-[v].
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Lemma 3.1.1 Sei e eine Orthonormalbasis von V' und seien u,v € V zwei Vektoren mit
Koordinaten

[u]e = : ) [U]e =
Dann gilt
o)y = () - |6 = ([u]e)" - [o]e

Lemma 3.1.2 Sei ¢ € Hom(V,W). Seien e und ¢’ Orthonormalbasen von V und W.
Seien v € V und w € W zwei Vektoren mit Koordinaten

[U] e = ) [w] e =
Dann gilt
(), whw = (1, va) - () | 0 | = (Wl ([elE)" - Twle

3.2 Adjungierte Abbildungen
Sei K =R oder C.

Satz 3.2.1 Seien U, V, W drei endlichdimensionale K-Vektorrdume mit Skalarprodukten.
(a) Zu jedem ¢ € Hom(V, W) gibt es genau ein ¢* € Hom (W, V') mit
(p(v),w) = (v,p*(w)) fir alle veV,weW.
(Wir nennen ¢* : W — V die Adjungierte zu ¢ : V. — W.)

(b) Sei ¢ € Hom(V, W). Fiir je zwei Orthonormalbasen e und €’ von V und W gilt

(c) Es gilt o** = .
(d) Fur alle ¢,1 € Hom(V, W), alle 8 € Hom(U, V') und alle ¢ € K gelten



(e) Es gelten

Kern(¢*) = (Im())~  und  (Im(p")) = (Kern(y))".

Insbesondere haben ¢ und ¢* denselben Rang (d.h. dim(Im(y)) = dim(Im(¢*))).

(f) Ist ¢ injektiv (surjektiv), dann ist ¢* surjektiv (injektiv).

Ist ¢ ein Isomorphismus, so ist auch ¢*, und es gilt (¢*)~! = (p=1)*.

3.3 Normierte Algebren
Definition 3.3.1 Ein K-Vektorraum A heifit K-Algebra, falls gilt:

(1) Eine Abbildung - : A x A — gegeben ist, so dass (A, +, -) ein Ring ist.
Also gelten in A das Assoziativgesetz und die beiden Distributivgesetze.

(Die Abbildung - heifit Multiplikation.)

(2) Fir alle ay,a9 € Aund k € K gilt

k(aias) = (kay)as = ay(kas).

Beispiel. Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist Endg (V') eine K-Algebra.

Definition 3.3.2 Sei A eine Algebra iiber R oder C. Eine Vektorraumnorm || - || auf A
(siehe Definition 1.4.1) heit Algebrennorm, falls aufler den Bedingungen in 1.4.1 auch

noch

[lad]| < [lall [[o]]
fir alle a,b € A gilt. Triagt die Algebra A eine Algebranorm || - ||, so heiit A normierte
Algebral.

Satz 3.3.3 Sei (V,||-||) ein endlichdimensionaler normierter K-Vektorraum (K = R oder
C). Dann ist (End(V),|| - ||") eine normierte K-Algebra, wobei || - || so definiert ist:

l|lo|| := sup [l fir alle ¢ € End(V).

0£vEV ]|

Weiter gilt
loll" = sup [[o(v)[| = sup [|o(v)]] = max|[o(v)]]

llofl<t [lvf|=1 [loll=1
und
@) < flell"- [o]|  fiir alle v € V.
st A auBerdem vollstéindig beziiglich der Norm || - ||, so heiit A Banachalgebra.
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3.4 Norm der adjungierten Abbildung

Satz 3.4.1 Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-, -)
und einer induzierten Norm || - ||. Wir betrachten die K-Algebra End(V') mit der Norm
|| - ||" wie im Satz 3.3.3. Dann gelten fiir jedes ¢ € End(V):

™[I = [lell',
1ol = ll™||" = [l

3.5 Hermitesche (oder selbstadjungierte)
Abbildungen und Matrizen

Definition 3.5.1

(a) Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum (K € {R,C}) mit Skalarprodukt
(,-). Weiter sei ¢ € End(V). Dann heifit ¢ hermitesch, wenn ¢ = ¢* gilt.
(Ist o hermitesch, so ist wegen Satz 3.2.1 (f) auch ¢~! hermitesch.)

(b) Eine Matrix A € Mat(n,n, C) heifit hermitesch, wenn A = a’ gilt.

Behauptung 3.5.1" Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt
(-,). Ist ¢ € End(V) hermitesch, dann ist (p(v), v) reell fiir alle v € V.

Satz 3.5.2 Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -). Wei-
ter sei ¢ € End(V') hermitesch. Dann gilt:

(&) [lell" = max [(p(v), v)].

llvfl<1

(b) Ist [[eo]|" = [{p(v0), vo)| mit [vo|| < 1, so gilt
90(U0> = <<P(U0),Uo> "V = :|:H<PH/ * Vo

Lemma 3.5.3 Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum (K € {R,C}) mit Skalar-
produkt (-,-) und U C V ein Untervektorraum. Weiter sei ¢ € End(V) mit ¢(U) C U.
Dann gilt (¢ |)* = ¢* |v. Insbesondere folgt, dass ¢ | hermitesch ist, falls ¢ hermitesch
ist.

Satz 3.5.4 Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum (K € {R,C}) mit Skalarpro-
dukt (-, -). Weiter sei ¢ € End(V'). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) ¢ ist hermitesch.
(b) Es existiert eine Orthonormalbasis vy, ..., v, von V mit ¢(v;) = a;v; und a; € R.
Ist V ein C-Vektorraum, so sind die Aussagen (a) und (b) dquivalent zu

(c) Fir alle v € V ist (p(v),v) reell.
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Satz 3.5.5

(a) Sei A € Mat(n,n,C) hermitesch. Dann existiert eine unitire matrix C, so dass
CtAC eine reelle Diagonalmatrix ist.

(b) Sei A € Mat(n,n,R) symmetrisch. Dann existiert eine orthogonale matrix C, so
dass C'AC eine reelle Diagonalmatrix ist.

3.6 Spektralnorm eines Endomorphismus (einer Matrix)

Definition 3.6.1 Sei V = C" oder R". Wir betrachten die Vektornorm || - [|o: V — R,
die von Standardskalarprodukt induziert ist:

T
]2 = ]z 2+ .o+ |z, 2 fiir 2=

x’l’l
Sei [|-]]5 : End(V) — R die Operatorennorm, die von der Vektornorm || - || induziert ist,
also gilt

ol == max [[o(2)]]2.
|lz]|2=1

Die Norm || - ||5 heifit Spektralnorm von . Die analoge Definition gilt fiir Matrizen.

Lemma 3.6.2 Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum (K = R oder C) und sei
¢ € End(V) ein beliebiger Endomorphismus. Dann ist der Endomorphismus ¢ := ¢*p
hermitesch und alle seine Eigenwqerte sind gréfler gleich 0.

Satz 3.6.3 Sei V = C" oder R". Fiir jeden Endomorphismus ¢ € End(V) gilt
ez = v/amax,

wobei aya der maximale Eigenwert von ¢*¢ ist.

Folgerung 3.6.4 Fiir jede Matrix A € Mat(n,n, K) gilt

HAH/2 = v/ Qmax,

wobel an., der maximale Eigenwert von A*A ist.

3.7 Positiv definite (positiv semidefinite) hermitesche Endomor-
phismen und Matrizen

Definition 3.7.1 Sei K = R oder C.

(a) Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, ).
Sei p € End(V) ein beliebiger Endomorphismus. Wir schreiben:

e p >0, wenn (p(v),v) > 0 fiir alle v € V ist, (p ist positiv semidefinit)
e 0 >0, wenn (p(v),v) > 0 fiir alle v € V' \ {0} ist. (¢ ist positiv definit)
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(b) Wir betrachten den K-Vektorraum K" mit Standardskalarprodukt (-, -).
Sei A € Mat(n,n, K) eine beliebige Matrix. Wir schreiben:

e A >0, wenn (AX, X) >0 fiir alle X € K" ist, (A ist positiv semidefinit)
e A>0, wenn (AX, X) > 0 fiir alle X € K™\ {0} ist. (A ist positiv definit)

(¢) Analoge Definitionen gelten fiir die Begriffe negativ semidefinit und negativ definit.
Merken wir an, dass A positiv definit ist genau dann, wenn — A negativ definit ist.

(d) Eine Matrix A € Mat(n,n, K) heifit indefinit, wenn X,Y € K" mit (AX,X) >0
und (AY)Y) < 0 existieren.

Lemma 3.7.2 Fiir eine beliebige Matrix A € Mat(n,n, K) sind (a) und (b) dquivalent:
(a) A>0 (A>0)
(b) X'AX > 0 fiir alle X € K" (X'AX > 0 fiir alle X € K\ {0})

Fiir eine hermitesche Matrix A € Mat(n,n, K) sind (a) und (b) dem (c) dquivalent:

(c) Alle Eigenwerte von A sind groer gleich 0. (Alle Eigenwerte von A sind grofier als 0.)

Lemma 3.7.3 Wir betrachten den Vektorraum K™ mit dem Standardskalarprodukt (-, -).
Sei A € Mat(n,n, K) eine hermitesche Matrix. Es gilt A > 0 genau dann, wenn die
Abbildung

(-, 4 K"x K" — K,

(X, Y)a: =(AX)Y)
auch ein Skalarprodukt auf K™ definiert.
Definition 3.7.4 Fiir jede Matrix

ay ... Qin
A= : : | € Mat(n,n, K).
Ap1 ... Qpp

und jedes r = 1,...,n heiflt die Zahl

ay, ... Qip
5, = 6,(A) = det
Ar1 ... Qpp

fihrender Hauptminor von A. Offenbar ist 6, = det(A).
Lemma 3.7.5 Sei K = C oder R und A € Mat(n,n, K) hermitesch. Weiterhin gelte fur

alle fithrenden Hauptminoren 4, # 0 (r = 1,...,n). Dann existiert eine unipotente Matrix
U € Mat(n,n, K) (d.h. eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonale 1), so dass gilt:
o ... 0
T7F . . . 62 5n
UAU = | @ & = diag(dy, =, ..., ——).
o1 s 01 On—1
O n
e 6%71
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Beweis. Sei

B v
= (1)

wobei B € Mat(n — 1,n — 1, K) hermitesch, v € K™ und k € K ist. Wegen det(B) =
8,1 # 0 ist die Matrix B invertierbar und es gilt B! = (B ')t Es gilt

= (a3 (00) ()

fiir a = k — v! B~'v. Also existiert eine unipotente Matrix X mit

- (B 0
— Xt. .
A=X (0 a) X (3.7.1)
Wir haben 6, = det(A) = det(B) - a. Also gilt a = 55—’11. Per Induktion existiert eine
unipotente Matrix Y mit
o ... 0
B=Yi[: & |V
0 ! 571—1
677.72
Dann gilt
_ o ... 0
B 0y (Yt O Cs : (Y 0\ _ =
6 0=-(5 e | (01)-70z @2
0 ... =
Setzen wir (3.7.2) in (3.7.1):
A=X17tDZX.

a

Satz 3.7.6 (Sylvester-Kriterium) Sei A € Mat(n,n, K) eine hermitesche Matrix. Die
Matrix A ist positiv definit genau dann, wenn alle fithrenden Hauptminoren von A positiv
sind.

Satz 3.7.7 (Cholesky-Zerlegung) Eine hermitesche Matrix A ist genau dann positiv de-
finit, wenn es eine Zerlegung A = G'G gibt, wobei G eine obere Dreiecksmatrix mit
positiven Diagonalantriagen ist.

Beweis. 1) Sei A = GG, wobei G eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonal-
eintragen ist. Dann gilt

(AX, X) = (GIGX, X) = (GX,GX) >0

fir alle X # 0, weil det(G) # 0 ist.

2) Sei A > 0. Nach dem Sylvester-Kriterium sind alle fithrende Hauptminoren von A
positiv. Nach Lemma 3.7.5 existieren eine unipotente Matrix V' und eine positiv definite
Diagonalmatrix D, so dass gilt:

A=VIDV.

Wir setzen G = v/DV. Dann gilt A = GIG. O
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4 Quadratische Formen

4.1 Erste Beispiele
Siehe die Bezeichnungen in Punkt 3.1.

Lemma 4.1.1 Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. Seien e = (e1,...,e,) und e’ =
(€],...,e,) zwei Basen von V. Sei C' die Ubergangsmatrix von e zu ¢’. Dann gilt fiir jeden
Vektor v € V:

[v]e =C - [v]e

Beweis. Das folgt aus e - [v]le =v=¢"-[v]o =€ -C - [v]a. O

Spezialfall einer quadratischen Form. Hauptachsen von Hyperfldchen.
Sei V.= R". Sei A € Mat(n,n,R) eine symmetrische Matrix (also gilt A = A'). Wir
definieren eine quadratische Form q : V — R durch

g(X) = X'AX
< 2
= >0 QgTT; = ) 0T T2 ) AT
1<i,j<n i=1 1<i<j<n
fiir

x1

X = eV.
xn

Fiir d € R betrachten wir die Hyperfldche
F, ={X e V]q(X)=d}.

(Setzen wir beispielsweise A = FE, so ist F; = {X € V| Y_2? = 1} die Einheitssphiire.)
=1

Da A eine symmetrische reelle Matrix ist, existiert (sieche Satz 3.5.5) eine orthogonale
Matrix C' € O,, so dass gilt:

CtAC = D = diag(d,, .. ., dy).
Dann ist A = CDC", und es gilt

¢(X)=X'AX =X'C-D-C'X =Y'DY = d},
i=1

wobei

Y =C'X
ist. Also gilt

X=0Y
e Sei e die Standardbasis von V und ¢’ die Basis von V, so dass die Ubergangsmatrix von
e zu €' gleich C ist. Die Vektoren der Basis ¢’ heiflen Hauptachsen der Hyperflache F.

Nach Lemma 4.3.1 gilt:
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Y sind Koordinaten des Vektors X in der Basis €.

F, ={X cV|X'AX =d}
= C-{Y eV |Y'DY = Y.dyy? = d}.
=1

Die Spalten von C' sind orthonormierte Eigenvektoren von A; die Diagonale von D
besteht aus den Eigenwerten von A.

Klassifikation von F, fiir n = 2.

: a c :
Sei A = (c b) . Dann gilt

F, ={X € R?|aa? + 2cx129 + b2} = d}
=C-{Y e R*|dyy? + doys = d}.
Fall 1. Sei d # 0.

Dann ist

d d
Fo=C-{Y €R*|—yi+ —us =1}
Wir fiigen folgende Bezeichnungen ein:

_di+dy Spur(D)  Spur(A4)

C T T T 4 4

Seienﬁ>0,o¢<0.

d? d? d?
Dann gilt %1 < 0 und %2 < 0. Deswegen ist Fy = (.

Seien6>0,a>0.

Dann gilt %1 > (0 und %2 > (. Deswegen ist

Fd:C-{Y6R2\<\/%~y1>2+< %‘1&)2:1}

eine Ellipse.

[Fall 1.3.] Sei 5 < 0.

Dann haben %1 und %2 verschiedene Vorzeichen. O.B.d.A gilt %1 > 0 und %2 < 0.
Dann ist

Ro= oy e (5 0) - (-2 ) = 1)
eine Hyperbel.

Fall 2. Sei d = 0.

In dem Fall ist Fy ein Punkt, eine Gerade, ein Paar von Geraden, oder R2.
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4.2 Allgemeine Definitionen und Sitze

Definition 4.2.1 Sei K ein beliebiger Koérper und sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbil-
dung 8 :V x V — K heiit bilineare Form auf V', wenn fiir alle u,v,w,z € V und A € K
gelten:

(a) Bu+wv,w) = plu,w) + B(v, w),
(b) Blu,w + 2) = Blu,w) + B(u, 2),
(¢) AB(v,u) = B(\v,u) = B(v, Au).
Die Bilinearform 3 heiftt symmetrisch, wenn B(u, v) = B(v,u) fiir alle u,v € V gilt.

Definition 4.2.2 Sei § : V x V — K eine symmetrische Bilinearform auf einem K-
Vektorraum V. Die Abbildung

Qﬂ:V%K) Qﬁ(X):B<X7X)

heifit mit B assoziierte quadratische Form auf V.

Beispiel und die Bezeichnung ¢4.
Sei A € Mat(n,n, K) eine symmetrische Matrix. Die Abbildung g : K" x K" — K,

B(X,Y) = X'AY,

ist eine symmetrische Bilinearform auf A™. Man kann leicht beweisen, dass alle symme-
trischen Bilinearformen auf K" eine solche Gestalt haben. Die Abbildung ¢3 : K" — K,

qs(X) = X'AX,

ist mit 3 assoziierte quadratische Form auf K". Wir schreiben ¢4 statt ¢s und sagen, dass
ga mit A assoziiert ist.

Definition 4.2.3 Zwei quadratische Formen ¢z : V' — K und ¢z : V — K heiflen
dquivalent, wenn ein Isomorphismus ¢ : V' — V existiert, so dass gz (X) = ¢z(¢(X)).
Man schreibt gg ~ gg'.

Lemma 4.2.4 Seien A und A’ zwei symmetrische Matrizen aus Mat(n,n, K). Die fol-
genden zwei Bedingungen sind dquivalent:

(1) Die quadratischen Formen g4 und g4 sind dquivalent: g4 ~ qa.

(2) Es existiert eine Matrix S € GL,(K), so dass qa(X) = qa(SX) fiir alle X € K™
gilt.

Wenn Char(K) # 2 ist (d.h. 1 +1 # 0 in K), dann sind diese Bedingungen der
Bedingung (3) dquivalent:

(3) Es existiert eine Matrix S € GL,(K), so dass A’ = S*AS gilt.
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Satz 4.2.5 Sei K ein Korper und sei A eine symmetrische Matrix aus Mat(n,n, K).
Dann existiert eine Diagonalmatrix D € Mat(n,n, K), so dass gp ~ qa gilt.

Beweis. Wenn Char(K) = 2 ist, dann ist g4 ~ ¢p fir D = diag(aq1, ..., ann)-
Sei Char(K) # 2. Die Idee ist, die Matrix A mit Hilfe einiger Tranformationen der
Form

A— Ez‘j (Oé)AEﬂ(Oé)

zu vereinfachen. Dabei werden 7,7 und a so gewéhlt, dass auf einer gewiinschten nicht
Diagonalstelle 0 erscheinen wird, oder auf einer gewiinschten Diagonalstelle kein 0 erschei-
nen wird. Nach einigen Schritten bekommen wir eine Diagonalmatrix D. Wir illustrieren
diese Idee mit folgendem Beispiel:

1 2 3
A=12 4 5
3 5 6

!
Ey(—2)AE15(—2)
!
Egl(—?))EQl(—2>AE12(—2)E13(—3)
l
Egg(—]_)Egl(—?))Egl(—2)AE12(—2)E13(—3)E32(—1)
!
E32(2) Eay(—1) B3y (—3) Eat (—2) AB15(—2) By (—3) Egp(—1) Eas(2)
— diag(1,—1,1).

Dann ist

O

Definition 4.2.6 Sei A eine symmetrische Matrix aus Mat(n, n, K). Die Zahl k = Rang(A)
heiffit Rang der quadratischen Form ¢4.

Lemma 4.2.7 Die Rénge von zwei dquivalenten quadratischen Formen ¢4 und ¢p iiber
einem Korper K mit Char(K') # 2 sind gleich.
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4.3 Aquivalenz von quadratischen Formen iiber C

Satz 4.3.1 Sei A eine symmetrische Matrix aus Mat(n,n, C). Sei

ga : C”—>C,
X — X'AX

die mit A assoziierte quadratische Form. Dann existiert eine Matrix S € GL,(C) und
eine ganze Zahl 0 < k£ < n, so dass fiir alle Y € C" gilt:

Mit anderen Worten: Es gilt gp ~ g4 fiir eine Diagonalmatrix

_ (B
D_( OM).

Die Zahl k£ ist eindeutig, d.h. k& héngt nicht von der Wahl von S ab. Es gilt £k = Rank(A).

4.4 Aquivalenz von quadratischen Formen iiber R
Lemma 4.4.1 Sei A eine symmetrische Matrix aus Mat(n,n, R). Sei
qga: R"™ —= R,
X — X'AX
die mit A assoziierte quadratische Form. Dann existiert eine Unterraum-Zerlegung

Rn:V+@V_@%

mit den Eigenschaften:

Liegen X und Y in zwei verschiedenen aus drei Untervektorrdumen V., V_, V4, dann
gilt XtAY = 0.

Satz 4.4.2 (Tragheitsgesetz von Sylvester)
Sei A eine symmetrische Matrix aus Mat(n,n,R). Sei

ga - R — R,
X — X'AX
die mit A assoziierte quadratische Form. Dann existiert eine Matrix S € GL,(R) und es
existieren einige Zahlen k, ¢, m € NU {0}, so dass k + ¢ +m = n ist und fiir alle Y € R"

gilt:
Ga(SY) = VP V=R = =V
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Mit anderen Worten: Es gilt qp ~ ¢4 fiir eine Diagonalmatrix

Ey
D= ~F,
Om

Die Zahlen k, [, m sind eindeutig, d.h. sie hdngen nicht von der Wahl von S ab.

Definition 4.4.3 Sei A eine symmetrische Matrix aus Mat(n,n, R). Sei

qga: R" = R,
X = XtAX

die mit A assoziierte quadratische Form. Das Tripel (k,l,m) aus dem Satz 4.4.2 heifit
Signatur der reellen quadratischen Form ¢4.

5 Jordan-Formen

5.1 Kern-Zerlegung

Bezeichnungen.
(1) Fiir einen Ring K sei K[z] der Ring aller Polynome von x mit Koeffizienten aus K.

(2) Fiir einen Vektorraum V sei 0 : V' — V die Abbildung, die alle Vektoren von V'
nach 0y abbildet.

Den folgenden Satz kennen wir aus Lineare Algebra I:

Satz 5.1.1 (Cayley-Hamilton) Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei
¢ 'V — V eine lineare Abbildung. Dann gilt

Xw(%p) =0.

Bemerkung. Es existieren andere Polynome p(z) € K[z] mit der Eigenschaft p(¢) = 0.
Jedes Polynom mit dieser Eigenschaft heiflit Annulator von ¢. Spéter werden wir alle
Annulatoren von ¢ beschreiben.

Satz 5.1.2 (Kern-Zerlegung)

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Koérper K und ¢ : V' — V eine lineare Abbildung.
Sei p(x) € K[x] ein Annulator von . Wenn p(x) = pi(z) - po(z) gilt, wobei py(x), pa2(x) €
K|[z] zwei teilerfremde Polynome sind, dann gilt

V' = Ker(pi(p)) ® Ker(pz(p))-

Folgender Satz wird spéter bewiesen:
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Satz 5.1.3 Sei p(x) € C|z] ein komplexes Polynom des Grades n > 1. Dann existieren
komplexe Zahlen Aq,..., \; und natiirliche Zahlen kq,...,k,, so dass k1 + -+ ks = n
und

p(x) = (x =AM . (= AP
gelten. Diese Zerlegung ist eindeutig.
Die Zahl k; heifit Vielfachheit der Nullstelle A\;, 1 =1,...,s.
Folgerung 5.1.4 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber C und ¢ : V — V

eine lineare Abbildung. Wir schreiben x,(z) = (z — A)* ... (2 — \)*s, wobei Ay, ..., A
paarweise verschiedene Nullstellen des charakteristischen Polynoms ., sind. Dann gilt

V= Ker((g@ — A1 id)l“) @ Ker((gp — s - id)ks>.

Definition 5.1.5 Sei U ein K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢ : U — U heifit
nilpotent, wenn ein k € N mit der Eigenschaft ¢/* = 0 existiert.

Bemerkung 5.1.6 In der Situation der Folgerung 5.1.4 sei
U, = Ker((gp A id)’“‘),

t=1,...,s. Dann gilt
V=U® - U,

Sei 1; := (¢ — A - 1d)|y,. Dann ist
ViU = U;

nilpotent. Wir werden zeigen, dass jede nilpotente Abbildung eine einfache Darstellungs-
matrix beziiglich einer passenden Basis hat. Danach werden wir die passenden Basen
von allen U; vereinigen und erhalten eine Basis ¢/ von V. Wir werden zeigen, dass die
Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich ¢’ einfach ist.

5.2 Minimalpolynom eines Endomorphismus (einer Matrix)

Bemerkung. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und sei a € R. Dann ist die Menge
aR:={a-r|r € R}
ein Ideal in R.

Definition 5.2.1 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Ideal [ in R heif$t Hauptideal,
wenn [ = aR fiir ein a € R ist. In dem Fall heifit a Erzeuger von I.

Ein nichtnullsches Polynom f(x) = a,2"+a,_12" ' +- - -+ag heiBt normiert, wenn a,, = 1
ist.
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Lemma 5.2.2 Sei K ein Kérper. Dann gilt:
(1) Jedes Ideal I in dem Ring K'[z] ist ein Hauptideal.
(2) Ist I # {0}, dann ist der normierte Erzeuger von I eindeutig bestimmt.

Satz 5.2.3 Sei K ein Korper und sei V' ein endlichdimensionaler Raum iiber K. Sei
¢V — V ein Endomorphismus. Dann gelten:

(a) Die Menge Ann(p) := {f(z) € Kz]| f(¢) = 0} ist ein Ideal in Klx].
(b) Es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom m,(z) # 0 mit der Eigenschaft
Ann(g) = my(a) - K.
(Wir nennen my,(z) das Minimalpolynom von ¢.)

(¢) Das Minimalpolynom von ¢ ist ein Teiler des charakteristischen Polynoms von ¢:

M () | Xo ().

(d) Ist a ein Eigenwert von ¢, dann gilt m,(a) = 0.

Beispiel.

(1) Sei

Dann gilt xya(z) = (x — @) und mu(z) = (z — a)?.
(2) Sei A eine Block-Diagonalmatrix, die aus quadratischen Matrizen A, ..., A gebaut
ist:
Ay
Ay

As

Dann gilt
mA(w) = kgV {mAl (':E)a - ,mAS(fL')}-

Hier steht kgV fiir das kleinste gemeinsame Vielfache der Polynome.
ZBist f(z) = (z —1)3(z — 2)5 und g(z) = (x — 1)*(x — 2)7(x — 5), so ist

kgV{f(2).9(x)} = (z = 1)°(z — 2)"(x = 5).
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5.3 Normalformen nilpotenter Abbildungen

Satz 5.3.1 Sei K ein beliebiger Korper, sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum
und sei ¢ : V. — V eine nilpotente lineare Abbildung. Dann existiert eine Basis v =
{v1,...,v,} von V| so dass die Darstellungsmatrix von ¢ in der Basis v folgende Jordan-

sche Normalform hat:
Ji O

O J
wobei jeder Jordan-Block J; folgende Form hat:

01 0
0 1
Ji = e
0 1
0 0

Der Beweis dieses Satzes wird klar, nachdem wir einige Beispiele, Definitionen und
den Algorithmus 5.3.7 formulieren.

Beispiel 5.3.2 Sei v eine Basis, so dass

01
01
_ 0
[p]o = 0
0
0
gilt. Dann konnen wir die Basisvektoren vy, ..., v in die folgende Tabelle eintragen:
2 2 2
A TN RN
| s vy v |0
Us Uy 0
Vs 0

Definition 5.3.3 Eine p-Tabelle ist eine Tabelle der Form

26



so dass

(1) die Tabelle rechtsbiindig ist;
(2) ihre Elemente v; Vektoren aus V' sind;

(3) fiir jede Zeile vy, v,_1, ..

Unser Ziel: Wir mochten fiir eine gegebene nilpotente Abbildung eine @-Tabelle
konstruieren, so dass folgendes gilt:

(A) die Vektoren vy, ..

(B) Span(vy, ...

Lemma 5.3.4 Wenn die Vektoren in der letzten Spalte der ¢-Tabelle (das sind vy, vg41, . .

,Um) = V.

Vs—1 Vg—2 (%1
Ut Vg—1 Us+1
U V41
v, dieser Tabelle v, > v RN
-, Uq D p—1 c.

vy > 0 gilt.

., Uy, aus der Tabelle sind linear unabhéngig,

linear unabhingig sind, dann sind alle Vektoren der Tabelle linear unabhéingig.

Beweis mit der Tabelle aus dem Beispiel 5.3.2. Unter der Voraussetzung, dass vs, vs, vg
linear unabhéngig sind, sei eine Linearkombination von vy, ..

Indem wir ¢? auf diese Gleichung anwenden, erhalten wir ajv3 = 0, also a; = 0.

QU1+ QU2+ Q33
+ O./4U4+ a5Us
+ QgUVg

=0

Durch Anwendung von ¢ bekommen wir asvs + aqvs = 0, also ay = ay = 0.

Schlieflich erhalten wir ag = a5 = ag = 0 aus der linearen Unabhéngigkeit von vs, vs, ve.

Definition 5.3.5 (Transformationen von ¢-Tabellen)

(T1) Multiplikation einer Zeile der Tabelle mit einer Zahl o # 0.
(T2) Addition eines Fragments der lingeren Zeile zur kiirzeren Zeile:

o(u)

(%

o(v)

. 7Ul+1)
., g gleich O:
| u p(w) 0" (u)
utv  |p(u+v) oF(u+v

(T3) Wenn nach einer solchen Addition der letzte Vektor einer Zeile Null wird, 16schen

wir das Kéastchen mit dem Vektor und schieben die Zeile einen Schritt nach rechts:
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Lemma 5.3.6
(1) Die Transformationen (T1)—(T3) verdndern den Span von Vektoren einer p-Tabelle
nicht.

(2) Mit Hilfe dieser Transformationen kann man die letzten Vektoren einer p-Tabelle

linear unabhéngig machen.
(Nach Lemma 5.3.4 werden dann alle Vektoren der ¢-Tabelle linear unabhéngig.)

Algorithmus 5.3.7 Nehmen wir die Standardbasis ey, ..., e, von V und bilden eine (-
Tabelle mit den ersten Vektoren ey, ..., e,.

e |ple) [¢P(er) " (e1)
ea | pleg) | oo 1pM(en)
en i (en)

Klar, dass die Bedingung (B) erfiillt ist, obwohl es moglich ist, dass die Bedingung (A)
nicht erfiillt ist. Mit Hilfe von Lemma 5.3.6 transformiere die ¢-Tabelle in eine andere,
fiir die die Bedingung (A) auch erfiillt wird. Die Vektoren der letzten Tabelle bilden eine
Basis v, die im Satz 5.3.1 gesucht wurde.

Beispiel 5.3.8 Sei ¢ : R?* — R3, wobei ¢(X) = A- X und

s
I
DO = O
oo o
oo o

ist. Berechnen wir die Basis v aus dem Satz 5.3.1 fiir ¢:

100[/01 2] [100[01 2 (10 0[01 2 (1 00J01 2
010 010 0 0-2 001
00 1 00 1 00 1

Also,

vy = (1,0,0) & o =(0,1,2) % (0,0,0)
— N '

Jordansche Normalform von A ist

Ubergangsmatrix von e zu v ist

0
T:(Ul (%) 1)3): 1
2
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Es gilt

also gilt
J =T 'AT.

5.4 Jordansche Normalform der beliebigen linearen Abbildung

Definition 5.4.1'.
(1) Fir « € C und m € N heifit die m x m-Matrix

a 1 0
a 1
J(a,m) =
a 1
0 «

Jordan-Block der Gréfle m mit o auf der Diagonale.

(2) Eine blockdiagonale Matrix J € Mat(n, n, C) heiit Jordan-Matriz, wenn ihre Blocke
Jordan-Blécke sind:

Ji O
J2

O Jy
d.h. wenn J; = J(ay, m;) fir einige a; € C und m; € Nist, i = 1,..., /.
Satz 5.4.1 Sei V' ein Vektorraum iiber C von endlicher Dimension und ¢ : V' — V eine

lineare Abbildung. Dann existiert eine Basis B von V', so dass die Darstellungsmatrix von
¢ in der Basis B eine Jordan-Matrix ist: [¢]|s = J.

Beweis. Sei x,(A) = (A — A)F .. (A — A\)* das charakteristische Polynom von ¢.
Nach Folgerung 5.1.4 gilt V = V;®- - - @V}, wobei V; = Ker(¢— \;-id)% ist. Fiiri = 1,...,s
betrachten wir die Einschrankung

Vi = (p — A - i)y,

Dann ist ¥; : V; — V; eine nilpotente Abbildung, fiir die wf = 0 gilt. Nach Satz 5.3.1
existiert eine Basis B; von V;, so dass [1;]s, die Jordansche Form hat. Sei B die Vereinigung
der Basen B;, i = 1,...,s. Dann ist B die gesuchte Basis von V und es gilt

[@‘Vl]sl O
[SD]B _ [¢|V2]62 7
0 [
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wobei
[90 Vi]Bi = [¢Z]Bz + )\ZEz

und E; die n; X n;-Einheitsmatrix mit n; = dim(V;) ist.
Merken wir an, dass [¢|v;], aus mehreren Jordan-Blécken J; bestehen kann. a

Satz 5.4.2 Fiir jede Matrix A € Mat(n,n,C) existiert eine Matrix 7' € GL,(C) und
eine Jordan-Matrix J, so dass
T'AT =J

gilt. Diese J ist eindeutig bis auf die Reihenfolge ihrer Jordan-Blocke.
Fiir o € C und k € N ist die Anzahl der Jordan-Blocke J(«, k) in J gleich

rk((A—aE)" ') + rk((A — aB)*"") — 2. 1k((A — aE)").

Definition 5.4.3 In der Situation des Satzes 5.4.2 heift J Jordanform der Matrix A;
die Matrix T heiit Jordan-Konjugat fiir A.

Beispiel 5.4.4 Sei

3 4 0 2
4 -5 —2 4
A=10 0 3 -2
0 0 2 -1

Wir werden die Jordanform J von A und eine Matrix 77 € GL,(C) finden, so dass
J =T AT gilt.

Schritt 1. (Charakteristisches Polynom zerlegen)

Es gilt
xa(A) = (A =1\ +1)2

Schritt 2. (Basen von Kern-Réumen finden)
Nach Schritt 1 und Satz 5.1.4 gilt

R* = Ker((A — E)*) @ Ker((A + E)?).

(a) Wir finden eine Basis von Ker((A — E)?):

2

2 —4 0 2 —12 16 12 -—16
(A—E)2: g 06 22 _42 _ 36 200 106 30
0 0 2 =2 0 0 O 0
Dann ist
1 0
Ker(4 - B) = {X R [(A- E)- X =0} = (| ] | | o |) = (ur.a)
0 1
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(b) Wir finden eine Basis von Ker((A + E)?):

2

4 -4 0 2 0 0 12 -8
Arer=1y 5 S <o e s
00 2 0 00 8 —4
Dann ist
1 0
Ker(A+ BY) = {X € R} (A+ B X =0y = (| 0| . [ o [) = o).
0 0

Schritt 3. (p-Tabellen transformieren)
(a) Wir bilden die (A — E)-Tabelle mit Anfangsvektoren uy, us aus Schritt 2 (a):

A-FE A—FE
5% Y

=
=

2 2 2 2 10 0 0 O
-2 -2 -2 -2 10 0 0 O

| =
| =

Wir transformieren diese (A — E)-Tabelle in eine andere (A — E)-Tabelle, deren
Vektoren in der letzten Spalte linear unabhéngig sind:

1 0 1 O 2 2 2 2 1
0O 1 0 1 -2 -2 =2 =2 <j
L (T2)
1 0 1 0 2 2 2 2
1 1 1 1 0O 0 0 O
1 (T3)
1 0 1 0 2 2 2 2 —1/2
1 1 1 1 <j
1 (T2)
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Wir bezeichnen

SN
o
[N}
I

o= o

(b) Wir bilden die (A + E)-Tabelle mit Anfangsvektoren ug, uy aus Schritt 2 (b):

A+E A+E
mn mn

4 4 0 0
-4 -4 0 O

|
() Ra)
o O

0O 0 0 O
0O 0 0 O

| =

Wir transformieren diese (A + FE)-Tabelle in eine andere (A 4+ E)-Tabelle, deren
Vektoren in der letzten Spalte linear unabhéngig sind:

1 0 0 0 4 4 0 O 1
0100—4—400<:|

1 000 [4 40 0 —1/4
1 1

1 0 0 0[4 4 00 |

Wir bezeichnen

O O =
=l
iy
I

o OO
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Schritt 4. (Jordanform und Jordan-Konjugat aufschreiben)

11 0 0 2 1 4 1
01 0 0 20 40
J = 00 —1 1] T= (b b by ba) = 2100
00 0 -1 2000

Bemerkung. Die Jordanform J einer Matrix A kann mehrere Jordan-Késtchen mit glei-
chen a auf der Diagonale besitzen:

Satz 5.4.5 Sei A € Mat(n,n,C). Sei J die Jordan-Matrix von A und seien Aj,..., A
verschiedene Eigenwerte von A. Fiir i = 1,...,s setzen wir

l; :=max{l | J bestitzt ein Kéastchen J(\;,¢)}.
Dann ist das Minimalpolynom von A gleich

ma(A) = (A= A)% oo (A= A%

5.5 Funktionen von Matrizen

Fiir die nichste Definition miissen wir uns an die Definition der Differenzierbarkeit einer
Funktion f: I — C mit I C C oder I C R erinnern.

Definition 5.5.1 Sei f : I — C eine Funktion, wobei I eine Teilmenge von C oder R ist.

(a) Fiir einen Jordan-Block J(a, k) definieren wir

e e (kfl)oé
floy HP Lt S
F(J(a, k) = L |
f'(a)
1!
fla)

wenn f(a) und alle Ableitungen in der rechten Seite existieren.
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(b) Fiir eine Jordanform J = J(ay,n1) @ - -+ @ J(ag, ny) definieren wir

f(J) = f(J(ar,m)) @& f(J (o, ),
wenn alle Matrizen in der rechten Seite definiert sind.

(c) Sei A € Mat,(C). Nach Satz 5.4.2 existiert eine Jordan-Matrix J und eine Matrix
T € GL,(C), so dass J = T~'AT gilt. Dann gilt A = TJT~!. Wir definieren

f(A) =TT,
wenn f(.J) existiert.

Bemerkung. Fiir ein Polynom p(z) = 2™ + -+ + ag € Clz] gibt es noch die iibliche
Definition von p(A), ndmlich:

p(A) == a, A" + -+ aoE.

Lemma 5.5.2 Sei A € Mat(n,n,C) und sei p(z) = a,2™ +- - - +ag € C[z] ein Polynom.
Dann sind p(A), berechnet nach Definition 5.5.1 und nach der iiblichen Definition, gleich.

Lemma 5.5.3 Gegeben seien
e qy,...,a5 € C,
o/l,...0; €N,
eb;cCfiri=1,...,sund j=0,...,0 — 1.

Dann existiert ein Polynom p(z) € Clz] mit der Eigenschaft
p(j)(ai) =b;;
fiir alle diese 7 und j. Hier ist p¥) die j-te Ableitung von p(x).
Satz 5.5.4 Die Definition 5.5.1 (c¢) von f(A) héngt nicht von der Wahl von 7" und von

der Reihenfolge der Jordan-Késtschen in J ab.

5.6 Reihen von Matrizen

Der Raum Mat(n,n,C) ist ein n-dimensionaler normierter Raum (siehe Satz 3.3.3).
Dadurch ist der Begriftf Konvergenz fiir diesen Raum definiert.

Definition 5.6.1 Sei A € Mat(n,n,C) eine Matrix. Sei R(z) = Y c¢;z/ eine abstrakte

7=0
Reihe mit Koeffizienten in C und sei R,(z) := > ¢;a? ihre n-te partielle Summe. Wenn
i=0
R,.(A) gegen eine Matrix konvergiert, dann bezeichnen wir diese Matrix mit R(A) oder
mit > ;A7
=0
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Lemma 5.6.2 Sei A € Mat(n,n,C) eine Matrix mit Minimalpolynom

0 s

ma(x) = (r—a)t ... (x —ay)™.

Sei I eine Teilmenge von C oder R und f : I — C eine Funktion, fiir die die Werte

Flaw), fllea), .o fE D ()

firi=1,...,s existieren. (Wir wissen, dass dann f(A) existiert.)

o0
Wir betrachten eine abstrakte Reihe R(z) = ) c;o? mit Koeffizienten in C; auch be-

j=0
trachten wir ihre partiellen Summen R, (z) = Zn:cjxj . Angenommen, dass firi = 1,...,s
folgendes gilt: =
flo) = lm Ry(0),  fla) = Im Ryfo), oo @ () = lim RED (o)
Dann gilt .
FIA) = A,
§=0

Folgerung 5.6.3 Fiir jede Matrix A € Mat(n,n,C) gilt

exp(A) = ZAj

=

Beispiel 5.6.4 Sei

Dann ist

Es gilt

6 Faktorstrukturen

6.1 Faktorridume

Definition 6.1.1 Sei V ein K-Vekrorraum und W ein Untervektorraum von V. Fiir ein
v € V definieren wir die Klasse von v modulo W wie folgt:

v =04+ W ={v4+w|weW}

Merken wir an:
[Ul] = [Ug] &S v —v e WL
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Der Faktorraum V/W ist die Menge
V/IW = {[v][veV}
mit der Addition und Skalarmultiplikation wie folgt:
ol +[u] = o+,
k- [v] = [kv], ke K vueV.

Behauptung 6.1.2

(a) Die Addition und die Skalarmultiplikation sind auf dem Faktorraum V/W wohl-
definiert.

(b) Der Faktorraum V/W ist ein K-Vektorraum.
(c) Die Abbildung 6 : V — V/W v+ [v] ist eine lineare Abbildung mit dem Kern W.

(d) Sei V endlich-dimensional. Wir erweitern eine Basis b := {b1,...,bx} von W bis zu
einer Basis B := {by,...,b,} von V. Dann ist

B := {[bks1] - - - [bn]}

eine Basis von V/W. Insbesondere gilt

dim(V/W) := dim(V') — dim(W).

Definition 6.1.3 Sei V' ein K-Vektorraum und W ein Untervektorraum von V. Sei
¢ V. — V ein Endomorphismus, fir das W p-invariant ist (also gilt (W) C W).
Wir definieren eine Abbildung @ : V/W — V/W durch

Z () = [p(v)].

Behauptung 6.1.4

(a) Die Abbildung @ : V/W — V/W ist wohldefiniert und ist ein Endomorphismus von
VW

(b) Sei V endlichdimensional. Sei b eine Basis von W, B eine Basis von V und B eine
Basis von V/W wie in Behauptung 6.1.2. Dann gilt

[80] _ (MW]}; * )
? 0 [z
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6.2 Faktorringe
Definition 6.2.1 Sei R ein kommutativer Ring mit 1.
(1) Eine nicht-leere Teilmenge I C R heifit Ideal, wenn folgendes gilt:

(a) il,ig el 1mphz1ert il — 7;2 € [,

(b) i € I, r € R impliziert ¢ -r € I.
(2) Ein Ideal I von R heit mazimal, wenn I # R ist und kein Ideal I; von R mit
ISLGR
existiert.
Beispiel.
(1) Ideale und maximale Ideale in Z:

(a) Jedes Ideal I # {0} in Z hat die Form nZ fiir ein n € N. Die Zahl n ist
eindeutig durch I bestimmt.

(b) Ein Ideal I # {0} in Z ist genau dann maximal, wenn [ die Form pZ fiir eine
Primzahl p hat.

(2) Ideale und maximale Ideale in K[x], wobei K ein Korper ist:

(a) Jedes Ideal I # 0 in K|z] hat die Form f(z) - K[X] fiir ein f(x) € K[z]. Der
Erzeuger f(z) von [ ist bis auf einen Faktor aus K eindeutig durch I bestimmt
(siche Lemma 5.2.2).

(b) Ein Ideal I # 0 in K[z] ist genau dann maximal, wenn [ = f(z) - K|z] fur ein
irreduzibles? Polynom f(z) ist.

Definition 6.2.2 Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und sei I ein Ideal in R. Fiir ein
r € R definieren wir die Klasse von r modulo I wie folgt:

[rl:=r+1:={r+iliel}.

Merken wir an:
[7"1] = [TQ] & L —T9 € I.

Der Faktorring R/ ist die Menge
R/I :={[r]|r € R}
mit der Addition und Multiplikation wie folgt:

la] +[b] = la+10],
la] - [b] =lab], a,beR.

2Ein Polynom f(x) € Klz] \ K heiit irreduzibel, wenn keine Polynome fi(z), fo(x) € Klx] mit
f(z) = fr(z) f2(x) und Grad(f;) < Grad(f), i = 1,2, existieren.
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Behauptung 6.2.3 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann gilt:
(a) Die Addition und die Multiplikation sind auf dem Faktorring R/I wohldefiniert.
(b) Der Faktorring R/I ist ein Ring.
(c) Die Abbildung 0 : R — R/I, r — [r] ist ein Ringhomomorphismus mit dem Kern I.
)

(d) Die Abbildung 6 : R — R/I induziert eine Bijektion zwischen den Idealen von R,
die I enthalten, und den Idealen von R/I:

I CcJ CR
) \J 3
{0y < 6(J) < R/I
6.3 Konstruktion von Kérpern mit Hilfe von Faktorringen

Satz 6.3.1 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Sei [ ein Ideal in R. Der Faktorring R/I
ist ein Korper genau dann, wenn / ein maximales Ideal ist.

Bezeichnung. Sei K ein Korper. Wir wissen schon, dass alle Ideale in K [x] Hauptideale
sind, also gilt I = f(x) - K|z] fiir ein Polynom f(z) € K[x]. Wir schreiben I = (f(z)).

Folgerung 6.3.2 Sei K ein Kérper und f(x) € K[z]. Der Faktorring K[z|/(f(z)) ist ein
Korper genau dann, wenn das Polynom f(z) irreduzibel ist.

Folgerung 6.3.3 Der Faktorring R[z]/(xz?+1) ist ein Korper. Dieser Kérper ist isomorph
zu C.

Satz 6.3.4 Sei K ein Korper und f(z) € K|z] ein Polynom des Grades n > 1. Dann hat
f(z) hochstens n Nullstellen in K.

Lemma 6.3.5 Sei K ein Korper und f(z) € K|z] ein Polynom des Grades n > 1. Dann
existiert ein Kérper K mit folgenden Figenschaften:

(1) K C K,
(2) f(z) hat eine Nullstelle in K.

Satz 6.3.6 Sei K ein Korper und f(z) € K[x] ein Polynom des Grades n > 1. Dann
existiert ein Korper K mit folgenden Eigenschaften:

(1) K C K,

(2) Es existieren Elemente a,...,a; € K und natiirliche Zahlen ki,..., ks, so dass
ky+---4+ ks =nund

k1 ks

p(z) =(r—a)™ ... (z — ay)

gelten.
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7 Fundamentalsatz der Algebra (1. Beweis)

In diesem Kapitel werden wir beweisen:

Satz 7.1 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes nichtkonstante Polynom f(z) € C|x]
besitzt eine Nullstelle in C.

Dazu bendétigen wir folgende Lemmata:

Lemma 7.2 (aus der Analysis) Sei D eine kompakte Teilmenge von R™ (d.h. abge-
schlossen und beschrankt) und f : D — R eine stetige Funktion. Dann nimmt f sein
Infimum und Supremum auf D an.

Lemma 7.3 Sei f(z) € C[z]. Dann gilt | f(z0)| = iné | f(z)] fir ein 2y € C.
TE

(Das Infimum ist also ein Minimum.)

Lemma 7.4 Sei f(x) € C[z] ein nichtkonstantes Polynom. Dann gilt:

[wo) £0 = |f(xo) # min|f(x)

8 Satz von Sturm

Behauptung A. Sei K ein Korper und f(z) € K[z]. Wenn a € K eine Nullstelle von
f(z) ist, dann gilt

fir ein g(z) € Klz].

Definition B. Sei K ein Kérper und f(z) € K[z]. Wenn a € K eine Nullstelle von f(z)
ist, dann kann man f(z) in der Form

f(@) = (z —a)'g()

mit g(z) € K[z] und maximalen & aufschreiben. Diese k heifit Vielfachheit oder Ordnung
von « in f(z). Nach Behauptung A gilt dann g(«) # 0.

Wenn die Vielfachheit von « gleich 1 ist, dann heifit « eine einfache Nullstelle. Wenn
die Vielfachheit von a groer als 1 ist, dann heifit o eine mehrfache Nullstelle.

Definition 8.1

(1) Sei K ein Korper und seien f(z), h(z) € Klx] zwei Polynome. Wir sagen, dass h(x)
ein Teiler von f(x) ist, wenn ein ¢(z) € Kz] mit der Eigenschaft f(x) = h(z) - q(z)
existiert. In diesem Fall schreiben wir

h(x)| f (x).

(2) Der grifite gemeinsame Teiler zweier Polynome f(x),g(x) € K[z]\ {0} ist das
normierte Polynom A(z) mit folgenden Eigenschaften:
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(a) h(x) ist ein Teiler von f(x) und g(z).
(b) Wenn d(z) ein Teiler von f(x) und g(z) ist, dann ist d(z) ein Teiler von h(x).

Man kann zeigen, dass h(x) eindeutig bestimmt ist. Wir schreiben

hz) = ggT(f(x),g(x)).

Behauptung C. Sei K ein Koérper mit Charakteristik 0 (z.B. K = R oder K = C). Sei
f(z) € K[z]\{0} und a € K eine Nullstelle von f(x). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) « ist einfach.
(2) f'(@) #0.

Bemerkung 8.2 (Euklidischer Algorithmus fiir Polynome) Unter Benutzung der
Polynomdivision mit Rest in R[z] lasst sich der Euklidische Algorithmus aus LA I eins zu
eins libertragen. Das Ergebnispolynom ist i.A. jedoch noch nicht normiert.

Definition 8.3 Sei f(z) ein reelles Polynom ohne mehrfache Nullstellen.

(1) Die Sturmsche Kette von f(x) ist eine endliche Folge von Polynomen p;(x) € R[z],
die auf folgende Weise definiert wird:

po(z) == f(z), p(x) := f'(x)

und p;io(z) (fiir ¢ > 0) ist implizit gegeben durch

pi(z) = qi(2)piy1(z) — pipa(z) fiir ein ¢;(z) € Rlz],

wobei wir zusétzlich Grad(p;+2(x)) < Grad(p;41) fordern. Die Folge endet mit einem
konstanten Polynom p,(z).

(2) Sei po(z),p1(x),...,pe(z) die Sturmsche Kette von f(x). Fiir ein a € R bezeichnen
wir mit o(a) die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge py(a), pi(a), ..., pr(a).
Die Nullen in der Folge werden ignoriert.

Satz 8.4 (Satz von Sturm) Sei f(x) ein reelles Polynom ohne mehrfache Nullstellen. Dann
ist die Anzahl der Nullstellen von f(z) im halboffenen Intervall (a,b] (fiir a < b) gleich
o(a) —o(b).

Satz 8.5 Sei f(r) = ap2™ + ap_12" ' + -+ + ag ein reelles Polynom mit a, # 0.
Dann liegen alle reellen Nullstellen von f(z) in dem Intervall [N, N] mit

max{|a,_1|,. .., |ao|}

Mot al
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9 Symmetrische Polynome

Definition 9.1 Sei K ein Korper.

(a) Ein Polynom f(xy,...,2z,) € Klz1,...,x,] heit symmetrisch, wenn es invariant
unter allen Permutationen von z1, ..., z, ist. Kurz geschrieben: wenn

f@r, .. mn) = (1), -+ Trm)
fiir alle 7 € S, gilt.

(b) Folgende n Polynome heiflen elementar-symmetrisch in K|xy, ..., z,]:

or(xy, .. x,) = E Ty Tiy - Ty, k=1,...,m.

1<i1 <ig <+ <1k <in

Etwas ausfiihrlicher:

o1(T1, . xn) 0 =1+ T+ + Ty,
0'2(1‘1,...,.]7”) = Z inIj,
1<i<gsn
On(T1,. . Tp) 1 = X1Tg. .. Ty,
Satz 9.2 Sei f(z) = 2" + ap_12" ' + -+ + a¢ ein Polynom aus K[z]|. Seien a,...,a,
seine Nullstellen in einem Koérper K, den K enthélt (wir wiederholen jede Nullstelle so
viele mal, wie ihre Vielfachheit ist). Also sei f(z) = (x —aq) - ... (x — o). Dann gilt
p—1 = —0'1(051, s 7an)7
o = o9(aq,...,ap),
an_i = (=1Dioi(ay,...,an),
ap = (—1)"on(o1,...,qp).

Definition 9.3 Sei K ein Korper.
(1) Ein Ausdruck az?ab? ... 2% mit a € K\ {0} und ki, ks, ..., k, € NU {00} heiBt

Monom. Es ist klar, dass jedes Polynom in K[z, xa,...,2,] \ {0} eine Summe von

Monomen ist.

(2) Wir schreiben
K, K '
axtahy k= bty . ke

genau dann, wenn ein ¢ € N mit 1 < ¢ < n existiert, so dass gilt:

kl — kll,
ki—l - kg—lu
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Wir schreiben
k1 ko En ki K k!

1
ary'wy® .. x," = brytayt L ay
genau dann, wenn entweder
ki, ko k Ky Ky k!
ary'xy® . oxy" = bty L x,
oder o
k1, .k2 kn _ K1 K5 k;
T Ty o T =T Ty .. X"
ist.

(3) Jedes Polynom f € Klzy,...,x,] \ {0} kann in der Form

f=h+lft+fn

geschrieben werden, wobei f1, fo,..., fn Monome mit f; = fo = -+ = f,, sind.
Das Monom f; heiffit Hauptmonom von f.

Satz 9.4 Fiir f,g € Klzy,...,x,] ist das Hauptmonom von fg gleich dem Produkt von
Hauptmonomen von f und g.

Satz 9.5 Sei f € Klzy,...,z,| ein symmetrisches Polynom. Dann existiert ein Polynom
F € Klxy,...,x,], so dass gilt:

flz,. .. x,) = F(Jl(xl,...,xn),...,an(xl,...,xn)).

10 Hauptsatz der Algebra (2. Beweis)

Satz 10.1 (Hauptsatz der Algebra) Jedes Polynom f(z) € C[z] \ C hat eine Nullstelle
in C.

Beweis. Merken wir an: f(z)f(x) € R[z]. Es ist also geniigend zu zeigen, dass das relle
Polynom f(x)f(z) eine Nullstelle in C hat.
Behauptung. Jedes Polynom h(z) € R[z] \ R hat eine Nullstelle in C.

Beweis. Sei n der Grad von h(x). Wir schreiben n = 2™ - ¢ mit m € N U {0} und
ungeradem ¢ und fiithren die Induktion nach m.

TA. Sei m = 0. Dann ist der Grad von h(z) ungerade. Nach dem Nullstellensatz von
Bolzano hat h(z) eine Nullstelle sogar in R.
IS: m — m+ 1. Sei h(z) € R[z] ein Polynom mit Grad n = 2"*1/.
Nach Satz 6.3.5 existiert ein Korper K mit folgenden Eigenschaften:
(1) CC K,

(2) es existieren ay, ..., a5 € K, so dass h(z) = (z — ay) ... (z — o) gilt.
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Wir nehmen eine beliebige Zahl ¢ € R und betrachten das Polynom

H,(z) := II (2 — (a; + o + coyay)).

{i,j} <{1,...,n}
i F£]

Merken wir an:

(a) Der Grad von H.(z) ist @ =2m . mit £ = (- (2" —1).

(b) H.(x) € R[z]. Das folgt aus den folgenten Fakten:

e Die Koeffizienten von H,.(x) sind symmetrische Polynome von oy, . . ., a,, iiber R.

e Nach Satz 9.5 konnen diese symmetrischen Polynome als Polynome iiber R von
elementar-symmetrischen Polynomen o4 (o, ..., ay),...,01(aq, ..., ) darge-
stellt werden.

e Nach Satz 9.2 sind die Zahlen oy (ay,...,ay),...,01(,. .., @) bis auf Vor-
zeichen gleich den Koeffizienten von f(x), also liegen in R.

Nach Induktionsvoraussetzung hat H.(x) eine Nullstelle in C. Also existieren ¢, j mit
a; + o + caya; € C. Diese 7, j héingen von c ab.

Jetzt variieren wir ¢ € R. Dann existieren zwei verschiedene Zahlen ¢, ¢ € R, fiir die
das gleiche Paar (7, j) mit der Eigenschaft

«; + Qi + CO; Q4 c (C,

a; + o +caa; €C

auftritt. Daraus folgt a; + a; € C, a5 € C und schlieBlich a4, a; € C. m

11 Resultante und Diskriminante
Satz 11.1 Sei K ein Korper und seien

fx) = apa® + a2 4 -+ a,

g(z) =bt + b2 4+ by

zwei Polynome aus K [z]. Wir erlauben auch a; = 0 und b, = 0.
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(1) Die (k+£) x (k + ¢)-Matrix

ap  Qp—1 Ce Qo
Qg Qp—1 ... Qo
a ap— Lo.oa
Sy1<f7 g) = by bpi ... blg o °
by  biy ... b
by bi1 ... b

heifit Sylvester-Matriz von f und g. Diese Matrix besteht aus ¢ Zeilen mit den
Koeffizienten von f und k Zeilen mit den Koeffizienten von g. Alle in der obigen
Matrix nicht beschrifteten Eintrdge sind Null.

(2) Die Zahl
Res(f, g) := det(Syl(f,9))

heilt Resultant von f und g.

Lemma. (Vandermonde-Determinante). Fiir n > 2 gilt

2ot L gt
22 T 2
det | ... ... ... .. |= H (zi — zj).
21 29 c. Zn 1<i<j<n
1 1 ... 1

Satz 11.2 Sei K ein Korper und seien
f(r) =aqa® +ap 12"+ + ay,
g(x) = b’ + bzt + -+ by

zwel Polynome aus K[z] mit ay # 0 und by # 0. Dann (wie wir wissen) existiert eine
Korpererweiterung K und Elemente oy, ..., ax, 01,..., 8¢ € K, so dass gilt:

flx) =ap(x—ag)(z — ) ... (xr — ay),
g(x) =be(x—P1)(x — Pa)...(x— Be).

Dann gilt
Res(f,g) =aptf [ (i —5).
1<i<k
1<t

Folgerung 11.3 Mit Voraussetzungen von Satz 11.2 gilt
k ¢
Res(f,g) = ag [ [ g(es) = W [T 1(5)).
i=1 J=1
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Folgerung 11.4 Sei K ein Korper und seien

flx) = apa® + ap_12* 1+ + ag,
g(x) =bx’ + b2+ by
zwei Polynome aus K[z]. Dann sind folgende Behauptungen dquivalent:

(1) Res(f,g) =0,

(2) f und g haben eine gemeinsame Nullstelle in einer Koérpererweiterung K
oder ap = bz =0.

Algorithmus 11.5 (Eliminationsverfahren fiir Systeme von Polynomialgleichun-
gen mit mehreren Unbekannten)
Gegeben sei ein System von zwei Polynomialgleichungen in zwei Unbekannten:

(11.1)

{f(w, y) = ar(y)7" + apr (y) T+ -+ agly) = 0,
g(z,y) == be(y)z’ + b1 (y)ax*t+ - +bo(y) = 0.

Wir zeigen, dass alle Losungen dieses Systems gefunden werden konnen, wenn man
alle Losungen polynomialer Gleichungen von einer Unbekannten finden kann.

Wir betrachten f(z,y) und g(x, y) als Polynome von x mit Koeffizienten a;(y) und b;(y).
Nach Definition 11.1 ist die Resultante von f(z,y) und g(x,y) ein Polynom von diesen
Koeffizienten. Also ist diese Resultante ein Polynom von y:

P(y) := Res,(f(z,y),9(z,y)).

Sei («, 5) eine Losung des obigen Systems. Dann haben die Polynome

f(z, B):
g(x,B) :
eine gemeinsame Nullstelle, ndmlich .. Dann gilt (nach Folgerung 11.4):
Res(f(z,8),9(z,8)) =0 oder ay(8) = by(8) = 0.
Also erfiillt 5 die Gleichung P(y) = 0 oder das System

ak(y) =0,
bg(y) =0.
Angenommen dass alle Nullstellen von Polynomialgleichungen in einer Unbekannten

gefunden werden konnen. Dann kénnen wir alle méglichen S finden. Danach substituieren
wir jedes gefundene f§ in das System (11.1) und finden die zugehorige a. O

ar(B)z* + ap_1(B)z* " + - 4 ao(B),
be(B)x’ + ber (B)x ™" + - 4+ bo ()
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Definition 11.6 Sei K ein Korper und f(z) = apz® + ap_12* 1 + -+ + ag ein Polynom
aus K[z] mit ar # 0. Seien aj,...,a; seine Nullstellen in einer Kérpererweiterung K.
Dann heifit das Element

Dis(f) := aik_2 H (v — ozj)2

1<i<j<k
Diskriminante von f.
Bemerkung. Es gilt Dis(f) € K.
Tatséchlich ist Dis(f) ein symmetrisches Polynom iiber Z von a1, . . ., ax, also ein Polynom
iiber Z von elementar-symmetrischen Polynomen oy (v, ..., o), ..., 0r(aq, ..., ar). Diese
sind aber den Koeffizienten a;_1, ..., ag bis auf Vorzeichen gleich.

Satz 11.7 Sei K ein Kérper. Fiir das Polynom f(z) = apa® + ap_12* 1 + -+ + a¢ mit
ap # 0 und k # 0 in K gilt

k-1 1

Dis(f) = (=1) = A Res(f, [).

a

wobei f die Ableitung von f ist.
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12 Tensoren

12.1 Tensorprodukt von Vektorrdumen

Definition 12.1.1 Seien U, V, W drei Vektorrdume iiber einem Korper K. Eine Abbil-
dung f : U x V — W heifit bilinear, wenn fiir alle u,u; € U, v,v; € V und A € K
gelten:

(1) flu+uy,v) = f(u,v) + f(ug,v),
(2) f(u,v+v1) = flu,v) + f(u,v1),
(3) X f(u,v) = f(Au,v) = f(u, \v).

Bemerkung 12.1.2 Seien U, V, W, W’ vier Vektorrdume iiber einem Korper K. Sei
f:UxV — W eine bilineare Abbildung und ¢ : W — W’ eine lineare Abbildung.
Dann ist die Abbildung ¢ o f : U x V' — W’ bilinear.

Satz 12.1.3 Seien U,V zwei Vektorraume iiber einem Korper K.

(1) Es existiert ein K-Vektorraum W und eine bilineare Abbildung f: U x V — W

mit folgender Eigenschaft:
Zu jedem K-Vektorraum X und zu jeder bilinearen Abbildung o : U x V — X

gibt es genau eine lineare Abbildung ¢, : W — X, so dass das folgende Diagramm
kommutativ ist:

UxV W

Pa

i
X

(2) Die bilineare Abbildung f: U x V' — W ist eindeutig im folgenden Sinne:

Fiir je zwei solche bilineare Abbildungen f; : U x V. — W, i = 1,2 existiert ein
[somorphismus ) : W; — Wa, fiir den fo = o f; gilt.

Beweis. (1) Wir definieren W als Faktorvektorraum F/F;, wobei F und F; wie folgt
definiert werden:

e Sei F der K-Vektorraum mit der Basis
B:={(u®v)|ueUwveV}

Also sind Elemente von F alle endliche lineare Kombinationen von Elementen aus B.
Es ist klar, dass dim(F) = |U| - |V] ist.
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e Sei F; der Untervektorraum von F, der von folgenden Elementen erzeugt ist (wobei
u,up € U, v,v1 € V und A € K sind):

(U4 u) RV —uRv—1u v,
U V4v) — UV —u® v,
AMu®v) — (Au) @ v, '
AMu®v) —u® (Av).

o Jetzt setzen wir W := F/F;. Also ist

W:={ Z Aup(U®@v) + Fi | A\yp € K und nur endlich viele A, # 0}.

uelUpeV

Verabredung. Einfachheitshalber werden die Elemente von W einfach als Summen

Z Aup (U @ v)

ueUweV

mit endlich vielen \,, # 0 geschrieben. Dabei werden zwei solche Summen als
gleiche in W betrachtet, wenn ihre Differenz in F; liegt. Insbesondere werden die
Elemente aus der linken und der rechten Seite folgender Tabelle gleich in W:

(u+u)@v | u®v+u Qu
u@W+v) [ uRv+uu
AMu®v) (M) @wv
AMu ® v) u® (Av)

Merken wir an, dass jedes Element von W als eine endliche Summe von Summanden
der Sorte u ® v (mit u € U,v € V') geschrieben werden kann.

o Jetzt definieren wir f : U x V' — W nach der Regel

f((u,0)) :==u@w.

Diese Abbildung ist bilinear und erfiillt (1): Fiir eine bilineare Abbildung o : U x V — X
definieren wir eine Abbildung ¢, : W — X nach der Regel

@a( Z )\u,v(u®v)> = Z Ao - a((u,v))

ueU eV ueUpweV
Dann ist ¢, wohldefiniert, linear und es gilt a = ¢, o f.

(2) kann formal bewiesen werden. O

Definition 12.1.4 In der Situation des Satzes 12.1.3 (1) heifit der Vektorraum W das
Tensorprodukt von U und V. Bezeichnung: U®V oder U®V, wenn es kein Missverstandnis
K

iiber K gibt.
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Satz 12.1.5 Seien U und V zwei K-Vektorrdume mit Basen (u;);e; und (v;);e; entspre-
chend. Dann ist {u; ® vj|i € I,j € J} eine Basis von U ® V. Insbesondere gilt?

Beispiel 12.1.6 Sei V ein R-Vektorraum mit Basis 5. Wir betrachten C als R-Vektorraum
mit der Basis {1,7}. Dann ist C ® V' ein R-Vektorraum mit der Basis
R

A={1ab|beBYU{i®b)|be B}

Insbesondere gilt

dimp (C® V) =2 - dimg(V).
R
(1) Sei B = (b, b, b3). Das Tensorprodukt C ® V' besitzt das Element
R

5((2 4 3i) @ (2by — ba) +6((1 — 1) ® (ba — b3)).
Fir finden seine Zerlegung in der Basis A:

5((2 + 3i) @ (20 — by) + 6((1 — i) @ (by — b3)) =
(10- 14 150) @ (2by — by)) + (6- 1 — 6i) @ (by — b3)) =

20(1 ® by) — 10(1 ® by) +30(i @ by) — 15(i @ by) + 6(1 @ by) — 6(1 @ bs) — 6(i @ by) + 6(i & bs) =
201 ®b1) —4(1®@by) —6(1 ®bs) +30(: @ by) — 21(i ® by) + 6(7 B bs).

Wir konnen weiter schreiben:
= (1 ® (20by — 4by — 6b3)) + (1 ® (30by — 21by + 6b3).

(2) In dem Vektorraum C ® V' gibt es zwei Untervektorraume
R

{1®v)|veV} und {(i®@v)|veV}}
Wir bezeichnen den ersten Raum wieder mit V' und den zweiten mit ¢V. Dann gilt

C%V:V@ZV.

(3) Wir konnen C ® V' als C-Vektoraum betrachten, wenn wir die Skalarmultiplikation
R

von ¢ € C mit einem Tensor so definieren:

c'< Z )\u,v(u@)v)) = Z Auw * (cu @ v)).

uelUpeV ueUweV
Der C-Vektorraum C ® V' heifit Komplexifizierung des R-Vektorraums V.
R

Eine Basis von C ® V iiber C ist {(1 ® b) | b € B}. Insbesondere gilt
R

3Zum Vergleich: Wenn U und V Unterriiume eines Vektorraumes sind mit U NV = {0}, dann gilt
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(4) Fiir jeden ¢ € C betrachten wir die Abbildung
U,: CV->CRYV,
R R
w — cw,

wobei das Produkt cw in (3) definiert wurde.

(a) Zuerst betrachten wir C ® V' als R-Vektorraum. Dann ist W, R-linear. Sei
R
n = dim(V'). Die Darstellungsmatrix von ¥; in der Basis
A={(1xb)|beB}U{(i®b)|be B}

0, —E,
E, O,)’

wobei O,, die (n x n)-Nullmatrix und E,, die (n x n)-Einheitsmatrix sind.

ist

(b) Jetzt betrachten wir C @ V' als C-Vektorraum. Dann ist W, C-linear. Sei n =
R
dim(V). Die Darstellungsmatrix von W, in der Basis {(1 ® b) | b € B} ist
ck,.

Lemma 12.1.7 Sei V ein K-Vektorraum mit einer Basis B, sei ® : V' — V eine K-lineare
Abbildung und sei L ein Korper, der K enthélt. Dann gilt:

(1) Das Tensorprodukt L ® V' wird zu einem L-Vektorraum, wenn wir die Skalarmulti-
K

plikation von A € L mit einem Tensor so definieren:

>\~< 3 Ae,vwm)) = ) A (M),

LeLveV LeUweV

(2) Der L-Vektorraum L %) V hat die Basis
1B :={(1®b)|bec B}.
(3) Wir betrachten die Abbildung
LRV LYV,
K K
D dwltev) = Y Mt 2(v)).

teLveV leLweV

Dann ist diese Abbildung L-linear und fiir die Darstellungsmatrizen der Abbildun-
gen & und P gilt:

[@lies = [@]5.
Satz 12.1.8 Seien U, V, W drei K-Vektorrdume. Dann gilt:
(1) UeV)eW=UW)a (VeW),
2 VaWw=weV,
3) KeV=V,
4) UV)eW=Ue (VeW).
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12.2 Dualraum

Definition 12.2.1 Sei V' ein K-Vektorraum. Jede lineare Abbildung f : V' — K heifit
Funktional. Fiir je zwei Funktional f : V — K und f; : V — K wird ihre Summe
(f+ f1) : V — K iiblicherweise definiert:

(f+ fi)(w) = fv)+ fi(v), veV.

Fiir ein Element A\ € K und ein Funktional f : V — K wird ihr Produkt A\f : V' — K so
definiert:

(AN)(w) =X f(v), veV.
Beziiglich dieser Addition Skalarmultiplikation wird die Menge

V*i={f:V = K| [ ist linear}
zu einem K-Vektorraum. Dieser heifit Dualraum zu V.

Satz 12.2.2 Sei V ein K-Vektorraum mit Basis B := (v;);er. Fiir i € I definieren wir ein
Funktional v} : V — K nach der Regel

’U:(’UJ) = (5@', j € I.

(1) Ist I endlich, dann ist B* := {v} |i € I} eine Basis des Dualraums V*. In diesem
Fall gilt dim(V*) = dim(V).

(Die Basis B* heifit Dualbasis zu B.)
(2) Ist I unendlich, dann ist B* := {v} |i € I} keine Basis von V*.

Bemerkung. Ist |K| < |I| = oo, dann gilt sogar dim(V™*) > dim(V).

Definition 12.2.3 Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Wir definieren eine Abbildung:
Y VW= (Ve W):
zuerst auf elementaren Tensoren: f ® g (mit f € V* und g € W*) durch die Formel
fogm (vewe f(v)-gw)),
danach setzen wir diese Abbildung linear auf V* @ W* fort.

Satz 12.2.4 Sind V und W endlichdimensional, dann ist ¢ : V* @ W* — (V @ W)* ein
Isomorphismus.

Definition 12.2.5 Seien A € Mat(n,m, K) und B € Mat(n',m’', K) zwei Matrizen.
Wir definieren eine Matrix A ® B € Mat(nn', mm/, K) wie folgt:

CLHB e CLHB
A® B = : :
anB ... ap,B

Diese Matrix heiBt Kroneker-Produkt (oder Tensorprodukt) von A und B.
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Definition 12.2.6 Seien a : V — V' und g : W — W’ zwei lineare Abbildungen. Wir
definieren eine Abbildung
a@RBVIW =V oW

zuerst auf elementaren Tensoren: v ® w (mit v € V und w € W) durch die Formel
(@@ B)(u®w) = (a(u) @ B(w)),
danach setzen wir diese Abbildung linear auf V & W fort.

Bezeichnung. Seien V' und W zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume mit Basen e =
(e1,€9,...,ep)und f = (f1,..., fm). Die Basis

e ®fi, e1® fa, ..., 1@ fm,
e2® f1, e®fo, ..., € fm,
6n(gfb 6n®f27 EIR) en@fmv

von V @ W wird mit e ® f bezeichnet.

Satz 12.2.7 Seien V, V', W, W’ vier endlichdimensionaler K-Vektorriaume mit Basen
e, e, f, f.Seien a:V — V' und 8 : W — W’ zwei lineare Abbildungen. Wir betrachten
die Abbildung

a@RB VW -V oW.

Dann sind die Darstellungsmatrizen von «a, § und o ® 3 beziiglich bestimmten Basen wie
folgt verbunden:

la® Bt =[] ® (8]

(In der rechten Seite der Formel steht das Kroneker-Produkt von zwei Matrizen.)

13 AufBlere Formen

13.1 k-Formen

Definition 13.1.1 Sei V ein K-Vektorraum.
Eine k-Form (oder Multilinearform vom Grad k) auf V' ist eine multilineare Abbildung

a:Vx-.-xV oK.
k

Das bedeutet, dass a die folgenden Eigenschaften fiir alle ¢ = 1,. .., k erfiillt:

(1)

/ " _ /
(v, .V, U+ Vi, - U) = (UL, Vi1, ), Vgt -, V)
"
+05(v17"'7viflaviavi+17"'7vk)7
(2) Oé(Ul,...7Ui_1,/\UZ’,Ui+1,...,Uk) = )\'Oé(’U17...,Ui_l,Ui,UH_l,...,Uk), A e K.
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Bezeichnung. Mit Q*(V) bezeichnen wir den K-Vektorraum aller k-Formen auf V.
Bemerkung. Wie in Satz 12.1.3 existiert fiir jede k-Form

a: V- xV-osK
k

eine eindeutige lineare Abbildung

Pa: V@ --QV = K,
k

so dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

Vx...xV / Ve -V

————— ————
k ‘ k
I
.
(6% I
\
K

Dabei ist f eine k-lineare Abbildung, die durch f(vy,...,v) = v; ® - -+ ® vy gegeben ist.
Satz 13.1.2 Die Abbildung

b : QF(V) - (Ve V)

a = Py
ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Insbesondere gilt
V) =V'®---aV".
—_————
k
Definition 13.1.3 Wir definieren die Multiplikation von k-und ¢-Formen:
QF(V) x QUV) — QM(V),
(@, ) —aef,
wobei
(o B)(v1, ..oy Uy Ukaty v oy Upa) i= (U1, + o, V) - B(Vkaty - -y Ugtp)
ist.
Definition 13.1.4 Eine Gruppe G operiert auf einer Menge M, wenn zu jedem Paar
(g,m) € G x M ein Element aus M zugeordnet ist (dieses wird mit gm bezeichnet) und

fiir alle g1, 92 € G und m € M gilt:

(1) em = m, (e ist das neutrale Element von G)

53



(2) (g192)m = gi1(gam).
Beispiele.
(i) S, operiert auf M :={1,2,...,n} durch oi := o(7).
(ii) GL,(K) operiert auf K™ durch Az := A - z.
(iii) GL2(R) operiert auf dem Poincaré-Modell der hyperbolischen Ebene

H:={z € C|Im(z) > 0}
a b Z_a-z—{—b
c d Ccoz4d’

Satz 13.1.5 Fiir eine Permutation o € S,, und eine n-Form a € Q"(V') definieren wir
eine n-Form oca € Q™ (V') wie folgt:

durch

(ca)(vi,...,v,) = sign(o) - a(veqy, - -, Vo(n))-
Diese Definition gibt eine Operierung von S,, auf Q™ (V).

Definition 13.1.6 Eine n-Form o € Q"(V') heiit alternierend (oder dufiere n-Form, oder
schief-symmetrische n-Form), wenn eine von zwei dquivalenten Definitionen gilt:

(1) oo = « fiir alle o0 € S,.

(2) a(vi,. ., v, 05, 0n) = —a(Ur, .., U5, LY,y fiiralle 1 <E < <o

Wir definieren die Menge

Alt"(V) :=={a € Q"(V) |« ist alternierend}.

Satz 13.1.7 Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei n € N.
(1) Alt"(V) ist ein Untervektorraum des Vektorraums Q™ (V).
(2) Ist a € Alt"(V) und char(K) # 2, dann gilt a(vy,...,v,) =0, falls vy, ..., v, linear

abhéngig sind. Insbesondere gilt a(vy, ..., v,) = 0, wenn v; = v, fiir einige i # j ist.

Beispiel. Sei V' ein K-Vektorraum der endlichen Dimension n. Sei ey, ..., e, eine Basis
von V. Wir definieren eine Abbildung

det : V" — K

(v1,...,0,) > det(ai;),
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wobei
V1 = 61161+ -+ Gipeén,
Up = Qpi1€1 + - -+ Apnn.
ist. Dann gilt det € Alt"(V).

Verabredung. Des Weiteren sei char(K) = 0. Das ist erfiillt fir K = Q, R, C.

Definition 13.1.8 Fiir eine k-Form a € QF(V) definieren wir eine andere k-Form
Pr(a) € Q¥(V) durch
1
Pr(a) := HZU@.

€Sk

Bemerkung. Fiir alle o € Q*(V) gilt Pr(a) € Alt*(V). Deswegen heifit Pr(«) Alternator
von a.

Satz 13.1.9 Die Abbildung
Pr: Q"(V) — AltF(V),
a — Pr(a)

ist eine Projektion, d.h. linear und identisch auf Alt*(V).

Definition 13.1.10 Fiir zwei alternierende Formen a € Alt"(V) und g € Alt“(V) defi-
nieren wir ihr duferes Produkt (oder das Dachprodukt) a A B € AIt*™ (V) wie folgt:

(k +0)!
Ll e!

alp = Pr(a e f3).

(Zur Erinnerung: o @ § wurde in Definition 13.1.3 gegeben.)

Bemerkung. Bis zu diesem Moment haben wir zwei Abbildungen definiert:
o QFx Q' = QM und A AIF(V) x ALY(V) — ALPTY(V).

Notation.

(1) Fiir eine Untergruppe H einer Gruppe G bezeichnen wir mit Rep(H, G) die Menge
der Reprisentanten der linken Nebenklassen von H in G. Wenn also Rep(H, G) =
{91, ... gn} ist, dann gilt

G=gHU---Ug,H.

(2) Sei Hy, die Untergruppe von Sy, die die Menge {1,..., k} auf sich abbildet (dann
bildet sie auch die Menge {k+1,...,k + ¢} auf sich ab). Da die Gruppen Hy, und
Sk % Sy isomorph sind, schreiben wir S, x S, statt Hy .
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Lemma 13.1.11 Sei a € Alt"(V) und 8 € Alt‘(V). Dann gilt

alf= Z o(aef).

Rep(SkX54,Sk+g)
Satz 13.1.12 Das Dachprodukt A ist
(1) bilinear, also linear in jedem Faktor bei festem anderen,

(2) graduiert antikommutativ: fiir alle o € Alt*(V) und 8 € Alt*(V) gilt

ahB=(-1)"-BAa,

(3) assoziativ: fiir alle o € Alt*(V), g € Alt’(V) und v € Alt" (V) gilt

(k+0+r)!

g Lrlasfen).

(@AB)Ay=aAn(BAY)=

Bemerkung. Das Assoziativitidtsgesetz berechtigt uns, a; A - -+ A ay ohne Klammern zu
schreiben. Per Induktion erhalten wir

(ky + - + ky)!

A A=

Pr(a; e e qy),

wobei k; der Grad von «; ist.

Bemerkung.
(1) Bs wird gesetzt Alt°(V) := K.
(2) Es gilt Alt' (V) = QY(V) = V*.
(3) Ist n = dim(V') endlich, dann gilt Alt"(V') = 0 fiir alle k& > n.

Definition 13.1.13 Sei n = dim(V). Die direkte Summe

Alt(V) := & Alt*(V)

k=0

heifit dufiere Algebra von V. Die Multiplikation in dieser Algebra ist durch das Dachpro-
dukt induziert. Die Summa « + § fiir @ und [ aus verschiedenen Komponenten wird als
formale Kombination definiert.*

Satz 13.1.14 Seien ay, ..., a, aus Alt' (V). Dann gilt

(cn A+ ANag) (v, ..., v) = det(ai(vy)).

4Diese Summa wird schon keine Form sein. Deswegen kann sie nicht auf einem Tupel von Vektoren
aus V bewertet werden.
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Bewess.

(a1 A= ANag)(vg,...,v)) =L-Pr(oge---eap)(vy,...,u)
1
= @ZU(% o--eoay)(vy,..., )
.0'654
= > sign(o)(ag e - 0 ) (Voqr), - - -, Vo(e))
og€eSy
= > sign(o) - a1 (veq)) - - - - - u(Vo(e))
gEeSy
= det(a;(vy)).
O
Folgerung 13.1.15 Sei e = (ey,...,e,) eine Basis von V und sei e* = (e},...,e’) die
Dualbasis in V*. Seien
U1 = a1€1 + Qi
Up = Qp1€1 + =+ Qppén.

Vektoren aus V. Dann gilt
(e]A---Aep)(vr,...,v,) = det(a;))

Insbesondere gilt
(e] A---Nen)(er, ..., en) = 1.

Deswegen kann die alternierende Form e A --- A e mit der Determinante det : V" — K
identifiziert werden.

Satz 13.1.16 Sei dim(V') = n endlich. Die Elemente

e N---Ner

11 ig

1<y <<y <,
bilden eine Basis von Alt*(V). Insbesondere gilt
dim(AlLF(V)) = (Z)

und

dim(Alt(V)) = 2",

Bewess. Beachte:

e Fine alternierende k-Form auf V ist bestimmt duch ihre Wirkung auf allen k-Tupel
der Form (ej,,...ej,) mit 1 < j; <--- < jp < n.
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e Wenn 1 <y <+~ <y <nund 1 < j; < -+ < Jk < nist, dann gilt:

i1y s ik) 7 (J1s- -5 Jk) €01 F J1, G2 # Joy oy ik 7 Jke

Dann ist
(6:1 /\ T /\ 6;;)(6]'17 ttt 7ejk) = det(e:p(ejq))

gleich 0, falls (i1,...,ix) # (J1,...,Jk), und 1 sonst. Daraus folgt, dass die angege-
benen Elemente linear unabhéngig sind, und dass der von ihnen erzeugte Raum auf
den (ej,,...,ej,) alle Werte annimmt. O

14 Appendix

14.1 Gruppentheorie

Lemma 14.1.1 Sei A < B < G eine Kette von Gruppen. Seien

{b1,...,bn} Repriasentanten von linken Nebenklassen von A in B,
{91,.-.,9n} Reprisentanten von linken Nebenklassen von B in G.
Dann sind {g;b;|? = 1,...,n, j = 1,...,m} Représentanten von linken Nebenklassen

von A in G. Kurz:

Rep(B,G) - Rep(A, B) = Rep(A4, G).

Lemma 14.1.2 Seien H < G Gruppen und sei A eine weitere Gruppe. Sind {¢1,...,n}
Représentanten von linken Nebenklassen von H in G, dann sind {(g1,€4),..., (gn,€4)}
Reprisentanten ® von linken Klassen von H x A in G x A.

5Hierbei ist e4 das neutrale Element von A.
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