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in dieser Lektion werden wir sehen, welche Primzahl als Summe von zwei Quadraten dargestellt werden können
und welche nicht.

Introduction: Die Primzahlen lassen sich in 3 verschiedene Klassen unterteilen:

P = 2 = 11 + 11

P = 4m+ 1
P = 4m+ 3

Lemma 1: Kein Zahl n = 4m+ 3 ist eine Summe von zwei Quadraten.

Beweis: Das Quadrat einer geraden Zahl ist (2k)2 = 4k2 = 0(modp). Das Quadert einer ungeraden Zahl ist
(2k + 1)2 = 4(k2 + k) + 1 = 1(mod4). damit ist die Summe von zwei Quadraten 0, 1 oder 2(mod4).

Lemm 2: Jede Primzahl der Form P = 4m + 1 ist eine Summe von 2 Quadraten, sie kann also als P = x2 + y2

dargestellt werden, mit x, y ∈ N .

Der erste Beweis stammt von Axel Thue.
Wir betrachten die Paare(x′, y′) von ganzen Zahlen mit x′, y′ ∈ {0, 1, ..., b√pc}.
Es gibt genau (b√pc+ 1)2 solcher Paare, b

√
xc+ 1 > x für x =

√
p ⇒ x2 > p.

Also können für ein festes s ∈ Zp die Werte x′sy′ , die man aus den Paaren(x′, y′) erzeugt, nicht alle modulo p
verscheiden sein. Also gibt es für jedes s zwei verschiedene Paar:

(x′, y′), (x′′, y′′) ∈ {0, 1, .....,√p}2 mit x′ − sy′ ≡ x′′ ≡ sy′′ (modp).
Nun bilden wir die Differenzen: x′ − x′′ ≡ s(y′ − y′′)(modp) und definieren x := |x′ − x′′|; y := |y′ − y′′|.
Dann erhalten wir:

x = ±sy(modp) ; (x, y) ∈ {0, 1, ...., b√p}2

x und y können nicht beide Null sein, weil die Paare (x′; y′) und (x′′; y′′) verschieden sind.

Sei nun s eine Lösung von x2 ≡ s2y2 ≡ −y2 (modp) (x; y) ∈ Z mit 0 < x2 + y2 < 2p und x2 + y2 ≡ 0 (modp).
Die Primzahl p ist aber die einzige Zahl zwischen 0 und 2p, die durch p teilbar ist. Also gilt x2 + y2 = p.

Der zweite Beweis von Heath-Brown basiert auf drei Involutionen.
Beweis(2): wir untersuchen die Menge:

S := {(x, y, z) ∈ Z3 : 4xy + z2 = p, x > 0, y > 0}

Diese Menge ist endlich: aus x ≥ 1 und y ≥ 1 folgt nämlich y ≤ p
4 und x ≤ p

4 .
Damit gibt es aber nur endlich viele mögliche Werte für x und y , und für gegebenes x und y gibt es höchstens zwei
Werte für z .
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. 1. Die erste lineare Involution ist:
f : S → S, (x, y, z)→ (y, x,−z)

also vertausche x und y und negiere z. Dies bildet ganz offensichtlich S auf sich selbst ab, und es ist eine Involution:
Zweimal angewendet, ergibt es die Identität.
Dieses f hat offenbar keine Fixpunkte, weil aus z = 0 sofort p = 4xy folgen würde, was nicht sein kann.

Schlielich bildet f die Lösungen in: T := {(x, y, z) ∈ S : z > 0} auf die Lösungen in S \ T ab, die z < 0 erfüllen.
Also vertauscht f die Vorzeichen von x− y und von z , und bildet somit auch die Lösungen in:

U := {(x, y, z) ∈ S : (x− y) + z > 0}

auf die Lösungen in S \ U ab.
Dafür müssen wir nur überprüfen, dass es keine Lösungen gibt, mit (x− y) + z = 0.
Aber die gibt es nicht, weil daraus sofort p = 4xy + z2 = 4xy + (x − y)2 = (x + y)2 folgen würde. Was liefert uns
nun die Analyse von f ? Die hauptschliche Beobachtung ist, dass f die Mengen T und U mit ihren Komplementen
S \ T bzw. S \ U in Bijektion setzt; deshalb haben T und U beide die halbe Kardinalitaet von S also haben T und U
dieselbe Kardinalität.

2. Die zweite Involution, die wir betrachten wollen, lebt auf der Menge U :

g : U → U, (x, y, z)→ (x− y + z, y, 2y − z)

Zunächst überprüfen wir, dass dies überhaupt eine wohldefinierte Abbildung ist:
Wenn (x, y, z) ∈ U ist, dann gilt x− y+ z > 0, y > 0 und 4(xy+ z)y+ (2y− z)2 = 4xy+ z2 = p, also g(x, y, z) ∈ S .
Mit (x− y + z)− y + (2y − z) = x > 0 liefert dies g(x, y, z) ∈ U .

Weiterhin ist g eine Involution: g(x, y, z) = (xy + z, y, 2yz)
wird durch g auf ((xy + z)y + (2yz), y, 2y(2yz)) = (x, y, z) abgebildet.

Und schließlich hat g genau einen Fixpunkt: (x, y, z) = g(x, y, z) = (x− y + z, y, 2y − z)
gilt genau dann, wenn y = z ist.
Dann haben wir aber: p = 4xy + y2 = (4x+ y)y ,was nur für y = 1 = z und x = p−1

4 gelten kann.
Und wenn g eine Involution auf U ist, die genau einen Fixpunkt hat, dann hat U ungerade Kardinalität.

3. Die dritte Involution lebt auf der Menge T , und sie vertauscht einfach x und y:

h : T → T, (x, y, z)→ (y, x, z)

Diese Abbildung ist nun ganz offensichtlich wohldefiniert und sie ist eine Involution.
Wir kombinieren jetzt das Wissen, das wir aus den beiden anderen Involutionen abgeleitet haben:
T hat dieselbe Kardinalitt wie U , und die ist ungerade.
Aber da h somit eine Involution Auf einer endlichen Menge mit ungerader Kardinalität ist, hat jede Involution
mindestens einen Fixpunkt.
Es gibt einen Punkt (x, y, z) ∈ T, mit x = y, also eine Lösung von p = 4x2 + z2 = (2x)2 + z2

.
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