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1 Einleitung

Dieser Artikel beschéftigt sich mit dem Problem des Farbens von Karten. Der sogenannte
Vier-Farben-Satz besagt, dass die Gebiete jeder ebenen Karte so mit vier Farben gefirbt
werden konnen, dass Lénder, die eine gemeinsame Grenze besitzen, nicht mit der gleichen
Farbe gefiirbt sind. Der Beweis dieses Satzes wurde zwar bereits 1976 gegeben (Haken),
jedoch konnte dies nur mit Hilfe von Computern bewerkstelligt werden. Bis heute wurde
der urspriingliche Beweis zwar mehrfach verbessert, jedoch ist ein Beweis aus dem Buch
bisher nicht in Sicht.

Da man jedoch die schwécheren Versionen des Satzes fiir fiinf und sechs Farben beweisen
kann, sollen hier diese Beweise vorgestellt werden.



2 Definitionen

2.1 Graph

Ein Graph G = (V, E) besteht aus einer Menge V' (engl. vertices) von Knoten/Ecken
und einer Menge F (engl. edges) von Kanten.

2.2 planare/ebene Graphen

Man nennt einen Graphen planar, wenn er sich in der Ebene (oder auf der Kugelober-
flaiche) zeichnen lésst, sodass sich keine Kanten {iberschneiden. Ist ein Graph bereits in
einer solchen Darstellung, so nennt man ihn eben. Dann zerlegt dieser ebene Graph die
Ebene (oder Sphére) in eine endliche Anzahl von Gebieten. Dazu gehort insbesondere
auch das duflere (unbeschriankte) Gebiet.

2.3 Der Dualgraph

Den Dualgraphen G* zu einem Graphen G = (V, E) konstruiert man, indem man in
jedes Gebiet von G einen neuen Knoten legt und anschlieBend die Knoten benachbarter
Gebiete durch Kanten verbindet, welche die gemeinsamen Kanten der Gebiete schneiden.

2.4 Der Grad eines Knotens

Unter dem Grad eines Knotens v versteht man die Anzahl der Kanten, die von v ausge-
hen. Dabei werden Schlingen, also Kanten, die einen Knoten mit sich selber verbinden,
doppelt gezahlt.

2.5 einfache Graphen

Man bezeichnet einen Graphen als einfach, wenn er keine Mehrfachkanten und Schlingen
hat. D.h. es gibt keine Kanten, die einen Knoten mit sich selber verbinden und maximal
eine Kante, die zwei Knoten v1,v9 € V verbindet.



3 Die Eulersche Polyederformel

3.1 Satz und Beweis

Satz Fiir jeden zusammenhingenden ebenen Graphen G mit n Ecken, e Kanten und f
Gebieten gilt

n—e+f=2

Beweis Sei T’ C FE eine minimale Kantenmenge, die alle Knoten von G verbindet. Dann
nennt man 7" auch Kantenmenge eines aufspannenden Baums. Da T minimal ist, enthélt
der von T erzeugte Untergraph also keine Kreise.

Bilde nun den Dualgraphen G* zu G und betrachte die Kantenmenge 7™, welche den
Kanten G\ T entspricht. D.h. T* sind genau die Kanten von G*, die keine Kante aus T’
schneiden.
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Abbildung 1: Beispiel fiir einen Graphen mit Dualgraphen (gestrichelt), sowie 7" und T*
(jeweils dicker gezeichnet)

Es ldsst sich nun schnell erkennen, dass 7™ ein aufspannender Baum fiir G* ist. Da-
zu geniigt es zu zeigen, dass T alle Knoten von G* (also alle Gebiete von G) verbindet
und keine Kreise enthélt. Zeige dies durch Widerspruch:

e Angenommen es gibe einen Knoten von G*, der nicht durch T* verbunden wire.
Dann existiert ein Kreis von 7" um den Knoten, da T™ nach Definition jede Kante
aus E \ T schneidet. Da T jedoch so gewéhlt wurde, dass der Untergraph keine
Kreise enthélt, kann es also keinen solchen Knoten geben.

e Angenommen 7™ wiirde einen Kreis enthalten. Dann ldge in dem Gebiet innerhalb
des Kreises ein Knoten aus G. Da T und T™ sich nicht kreuzen, konnte dieser



Knoten von G somit nicht durch T verbunden sein. Da T jedoch so gewéhlt wurde,
dass T jeden Knoten von G verbindet, kann T™ also keinen Kreis enthalten.

Nun sind also 7" und T™ aufspannende Bdume von G und G*. Fiir Baume gilt die folgende
Gleichung:
n=e+1 (1)
Dies kann man sich folgendermaflen iiberlegen: Wahle zunéchst einen beliebigen Knoten
als Wurzel des Baumes. Dann gibt es fiir jede Kante, die von der Wurzel weggeht genau
einen Knoten am Ende der Kante, da eine Kante immer genau zwei Knoten verbindet.
Fiir jede Kante, die von diesen Knoten weggeht, gilt das gleiche. Also gibt es fiir jeden
Knoten abgesehen von der Wurzel genau eine Kante. Nach (1) gilt also fiir 7" und 7™
n=er+1 (2)
f=er-+1 (Dang- genau die Anzahl der Gebiete von G ist) (3)

T* wurde so definiert, dass die Kanten genau den Kanten in '\ T entsprechen. Also gilt
automatisch

er +er- =e€ (4)
Addiere nun (2) und (3)

1
n+f:(€T+1)+(€T*+1):€T+€T*+2(:)€+2

Daraus ergibt sich somit direkt die gesuchte Formel

n-e+f=2

3.2 Folgerungen

Nun kénnen aus der Eulerschen Formel einige Aussagen iiber den Durchschnittsgrad von

Knoten eines Graphen gefolgert werden. Dazu sei n; die Anzahl der Knoten von Grad 1.
Dann gilt offenbar

n=ng+mny+ng+ns+.. (5)

Z deg(v) = ny + 2n2 + 3ng + ... (6)

veV

Und da fiir jeden Knoten nur die ” Kantenenden” gezdhlt werden und somit jede Kante
genau zweimal gezdhlt wird, gilt auch

2e = n1 + 2n9 + 3n3 + ... (7)



Aus (5), (6) und (7) folgt also fiir den Durchschnittsgrad

= (3)

Sei nun f; die Anzahl der Gebiete, die von genau ¢ Kanten begrenzt werden. Dann
gilt

f=ftftfi+.. (9)

Und da jede Kante genau zwei Gebiete begrenzt

% = 3f3 + 4fs + 5f5 + ... (10)
Also gilt die Abschétzung
2¢ —3f <0
=3e—3f<e (11)

Nun kénnen wir also den Durchschnittsgrad durch (8) und (11) abschétzen.

d= <

2e (11) 6n — 12
G er =2 6 (12)
n n
Da der Durchschnittsgrad d < 6, gibt es also mindestens einen Knoten v € V mit
deg(v) < 5.
Nun kénnen wir anfangen das eigentliche Problem der Farbung von Graphen zu betrach-
ten.



4 Der Fiinf-Farben-Satz

4.1 Ubergang von Karten zu Graphen

Um nun das Problem der Farbung von Karten auf Graphen zu iibertragen, bildet man
zu jeder Karte einen Graphen, indem man vorgeht wie bei der Bildung des Dualgraphen.
Man platziert also in jedem Gebiet der Karte einen Knoten und verbindet die Knote be-
nachbarter Gebiete so, dass die Kanten genau die Grenzen der Lénder schneiden. Nun ist
das Farben der Gebiete dquivalent zum Férben der Knoten des entstandenen Graphen,
sodass Knoten, die mit Kanten verbunden sind, nicht die gleiche Farbe erhalten.

Dabei erhélt man offenbar automatisch einen ebenen Graphen. Wir kénnen auf entstan-
dene Doppelkanten verzichten, da diese keinen Einfluss auf das Problem haben. Zudem
erhalten wir keine Schlingen, da kein Gebiet sein eigener Nachbar sein kann. Wir erhal-
ten also einen einfachen Graphen und koénne somit die Folgerungen aus der Eulerschen
Polyederformel anwenden.

4.2 Beweis fiir sechs Farben

Zunichst wollen wir also zeigen:
Behauptung Jeder ebene Graph ist 6-farbbar.

Beweis per Induktion nach n

TA: fiir Graphen mit n < 6 ist das Problem trivial.

IS: Nehme nun an, dass die Behauptung fiir jeden Graphen mit k Knoten gilt

Sei nun G = (V, E) ein Graph mit £ + 1 Knoten. Dann gibt es nach (12) mindestens
einen Knoten mit Grad < 5. Bezeichne diesen Knoten mit v. Bilde nun den Graphen
G’ = G\ v. Dalfiir entfernt man aus G den Knoten v und alle Kanten, die v mit anderen
Knoten verbinden. Nach Induktionsvoraussetzung ist G’ also 6-farbbar. Féirbe also G’
und fiige v wieder ein. Da v maximal 5 Nachbarn hat, bleibt also mindestens eine Farbe
iibrig, um die Farbung von G’ zu einer giiltigen Firbung von G fortzusetzen.

O

4.3 Listenfarbung

Angenommen, im Graphen G = (V, E) ist fiir jeden Knoten v € V ist eine Menge C(v)
von Farben gegeben. Als Listenfirbung bezeichnet man eine giiltige Farbung

c:V— | JICWw)

veV
mit

c(v) e Cv)Vv eV



Die listenchromatische Zahl x,(G) ist die kleinste Zahl k, sodass fiir jede Liste von
Farbmengen C(v) mit |C(v)| =k V v € V eine Listenfarbung existiert.

Analog bezeichnet man die zuvor betrachtete Anzahl von Farben, die benotigt werden,
um einen Graphen G = (V, E) zu férben als die chromatische Zahl x(G).

Man kann sich iiberlegen, dass fiir jeden Graph x(G) < x,(G) gilt.
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Abbildung 2: Ein Beispiel mit x(G) =2 und x,(G) > 2

4.4 Trigonalisierte Graphen

Man nennt einen Graphen G(V, E) fast—trigonalisiert, wenn alle beschrinkten Gebiete
Gebiete einer Einbettung durch Dreiecke begrenzt werden. Das bedeutet, dass jedes
Gebiet innerhalb des Graphen durch genau drei Kanten begrenzt wird. Man nennt einen
Graphen trigonalisert, wenn das sogar fiir das &uflere unbeschréinkte Gebiet gilt.

Man kann sich iiberlegen, dass man jeden Graphen durch hinzufiigen von Kanten fast-
trigonalisieren kann (sogar trigonalisieren, aber diese Tatsche wird spéter fiir den Beweis
benotigt).

4.5 Beweis fur funf Farben

Nun wollen wir beweisen, dass jeder Graph 5-farbbar ist. Dies ist jedoch nur ein
Spezialfall der 5-listenfarbbarkeit, wenn fiir jedes v € V die gleiche Farbmenge von 5
Farben zur Verfiigung steht. Also ist der 5-Farben-Satz bewiesen, wenn diese stérkere
Aussage gezeigt wird.



Satz Alle ebene Graphen G konnen 5-listengefirbt werden:

X, (G) <5

Beweis Zunichst kann man sich iiberlegen, dass weder die listenchromatische Zahl
X,(G) noch die chromatische Zahl x(G) durch hinzufiigen von Kanten kleiner werden
kann. Also kénnen wir ohne Einschrankung davon ausgehen, dass der betrachtete Graph
zumindest fast-trigonalisiert ist und somit eine sogar stirkere Behauptung beweisen. Sei
also G = (V, E) ein fast-trigonalisierter Graph und B der Kreis, der das &uflere Gebiet
begrenzt. Zudem wollen wir ein paar weitere Einschrankungen fiir die Farblisten vorge-
ben:

1. Zwei benachbarte Ecken z,y auf B sind bereits mit zwei verschiedenen Farben «
und (3 gefirbt.

2. |C(v)| = 3 fiir alle anderen Knoten v auf B.
3. |C(v)| = b fiir alle Ecken v im Inneren.

Nun kénnen wir den eigentlichen Beweis beginnen. Wir werden wieder Induktion nach
der Anzahl n der Knoten verwenden.

TA: Fiir n < 3 ist die Aussage offensichtlich.

IS: Nehme nun also an, dass die Behauptung fiir < k& Knoten gilt und zeige, dass daraus
die Aussage fiir k£ + 1 Knoten folgt. Dafiir werden wir nun zwei Félle unterscheiden:

Fall 1: Nehme an, dass der Kreis B eine Sehne hat. Das bedeutet, dass es eine Kante
gibt, die nicht zu B gehort, aber zwei Knoten u,v € B verbindet. Betrachte nun die
dadurch entstandenen Untergraphen.

Sei By der Abschnitt des Kreises B zwischen den Knoten u, v auf dem x und y liegen. Be-
zeichne den anderen Kreisabschnitt als By. Sei G der Untergraph, der durch By U {u, v}
begrenzt wird und die Knoten z,y,u und v enthélt. Dann ist G fast-trianguliert und
erfiillt offenbar die Bedingungen 1, 2 und 3. Somit ist er nach Induktionsvoraussetzung
5-listenfirbbar. Weise den Knoten u, v die Farben ~,§ zu.

Betrachte nun den Untergraphen Go, der durch By U{u,v} begrenzt wird. Nun sind auf
diesem Kreis zwei bereits gefirbte, benachbarte Knoten u,v. Somit sind auch fiir G5 die
Voraussetzungen erfiillt und die Farbung kann giiltig fortgesetzt werden.

Damit ist G also 5-listenfiarbbar.
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Abbildung 3: G im Fall 1

Fall 2: Betrachte nun den Fall, dass B keine Sehne hat. Auf B hat z bereits den (3
gefarbten Knoten y als Nachbarn. Bezeichne den anderen Nachbarn mit vg. Bezeichne
weiter den Nachbarn von v auf B mit w und die benachbarten Knoten im Inneren mit

{'1)1, ...,Ut}.
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Abbildung 4: G im Fall 2

Entferne nun den Knoten vy und alle seine Kanten aus G. Bezeichne den dadurch ent-
standen Graphen mit G’ = G \ vp. Dann ist G’ offenbar fast-trianguliert und wird von
dem Kreis B' = (B \ vg) U {v1,...,v:} begrenzt. Da |C(vp)| > 3, gibt es also auf jeden
Fall zwei Farben 7,0 € C(vg) mit v, # a. Verdndere nun die Farblisten der v; in &,
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durch C'(v;) = C(v;) \ {7, d}. Dann sind offenbar fiir G’ wieder die Voraussetzungen 1, 2
und 3 erfiillt, da x und y immer noch auf B’ sind (1.), fir alle Knoten im Inneren immer
noch |C(v)| = 5 gilt (3.) und jetzt fiir die neuen v; auf B’ auch |C(v)| > 3 gilt (2.). Also
kann der Graph G’ nach Induktionsvoraussetzung 5-listengefirbt werden. Dabei wird
hochstens eine der beiden Farben «,d fiir w verwendet. Da z mit a # 7,9 gefirbt ist
und alle anderen Nachbarn die v; sind und diese nicht mit v oder § gefarbt sein kénnen,
bleibt also fiir v9 mindestens eine der beiden Farben iibrig. Also kann vy wieder eingefiigt
werden und die Fiarbung von G’ zu einer giiltigen Fiarbung von G fortgesetzt werden.
Also ist G auch in diesem Fall 5-listenfarbbar.
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