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1 Einleitung

1.1 Vorstellung des Problems

In diesem Artikel soll es um eine Losung des 3. Hilbertschen Problems gehen. Hierfiir
wird das entsprechende Kapitel aus dem Buch der Beweise von Aigner und Ziegler
vorgestellt

Der herausragende Mathematiker David Hilbert stellte im Rahmen eines Vortrags
auf einem Mathematikerkongress 1900 in Paris eine Liste mit 23 seiner Meinung nach
bedeutenden Promblemen der Mathematik vor. Darunter das dritte dieser Probleme,
welchs sich mit der Zerlegung von Polyedern beschéftigt.

Das Problem wurde von Hilberts Schiiler Max Dehn bereits im Jahre 1900 zum Teil
und im Jahr 1902 vollstandig gelost.

Die Losung die hier vorgestellt wird ist allerdings eine iiber die Jahre vereinfachte
Variante.

Hilberts Problem wird im Buch folgendermaflen zitiert.

wzwet Tetraeder gleicher Grundfiiche und gleicher Hohe anzugeben, die
sich auf keine Weise in kongruente Tetraeder zerlegen lassen und die sich
auch durch das Hinzufiigen kongruenter Tetraeder nicht in solche Polyeder
erginzen lassen, fiir die ihrerseits eine Zerlequng in kongruente Tetraeder
maglich ist.“

Fiir die Verstédndlichkeit des Problems werden zunéchst einige Begriffe erklart, die
fiir das Versténdnis des Problems selber und der folgenden Losung benttigt werden.

1.2 Begriffserklarung
1.2.1 Kongruenz

Zwei Polyeder heiflen kongruent, falls zwischen ihnen eine Kongruenzabbildung exis-
tiert, welche eine Verkniipfung von Translation, Spiegelung und Rotation sein kann.
Anschaulich bedeutet dies, erkliart anhand zweidimensionaler Polygone, dass man den
einen so verschieben, spiegeln und drehen kann, dass er den anderen genau iiberdeckt.

1.2.2 Zerlegungsgleichheit

Der Begriff Zerlegungsgleichheit wird im folgenden mit ZG abgekiirzt. Die formale
Definition lautet.

Zwei Polyeder P,Q sind ZG, wenn man sie in endliche Mengen von Poly-
edern P, U---UP, bzw. Q1 U ---UQ,, zerlegen kann, so dass P; und Q;
fiir jedes 1 < ¢ < n kongruent sind.



Abbildung 1: Zerlegung eines Qudrates und eines Vierecks von Henry Dudeney(1902)

1.2.3 Erganzungsgleichheit

Die Ergéanzungsgleichheit, im folgenden mit EG abgekiirzt, wird folgendermaflen defi-
niert.
Zwei Polyeder P,Q sind EG, wenn es ZG Polyeder P = P}/ U---U P/ und
Q=Q/U---U Q! gibt, die Zerlegungen unter Verwendung von P und Q
von der Form P = PUP/U---UP/, und Q = QUQiU---UQ,, haben,
wobei P} und @}, kongruent sind fiir alle k.

P=PUPU---UP, Q=QUQiU---UQ,
P @
P Q
Py Q@
P=P/u---uP! Q=Q/u---ug?
P Py Q3 Qi
P P QY Q3

Abbildung 2: Beispiel zur Ergidnzungsgleichheit zweier Polygone



1.2.4 Kanten(abschnitte)

Wenn an einem Polyeder eine Zerlegung vorgenommen wird haben die Teilpolyeder im
inneren Kanten. Wenn diese Kanten und Ecken anderer Polyeder beriihren, werden sie
in Kantenabschnitte Eingeteilt. Bei zweidimensionalen Polygonen kénnen nur Ecken
zur Aufteilung in Kantenabschnitte fithren, bei Polyedern im Raum hingegen ist dies
auch durch andere Kanten moglich.

1.2.5 Diederwinkel

Die Winkel zwischen den Fléchen eines Polyeders werden Diederwinkel genannt. Die
Diederwinkel in einem Quadrat oder Quader sind zum Beispiel alle 7. In einem Prisma
mit einem gleichseitigen Dreieck als Grundfliche hat man die Diederwinkel § zwischen

den Aussenflichen und der Grundfléche, sowie § zwischen den Aussenflichen.

Abbildung 3: Quadrat und Prisma mit den beschriebenen Diederwinkeln

2 Lo6sung des Problems

2.1 Einige Lemmata zur Konstruktion der Losung

Nach der Kliarung der Begriffe ldsst sich Hilberts Problem nun folgendermafien be-
schreiben. Aufgabe ist es, zwei Tetraeder zu finden, die zwar die gleiche Hohe und
die gleiche Grundfliche haben, aber nicht ZG oder EG sind. Dass zwei Tetraeder,
die die beiden Eigenschaften hétten die gleiche Grundfliche und Hohe und damit das
gleiche Volumen haben miissten ist klar. Die Frage ob es zwei solche Tetraede gibt,
die nicht ZG oder EG sind ist allerdings nicht klar, da in der Ebene den Satz von Bo-
lyai Gerwien gilt, der besagt, dass ebene Polygone mit gleicher Fliche ZG und EG sind.



Um zum Schluss 2 Tetraeder mit der gesuchten Eigenschaft zu konstruieren werden
im Folgenden einige Lemmata aufgestellt und bewiesen.

2.2 Perlen-Lemma

Wenn zwei Polyeder P und Q ZG sind, dann kann man die Kantenab-
schnitte in den Zerlegungen P = PLU---UP, und Q@ = Q1 U---UQ, so
mit einer positiven Zahl von Perlen belegen (ihnen eine positive natiirliche
Zahl zuweisen) dass jede Kante eines Bruchstiickes Py, dieselbe Anzahl von
Perlen enthdlt, wie die entsprechende Kante von Qp

Wie man sich so eine Aufteilung mit Perlen vorstellen muss, zeigt die Abbildung 4.

Q3 Ql

O=0-0 O

Q2 Qs

Abbildung 4: Die Figuren P, Q aus dem Beispiel zur Ergdnzungsgleichheit, diesmal in
zerlegter Form

Beweis: Wie auch in Abb. 4 zu sehen weist man den einzelnen Kantenabschnitten s;
die Perlen zu, diese konnen wir auch als Zahlen, bzw. Variablen x; auffassen. Dies tun
wir fiir alle Kantenabschnitte. Summiert man die Perlen auf den Kantenabschnitten
einer Kante auf , muss, damit das Perlen Lemma gilt, die Summe aller Perlen auf den
Abschnitten der entrsprechenden Kante in der anderen Figur, die gleich sein. Damit
erhalten wir fiir jede Kante eine Gleichung der Form

> wi— Y y;=0
i:s;Ce JisiCe’

Es ergibt sich also ein Gleichungssystem, sodass wenn dieses eine Losung mit natiirlichen
Zahlen besitzt, das Perlen-Lemma bewiesen ist. Nun ist anzumerken, dass, da die ein-
zelnen Polyeder in den Zerlegungen kongruent sind, deren Kanten die gleiche Lénge



haben und somit diese Langen das Gleichungssystem losen. Da die Léngen aber auch
reell sein kénnen braucht man zum Beweis noch das folgende Lemma.

2.3 Kegel-Lemma

Wenn ein System von homogenen Linearen Gleichungen mit ganzzahligen
Koeffizienten eine positive reelle Lisung hat, dann hat es auch eine positive
ganzzahlige Lisung.

Beweis: Zuerst einmal spezifiziert man die Menge, der positiven reellen Losungen
eines Systems von homogenen Linearen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten.

C={zxeR": Az =0,z > 0}

Ist dieses nicht leer, so ist folgende Menge ebenfalls, nicht leer, da die Losungsmenge ei-
nes linearen Gleichungssystems ein Vektorraum ist und die Multiplikation einer Losung
mit einem positiven Skalar weiterhin eine Losung ist.

C={reR": Az =0,z > 1}

Weiterhin reicht uns eine Losung mit rationalen Eintrdgen, da die Multiplikation aller
FEintrage mit dem kleinsten gemeinsamen Nenner, eine ganzzahlige Losung liefert. Nun
ist anzumerken, dass folgende Aquivalenz besteht.

a%zO@a%ZO, atx <0

Die Gleichung Az = 0 ist also dquivaltent zur Gleichung A’z = 0 wobei A’ aus A und
—A {iibereinander geschrieben besteht. Damit ist das Problem weiter verallgemeinert
zu der Frage, ob folgendes System eine rationale Losung besitzt, wenn es eine reelle
Losung besitzt.

Ax > bz >1

Hier kann b nun eine beliebige ganze Zahl sein. Nun ist A € ZM*N und der Beweis
wird mittels Indunktion tiber N gefiihrt.
a by
TA Sei N = 1 das Gleichungssstem ist also der Form N . Nun
am by
existiert eine reelle Losung fiir x, setzt man diese ein erhélt man mehrere echte Un-
gleichungen und/oder Gleichungen. Falls sich eine solche Gleichung a;z = b; ergibt
so ist x = Z—T € Q und die Induktionsannahme wire bewiesen, man kann also da-
von ausgehen, dass nur echte Ungleichungen vorliegen. Diese Ungeleichungen kénnen
folgendermaflen, je nach Vorzeichen von a; umgestellt werden.

b; i
x; > — oder x; < —
aj a;



x besitzt also obere und/oder untere Schranken, nun liegt aber zwischen einer reellen
Zahl und einer rationalen immer eine weitere rationale. Betrachtet man also die kleinste
obere und gréfite untere Schranke fiir x, liegt zwischen x und diesen jeweils ein Bruch.

b; T b
Al i
a; q S ;

Damit ist die Induktionsannahme gezeigt.

IS Sei A € ZM*N+1 und das Kegel Lemma gelte fir B € ZM*N Das Gleichungs-
system ist nun der Form

aiy - GIN41 T by

v

ami ° GMN+1 TN+1 bar

Durch Einsetzen der existierenden reellen Losung ergeben sich wieder echte Unglei-
chungen und/oder Gleichungen. Falls es eine Gleichung gibt, kann man diese nach

zn + 1 umstellen.
by —anxi — - —aiNTN

IN4+1 =
AiN+1

Setzt man fiir 11 nun den Bruch ein, erhilt man ein System in N Variablen und die
Induktionsannahme greift. Man kann sich also wieder darauf beschréanken, dass nur
echte Ungleichungen vorliegen. Diese kénnen aber wieder umgestellt werden. Sodass
folgende Gleichungen entstehen.

ANF1TN+1 > b1 — @121 — - — aINTN

AMN+1TN4+1 > by — apiz1 — - —aMNTN

Wie vorher liegen nun zwischen diese reellen Zahlen (reell wegen der x;) wieder ratio-
nale Zahlen.

b1
AIN4+1TN+1 > qf > by —anr — - —aINTN
1
Pm
AMN4+1TN+1 > 1 >by —ayir1— - — AUNTN
M

Der rechte Teil ist ein System in N Variablen und hat nach Induktionsannahme eine
Losung, der linke Teil ist ein System in 1 Variable. Dass dieses eine Losung hat, wurde
bereits gezeigt.



2.4 Bricardsche Bedingung

Mit dem Perlen-Lemma ist es nun moglich die Bricardsche Bedingung zu beweisen,
anhand derer schlussendlich die zwei bené6tigten Tetraeder konstruiert werden konnen,
sie lautet folgendermafien.

Wenn zwei 3-dimensionale Polyeder P und () mit Diederwinkeln aq, . .., a
bzw. B1,...,0s zerlegungsgleich sind, dann gibt es positive ganze Zahlen
m;, n; und eine ganze Zahl k mit

miey + -+ mpoy, :n161+"'+nsﬂs+kﬂ-
Dasselbe gilt auch, wenn P und @ nur ergdnzungsgleich sind.

Beweis: Der Beweis wird fiir Zerlegungsgleichheit und Ergénzungsgleichheit getrennt
gefithrt, da fiir den Beweis bei Ergédnzungsgleichheit Teile des Beweises fiir die Zer-
legungsgleichheit benotigt werden wird die Bedingung zuerst fiir Zerlegungsgleichheit
bewiesen. Unter der Annahme, dass P und Q ZG sind kénnen wir die entsprechende
Zerlegung vornehmen und den Kantenabschnitten gemifl Perlen-Lemma Perlen zu-
weisen. Nun betrachtet man fiir alle Polyeder in der Zerlegung die Diederwinkel und
summiert sie auf und zwar fiir jeden Polyeder und jede Perle.

Nun werden Fille unterschieden, mit welchem Winkel eine Perle insgesamt in diese
Summe miteinfliefft, je nachdem auf was fiir einer Kante sie liegt. Sie kann auf einer
Kante der urspriinglichen Polyeder P und Q liegen (Fall 1), Auf einer Kante im inne-
ren, die Kante von mehreren Polyedern der Zerlegung ist, so dass sie nicht auf einer
Fléche eines anderen Polyeders liegt (Fall 2), oder, so dass sie dies tut (Fall 3).

Man erkennt schnell, dass sich alle Diederwinkel in Fall 1 zum Diederwinkel der ur-

Abbildung 5: Beispiel fiir die moglichen Fille von Diederwinkeln an einer Perle

spriinglichen Form, die Diederwinkel in Fall 2 zu 27 und in Fall 3 zu 7 aufsummieren.
Liegt eine Perle auf einer Kante, die auf einer Fliache des Urspriinglichen Polyeders
liegt, so ist dies wie Fall 3 zu betrachten. Da die einzelnen Polyeder, die in die Summe



reinspielen aber alle Kongruent sind und auf den Kanten die gleiche Zahl von Perlen
liegt, miissen die Summen gleich sein. Man erhélt.

miay + -+ meay. Fkim=n1P1 + -+ ngBs + kom

miay + -+ meay =n1f+ e+ nsfBs + (ko — ky)m
Das setzen von k = ko — ky zeigt die Bricardsche Bedingung fiir Zerlegungsgleichheit.

Um zu zeigen, dass die Bricardsche Bedingung ebenfalls bei Ergdnzungsgleichheit gilt
kann man die Zerlegung nur fiir die ergénzten Figuren P und Q betrachten. Bei diesen
werden wieder Perlen auf die Kantenabschnitte gelegt, aber auf die Aussenkanten von
P und Q werden in allen Zerlegungen die gleiche Anzahl an Perlen gelegt, was im
Beweis zum Perlen-, bzw. Kegel-Lemma nicht zu Problemen fithrt. Nun sei 2/1 die

Summe an Diederwinkeln in P = PUP]U---U P/, baw Z; nQ=QuUQ,uU---uUQ

n’

weiterhin betrachten wir le die Summe an Diederwinkeln in P = P}/ U---U P/ und

2,2, die Summe in Q = QY U---UQ",. Aus dem Beweis fiir Zerlegungsgleichheit ist

m*
bekannt, dass Z;’ = Z; Da le und lel die Zerlegung des gleichen Polyeders in
unterschiedliche Stiicke beschreibt und auf den Aussenkanten in beiden Zerlegungen
die gleiche Zahl an Perlen liegt, unterscheiden sie sich nur um ein Vielfaches von T,
da die Diederwinkel des urspriinglichen Polyeders gleich oft in die Summen einflieflen.

Dies gilt ebenfalls fiir 3, und 3, . Man erhilt also.

Zl = ZQ » SOW1E Zl = Zl +l171' und Zg = Zg +127T
Dies kann man umstellen zu. , ,
X=X, e
2 1
Da bekannt ist, dass P und @ um kongruente Stiicke ergdnzt wurden, auf deren Kan-
ten in den Zerlegungen die gleiche Zahl an Perlen liegt, kann man die Beitrige der
kongruenten Pi,..., P, und Q1,...,Q, auf beiden Seiten abziehen und {ibrig bleiben

die Diederwinkel von P und @, sowie der Summand I7 und die Bricardsche Bedingung
ist auch fiir Ergénzungsgleichheit gezeigt.

3 Konstruktion der Losung

Mithilfe der Bricardschen Bedingung kann man folgendes erkennen. Wenn fiir 2 Tetra-
eder die Gleichung

miay + -+ mpae =P+ ngfs +kr

nicht gilt, so kénnen diese nicht ZG oder EG sein. Nun miissen nur 2 Tetraeder gleicher
Grundfliche und Hohe gefunden werden, die diese Gleichung nicht erfiillen koénnen.
Fiir Tetraeder 1 werden 3 orthogonal aufeinander stehende, sich aber in einem Punkt



Abbildung 6: 2 Tetraeder, die das Problem 16sen

beriihrende Geraden der Lénge u genommen, fiir Tetraeder 2 nimmt man ebenfalls
3 orthogonale Geraden der Linge u, diese liegen aber nicht alle aneinander. Dass
Grundfliche und Hohe beider Tetraeder iibereinstimmen ist offensichtlich. Nun liegen
in Tetraeder 2 die Diederwinkel 7, Zund7 vor. In Tetraeder 1 gibt es die Diederwinkel
5 zwischen den Boden und den beiden im Bild hinteren Seiten, sowie ¢ zwischen der im
Bild vorderen Seite und den iibrigen. Dieser kann mittels Pythagoras leicht berechnet
werden und betrigt arccos(%). Um die Bricardsche Bedingung zu erfiillen, miisste es

m;,n; geben mit
T T

):nlz+n2*+n3*
2 3 4

T 1
m 5 + ma arccos(%
ma arccos(%) (np —my) ns  mgy

- -T2 tita
Da allerdingls im Kapitel des Buches iiber einige Irrationale Zahlen bewiesen wurde,
dass arccos(ﬁ)

=

irrational ist und auf der rechten Seite der Gleichung nur rationale
Zahlen stehen kann die Bricardsche Bedingung nicht erfiillt werden, ergo sind die
beiden Tetraeder nicht ZG oder EG und Hilberts 3. Problem vollsténdig gelGst.
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