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1 Einleitung

Wir betrachten in diesem Kapitel des Buches "Das Buch der Beweise"die Partialbruch-

zerlegung des Kotangens, die von Euler bewiesen wurde:

1 1
_|_
r+n xr—n

WCOt?T.I:%-l—i( ) (r e R\Z)
n=1

Dies kénnen wir auch eleganter schreiben als:

N

1
mcotmx = lim E
N—o0 N Tr+n
n=-—

(1)

Wir werden (1) mit einer Idee von Gustav Herglotz beweisen, dem "Herglotz-Trick".



2 Beweis

Fiir den Beweis definieren wir zuerst zwei Funktionen, f und g:

1
r+n

N
f(x) =mwcot Tz g(z) = ]\;gnoo ZN

Als erstes werden wir jetzt fiir diese beiden Funktionen gemeinsame Eigenschaften
erarbeiten.

2.1 Stetigkeit

Wir wollen als erstes zeigen das f und g fiir alle 2 € R\Z definiert sind und in diesen
Werten stetig sind. Fiir f ist dies klar:

f(x) = meot mr = wSEIL st fiir alle x € R\Z definiert und stetig, da sin7a # 0 fiir
x ¢ 7.

Wir werden erstmal (1) umschreiben indem wir benutzen dass:

1 n 1 z—n4+zxz+4+n 2x 2x
r+n x-n (r4+n)(z—n) 22-n2  n2-— 22
Somit haben wir also:
1 ad 2x
Wcoth:E—Zm (2)

n=1

Fiir g miissen wir also zeigen dass g(z) = 1 — 3> | —2% in allen x € R\Z definiert

n=1 'V’L2_
und stetig ist. Da x # 0 und n? — 22 # 0 fiir # ¢ Z ist g in diesen Werten definiert.
Wir wissen auch das fiir z # 0, % stetig ist, und wir kénnen den zweiten Teil so
umschreiben:
21 = 1
Zn2—m2 :2562”2_372
n=1 n=1

Da auch 2z stetig ist miissen wir nur noch die Stetigkeit von

0o
Z :
2 2
n X
n=1

iiberpriifen:



Wir wollen die Stetigkeit von g in einem Punkt zq € (m,m + 1), wobei m € Z. Sei
e < 0. Da die Reihe Y7, ﬁ konvergiert:

> 1 €
3n0>122m<§
n=no

Nun kénnen wir schreiben:
oo
1 1 1
Y= > St ) -

= 2 2 2
n=1 n<maw{ng, kL (mt12414 miil (min2eiy

n>maz{ng,

Wenn wir die erste Summe betrachten, stellen wir fest dass es sich um eine endliche
Summe von stetigen Funktionen handelt, wir konnen also unser d so wahlen, das fiir
x € (mg — 0, g + 0) gilt:

> : > <
n2 — 12 n?—xz3 3
m +1 <m+1>2+1} m +1 (m+1)2+1}

n<maz{no, n<maz{nog,

Fir die zweite Summe beachten wir dass:

m?>+1 (m+1)2+1
2 7 2
= 2n — 1 > max{m?, (m + 1)*

n > maxz{ng,

N

=2n—1>x

und somit:
oo
3 o<y ol
- < - =
n? — 2 (n—1)2 "3
n>maz{no, m2+1 (m+1)2+1} n=ngo
Zusammen haben wir dann:
i : > :
2 2 Z 2 2
n? — n? —
n=1 z n=1 IO

2 2
némam{no,mTH,W}

1 1
T Z a2 Z w_Z <°

n>ma{ng, mytL (mED2ELY n>magz{ng, Myl D21y
< ° < €
3 3

also ist auch >_>7 — stetig und somit ist gezeigt das g stetig auf z € R\Z.

n=1 77,2



2.2 Periodizitat

Wir wollen als néchstes zeigen dass f und g periodisch sind mit Periode 1, also dass
flx+1)= f(z) und g(x 4+ 1) = g(x), Vz € R\Z.

Fiir f haben wir:
fl@+1) =ncot(rx + m) = weot mx = f(x),

da Kotangens Periode 7 hat. Also ist f periodisch mit Periode 1.

Fiir g betrachten wir zunéchst:

Moo
on (@) = Z r+n
n=—N

Dann ist:
al 1 PES | 1 1
gn(z+1) = Z x—l—l—i—n: Z x+n:gN_1(x)+x+N+x+N+1
n=—N n=—N+1
Es folgt:
. . 1 1 .
glatl) = lim gy(z+1) = lm (gy-1(2)+ ——ot-——7) = lim gn_1(z) = g(z)

und somit ist auch g periodisch mit Periode 1.

2.3 Die Funktionen f und g sind ungerade
f und g sind ungerade Funktionen, also ist f(—z) = —f(z) und g(z) = —g(x).

Fir f haben wir:

f=) = meot(—me) = m ST _p COOTE ot — —f(a)
sin(—mx) —sinnz

also ist f ungerade.

Fiir g betrachten wir:

N 1 N 1 Moo
g (=) = Z —ern: Z Tr-n Z z+n:_gN<x)
n=—N n=—N n=—N

und da wir wissen dass

g(=z) = lim gn(—z) = lim (—gn(z)) = —g(2)

N —oc0

und somit ist auch g ungerade.



2.4 Funktionalgleichung fiir f und g

Wir wollen zuletzt fiir f und g noch zeigen das sie die folgende Funktionalgleichung
erfiillen:

x z+1 T z+1
fFG)+1( ) =2f(x), 9(5) +9( ) = 2g(x)
2 2 2 2
Betrachten erneut zuerst f:

x x+1 cos == cos(ZE+ I) cos =¥ gin ZE cos?(Z2) — sin?(Z2)
T ) =gt ) = (e e me) = ™ cosrz)
2 2 sin 75 sin(%f + 5) sin 5 cos %5 sin(%7) cos( %)

cos(%5F + TF

=2mcotmax = 2f(x)

Uberpriifen jetzt noch die Funktionalgleichung fiir g indem wir erneut gy benutzen:

N N N

x rx+1 1 1 1 1
=)+ = + = -
oGy m 2 rmt 2 2 e )
N 2N
1 1 1 2 2
n;N(x+2n+x+2n+l) 7L=z_:2Nx—|—n+x+2N—|—l g (@)t N
Dann haben wir:
T r+1 2
— = 1i 2 —_—) =2
9(3) +9(=——) = Jlim ( gQN(x)+x+2N+1) g9(z)
Somit gilt die Funktionalgleichung fiir f und g.
2.5 Die Funktion h
Wir setzen nun:
1 < 2
h(z) = f(z) — g(z) ZWCOtﬂx—(;—Zm) (3)
n=1

Die Funktion h ist somit auch stetig in z € R\Z, sowie periodisch mit Periode 1,
ungerade und erfiillt ebenfalls die Funktionalgleichung;:

x r+1

h(5) +h(—

) = 2h(x)

Wir wollen nun h an den ganzen Zahlen analysieren und werden dafiir den Limes von
h(z) betrachten fiir z — 0. Betrachten dafiir zuerst:

. 1 . xcosx —sinzx . cosSx —zxsinx —cosx
lim(cotz — =) = lim ———— = lim .
z—0 x z—0 T sinT ~~z—0 T COST + SsInT




. —rsinz . —TCcosT —sinx 0
=lim —— = lim - =-=0
z—0 xcosx +sinx ~~~z—0 —xsinx + cosx + cosx 2

wobei wir zweimal die Regeln von de I’Hospital verwenden. Hieraus kénnen wir durch

eine Substitution y = £, also x = my und Multiplikation mit y erhalten dass:

T?

1
lim(cotz — —) = lim(mrcotmy — =) =0
x—0 €T y—0 Yy

Weiterhin haben wir dass die letzte Summe aus (3) auch gegen 0 konvergiert:

o0

woraus folgt dass lim,_,o A(2) = 0 und da h(x + 1) = h(z), also, da h periodisch mit
Periode 1 ist kriegen wir, dass:

lim h(z) =0 VneZ

r—n

Nun setzen wir h(z) = 0 fiir alle € Z. Somit ist h eine stetige Funktion auf R die die
Eigenschaften von f und g erbt. Also ist h auch ungerade, periodisch und erfiillt die
obige Funktionalgleichung.

Nun kommen wir zum letzten Schritt unseres Beweises:

Da h periodisch und stetig ist besitzt die Funktion ein Maximum m. Sei z( € [0, 1], so
dass h(zo) = m.

Mit der Funktionalgleichung kriegen wir:

1
h(%) + h(xO;_ ) = 2h(xg) = 2m
To o+ 1

= WD) =m= (")

Mit Iteration kriegen wir dann aber fiir alle n, dass:

Zo

h(2n

)=m

und wenn n — oo kriegen wir wegen der Stetigkeit: h(0) = m. Wir hatten aber schon
definiert dass h(0) = 0, also folgt daraus dass m = 0 und somit folgt:

h(z) <0 VreR
Da h ungerade ist gilt aber auch:

h(z) >0 Vr e R



und daraus folgt

h(z)=0 VreR
Somit haben wir also:
hz)=0
= f(z) —g(z) =0
= f(z) =g(z
Moo

= wcotmr = lim
N—oo ZN r+n
n=—



3 Beriihmte Folgerung

Wir werden nun noch eine Folgerung der Formel (1) betrachten, die die Werte der

Riemmanschen Zeta-Funktion in geraden positiven Zahlen betrifft:

o0
1
n=1
Wir werden nachvollziehen wie Euler 1755 die Reihe (4) behandelte:
Mit Hilfe der Formel (2):

oo
2z
WCOtWCC:*—E - |-z

x n?—x

n=1
o0
22%m?
rxcotmr =1— E S [Setzen y = 7wz
m2n? — iz

n=1
2

oo
Y
coty=1-2 —
y y T;ﬂ-QnQ_yZ

yeoty = 1_2Z7r2n2 1 (Z)2
n=1

™

Fiir |y| < m haben wir die geometrische Reihe:

k=0 mn
und somit:
yeoty =1-23 (LS (L= 19303 (L
n ™ ™
n=1 k=0 n=1 k=0

SR D IETLEIEL) 3 HETLEI R WE BEate

™ ™ w2 n?

n=1k=1 k=1n=1 k=1 n=1

Erhalten somit den Koeffizienten von »2* in der Reihenentwicklung von y cot y:

ok 2 X1 2
ly }ycoty=—ﬁznﬁ=—ﬁ<(2k)
n=1

10

(4)



Betrachten noch einen zweiten Weg eine Reihenentwicklung fiir y cot y zu erhalten.
Wir wissen schon aus der Analysis dass:

eV e W d . e —e W
cosy = ——— un siny = —————
Y 2 Y 2i
Daraus folgt:
eVt e W]
ycoty = zyeiy ey = zyeziy _

Wir substituieren nun z = 2iy:

¢ z e*+1 z eF—1+42 Z(l 2 ) er z
CcO = - = — - = - = -
PO =y e —1 72 "1 2V Te 1T 2 e 1
Haben also:
t T (6)
coty = —
Yy Yy oz 1

T Nehmen wir an:

z z"
=2 B (7)

n>=0

Wir brauchen jetzt eine Reihenentwicklung fiir =

wobei die Koeffizienten B,, Bernoulli-Zahlen heifien.

Da ycoty eine gerade Funktion ist folgt fiir n > 3 und ungerade, dass B,, = 0,
wihrend By = —1, was dem Summanden £ in Formel (7) entspricht und somit ist

auch die rechte Seite der Gleichung gerade.

Aus:
FAN " z"
(Z Bna)(e -1)= (Z Bnﬁ)(z o 1)
n=0 n=0 n=0
2" "
B, — —) =
(;0 n!)(n; ) =2

erhalten wir durch Koeffizienten Vergleich fiir z™:

”2’:1 B, 1, firn=1 ®
kzok!(n—k)!_ 0, fiirn # 1
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Dies kénnen wir erkennen wenn wir folgendes betrachten:

2" 2" Byz® Bjz'  Byz?  Bsz® z 22 28
(Zaqﬂ25*4oy+1!+2;+3g+0%+5+§+4
n>=0 n>1
Boz!  Byz?  Biz2  By2®  Byz3  Byi® — B,
= o o T o T T _;);O M-k~ 7

Aus (8) kann man nun die Bernoulli-Zahlen rekursiv berechnen. Fiir n =1 : By = 1.
Firn=2: % + By =0, also, By = —%, und so weiter.

Aus (6) und (7) ergibt sich

& Z2k e (21y)2k > (_1)k . 22k . BQk ok
yCOty:ZBQ’“@:ZB% (2k)! =2 @t Y
k=0 k=0 k=0

und mit (5) folgt dann:

—1)k.22¢. B 2
(=1)"-2°" - Boy = ——-((2k)
(2k)! T
Also:
0 1 —1)k.922k. B —1)k—1.92k—1. R
I otk (hen)  (9)
—n (2k)! - (-1)-2 (2k)!
In Kapitel 9 wird bewiesen dass Y-, # = %2.
Mit Formel (9) konnen wir dies auch zeigen. Berechnen dafiir noch Bs:
By, B By By B By 1 1 1
— 4+ —4+ —=0B=2(———-——")=——F-Bi=—-+ - ==
o 121 ' oml S e I
Somit haben wir jetzt:
o
1 (_1)171 . 2271 . 32 9 9 71-2

Mit dieser Formel konnten wir also die Werte der Riemmanschen Zeta-Funktion in ge-
raden positiven Zahlen berechnen indem wir die Bernoulli-Zahlen rekursiv ausrechnen
oder in einer Tabelle iiberpriifen. Was die Werte der Reimmanschen Zeta-Funktion in
ungeraden Zahlen angeht weift man im Gegensatz sehr wenig.
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