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1 Erinnerung, Hilfssatze

Definition. Das Legendre-Symbol:

1, falls 3z # 0(p) : 2* = a(p)
(Z) =4 —1 falls Bx#0(p):2° = a(p)
0, fallsp | a

Satz 1.1. Finige Rechenregeln fiir das Legendre-Symbol:

@ = (%)
NERE
0 ()0

Satz 1.2. Seien w;,ws € Q, p € Z prim. Dann gilt:

(Wi +w2)’ =w, +wl(p)

Satz 1.3 (Wilsons Theorem). (p — 1)! = —1(p)

Theorem (Quadratisches Reziprozitéitsgesetz). Seien p, q ungerade und

prim, p # q. Dann gilt:




2 Die quadratische Eigenschaft der 2

Sei ¢ = €?>™/8 und schreibe 7 = ¢ + (1.
Offenbar gilt: (% = ™/ = .

Damit folgt die quadratische Eigenschaft der 2 durch
=+ =G24 =i 2-0=2
Bemerkung. Als Nullstelle des Polynoms x® —1 € Z[x] ist ¢ algebraisch

und T als Summe zweier algebraischer Zahlen ist ebenfalls algebraisch.

Damit lasst sich nun Teil (b) des quadratischen Reziprozitéitsgesetzes

zeigen:

Beweis. Sei p € Z ungerade und prim, dann gilt:

=y =25 = (Do) = o= (2o

p

Andererseits gilt nach Satz 1.2 und wegen (* = —( ™'

C+ ¢t =1, fallsp = £1(8)
= =+ =+ =
—(C+ Y = —7, fallsp = £3(8)

Insgesamt folgt somit fiir ¢ = %(2)
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3 Quadratische Summen von Gaufl

Sei p € Z ungerade und prim und sei ¢ = e>™/?.

. p, falls a = 0(p)
Lemma 3.1. >V~ (" =
0, falls a # 0(p)
Beweis. Fiir a = 0(p) folgt ¢* = 1 und damit >F—; ¢* = p.

Ist a #Z 0(p), so ist * # 1 und damit folgt

p—1 gap o 1
Cat — =0.
5 e

Daraus folgt direkt folgendes

1, falls x = y(p)
Korollar 3.2. p~ ' P (&9t = §(z,y) ==

0, falls x # y(p)

Lemma 3.3. Sei (t/p) das Legendre-Symbol, dann gilt:

s6)-

Beweis. Nach Definition gilt (0/p) = 0. Von den verbleibenden p — 1
Summanden ist jeweils eine Hélfte +1 und die andere Halfte —1, da die

Anzahl der quadratischen Reste und Nichtreste modulo p gleich ist. [

Definition. Die quadratische Gaufisumme ist definiert durch:

o = pf <t> ¢

t=0 \P
Notation. Setze g := g;.

Satz 3.4. g, = (a/p)g



Beweis. Ist a = 0(p), so gilt ¢* =1 fir alle ¢ und mit Lemma 3.3 folgt:

n=5) 0= G)

Sei nun a # 0(p). Da t alle Werte 0, ..., p— 1 annimmt und p nicht a teilt,

folgt, dass at auch alle Werte 0, ..., p — 1 durchlauft. Es folgt:

a = at at __ = E T __
(B)=B(5)e=50)e =

Durch Multiplikation mit (a/p) folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Aus Satz 3.4 folgt fiir a # 0(p): g.*> = g°.

Satz 3.5. ¢> = (—1)=2 p

Beweis. Wir berechnen dafiir die Summe >~§ g.g.. auf zwei Weisen:

Zum einen gilt:

Zgaga :S)@) (?)gQ =]§<_p1>92 =(- 1)(;1>92

Andererseits gilt g.g.. = 32225 ZZ;(I) <;> <i’)> ¢*==¥) und mit Korollar 3.2
folgt:

g}gaga lezl( )() x,y)p = pZ( ) (p—1)

=0 y=0

Damit gilt:



Nun kénnen wir mithilfe der quadratischen Gauisummen auch Teil (c)

des quadratischen Reziprozitéitsgesetzes zeigen.

p—1
2

Beweis. Sei g*> = p* := (—1)"2 p und sei q # p ungerade und prim. Dann

gilt:

Nach Satz 1.2 und 3.4 folgt andererseits:

r=(56)) =5G) =n= o

Also:



4 Das Vorzeichen der Gauf3schen Summe

Theorem. Der Wert der quadratischen Gaufisumme ist gegeben durch:

VD, falls p=1(4)
iy/D, falls p = 3(4)

g:

Sei ¢ = ¥/, Dann sind 1,¢, ..., (P~ die Nullstellen von 2 — 1 € Z[x].

Satz 4.1. Es gilt:
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Beweis. Es gilt 2F — 1= (x — 1) H?;%(w — ).

Division durch z — 1 und Einsetzen von x = 1 liefert:
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Satz 4.2. Es gilt:

-

p—

T(C%_l _ ke — VD, falls p=1(4)
iy/D, falls p = 3(4)
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Beweis. Nach Satz 4.1 missen wir nur das Vorzeichen bestimmen. Wir

koénnen das Produkt auch schreiben als:

Wegen1 <k < 2%1 ist sin(W) < 0 genau dann, wenn 1 < % < 2.

VAN 1%2 <k< pTH. Daher hat das Produkt %— {”ZQJ negative Faktoren,

—1
L,fallsp = 1(4).
also 4 ]

-3
pT’ falls p = 3(4).

Nach Satz 3.5 und 4.1 haben wir nun fiir ¢ = £1 gezeigt:

p—1

g=¢ ﬁ (<2k71 . <7(2k71)) (1>

k=1

Satz 4.3. ¢ = +1

Beweis. Betrachte das Polynom

f(l’) = Z<j> . l’j —¢ f[(lﬂkfl _ xpf(Qkfl))
k=1

j=1\P

Dann gilt f(¢) = 0 nach (1) und f(1) = 0 nach Lemma 3.3. Da die
zugehorigen Minimalpolynome 1+ z + ... + 277! und z — 1 relativ prim
sind, folgt somit «? — 1 | f(x), schreibe also f(z) = (2?7 — 1)h(x) und

substituiere x = e*:

p—=1l/; -
)» (J> e — e T[ (D2 — e=(E-10) — (= _ 1)p(c?)
=1 \P k=1



Ubergang zur Reihendarstellung:

p—1

S0) (51 ) - HEmgm )

=1 \P 1=0 k=1 \I=0

(B e

=1 "

(750! et
p—1 j pgl _ pi]_ p% B
@jl(p)y _. ( : )’kaA‘k 2)(v)
=c-(2-4-6 ..~(p—1))f[(2k—1)(p)
=c-(p—1)
= —<(p)

nach Wilsons Theorem.

Nach Satz 1.1(a) gilt andererseits j% = (j/p)(p), somit:

Damit folgt € = 1(p), also € = +1.



