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1 Quadratische Zahlkorper

In den vorangegangenen Vortragen haben wir uns mit allgemeinen Zahlkorpern
befasst. In diesem Kapitel soll der Fall einer quadratischen Korpererweiterung
F', das heisst

genauer beleuchtet werden.

1.1 Integritatsbasis von D

Erinnerung D bezeichnet den Ring der ganzalgebraischen Zahlen in F', das
heisst

D={zeF |3 feZ[T] mit fihrendem Koeffizienten 1, sd. f(z) = 0}
=FNQ.

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Integritatsbasis {a1, s} von D zu finden,
das heisst

D=7 -01+7Z-ay und
F=Q a1 +Q a

Satz 1 F = Q(V/d) fiir ein quadratfreies d € Z.

Beweis Sei F = Q(«a). Da F quadratisch ist, ist « Nullstelle eines Polynoms
von Grad zwei. Etwa:

ac? +ba+c¢=0 mit a,b,c €7
Und somit:

_ —b+ Vb2 —4dac

@ 2a

Bezeichne A := b2 — 4ac.
Da b, 2a € Z, gilt:

F =Qy/A)

Angenommen, A sei nicht quadratfrei. Also A = A% - Ay mit Ay, Ay € Z und
Ay quadratfrei. Dann gilt:

F=QW4) = Q4/43 - 4;) = QW)



Sei o eine Einbettung von F'/Q nach C. Da o Elemente aus Q fixiert, gilt:
d=0(d) =oW/d?) = oW/d)* = of/d) = +/d
Also
Gal(F/Q) = {id,oc} =Ty
Wobei fiir a := 7 + s +/d mit r, s € Q gilt:
ola)=r—s-Vd

Jetzt berechnet man leicht Norm und Spur von a:

Satz 2 ae€D s t(a),N(a)eZ

Beweis "= Wurde in Kapitel 12 gezeigt.
7«<" Seien t(a), N(a) € Z
Setze o = r 4 s /d. Also gilt 2r,7% —ds®> € Z

Betrachte:

(z—a)(z—0o(a))=2"—(a+o(a)) z+a- ola)
=22 —t(a) -z + N(a) € Zx]

Satz 3

d=2,3 modd=D=Z+7Z-d

d=1 mod4;$D:Z+Z'7lT+\/&

Beweis Sei a = 7 + s -V/d. Sei weiterhin o € D, das heisst 2r, 7% — ds®> € Z.
Bezeichne 2r =: m. Es folgt:

2

T—d82 €7

Erweitern mit 4 liefert:

m?—4ds* € Z



Und da m € Z, folgt:

4ds® € 7,

Da d quadratfrei, folgt weiter 2s € Z. Bezeichne 2s =: n
m?  n2d

4 4
= m? —nd=0(4)

=r2_s’de?

Fall 1 d=23(4)

m? —n?d=0(4)
= m? +2n? = 0(4) bzw.
=m? +n?=0(4)

Quadrate mod 4 sind 0 und 1. Somit kénnen obige Kongruenzen nur erfillt
sein, wenn m?,n? = 0(2) gilt. Es folgt:

m,n=0(2)=>rscZ

Das heisst a =r+s-Vd € Z+7Z+/d. Alsogilt D C Z+7-+/d.
Die umgekehrte Inklusion folgt leicht, da offenbar gilt:

a€Z+7Z-Vd=ta),N)eZ

Fall2 d=1(4)

m? —n?d = 0(4)

=m? —n?=0(4)
Also gilt
m = n(2)
Das heisst m,n sind beide gerade bzw. ungerade.
Es gilt:
a=r+s-Vd

_m+n \/3

B 2

_m+n —1+vd

- T 2



Das heisst c € Z+ Z - (%) Also gilt D C Z+Z - V/d.

Die umgekehrte Inklusion gilt, da fiir o :=a + b - _1%‘/& gilt:

b b
a:a—f—l—i\/& somit

2
to) =2a—-beZ
2 12
N(a)zaQ—ab—FbZ—bZd

b2
=a2—ab—|—z-(1—d)€Z

1.2 Diskriminante von F

Mit dem Wissen iiber die Integritdtsbasis von F' kann nun die Diskriminante
bestimmt werden.

Satz 4 Fiir F' = Q(/d) und dessen Diskriminante 65 gilt:

d=2,3(4) = 6p = 4d

d=14)=dér=d
Beweis

Fall 1 Seid=23(4). Also D =Z+7Z-/d



Insgesamt also:
2 0
(Sp = det <0 Qd)
=4d

Fall 2 Seid=1(4). Also D=Z+7- —1;-\/3

dor = A(D)
—ap, =
1) (=
- det (t(*ﬂ) H(=2ps
=d

1.3 Primideale iiber F
Wiederholung Theorem 3 Kap. 12 §3

Sei F/Q galoische Korpererweiterung von Grad n und p € Z rational prim.

Schreibe

(p) = py" - p3> - py?,

wobei die p; Primideale in D sind. Bezeichne mit f; den Trégheitsgrad von p;.

Also |D/p;| = p/i Dann ist:
61262:"'269226

hi=fa=-=fs=7Ff



Und es gilt: efg=n

Im Fall eines quadratsichen Zahlkorpers gilt also efg = 2. Dies ist genau
dann erfiillt, wenn einer der Faktoren 2 und die anderen 1 sind. Dies entspricht:

Korollar 5 Fiir jede rationale Primzahl p € Z gilt genau eine der folgenden
Aussagen:

1. p zerfillt:
(p) =p1-p1

2. p bleibt prim:
(p) =»

erzweigt:

Satz 6 a Sei p ungerade rationale Primzahl

1. ptdr und 2% = d(p) ist in Z l6sbar.
Dann zerfallt p.

2. ptér und 22 = d(p) ist in Z nicht 16sbar.
Dann bleibt p prim.

3. p|5F
Dann ist p verzweigt.

Beweis

1. Sei a® = d(p) , dann gilt:

(p.a ) (.0 —d) = (p)(p.a +Vd,a —Vd, “2; d
= (p)

Die letzte Gleichheit gilt, denn (p,a +v/d,a —V/d, %) = (1) , enthilt
die teilerfremden Elemente p und 2a. Weiterhin sind die beiden Ideale
(p,a +v/d)(p,a —V/d) nicht gleich, da sie sonst p und 2a enthielten. Es
wiirde folgen (p) = (1). Somit zerfallt p.

)

2. Angenommen |D/p| = p.
Dann wére die Injektion

Z/pZ — D/p

aus Ordnungsgriinden eine Bijektion. Dann gibt es ein a € Z/pZ , sodass



a=Vd-(p)

Und Quadrieren liefert:

a® =d-(p)
Haben also Losung von 2% = d(p) gefunden. Widerspruch zur Annahme.
Somit bleibt p prim.

(/3 = (0) (i, ;f))
= (p)

Die letzte Gleichheit gilt, denn (p,/d, %) enthélt die teilerfremden Ele-

mente p und %.

O

Satz 6 b Sei p nun die gerade rationale Primzahl.

1. 2¢ép und d = 1(8)
Dann zerfallt 2

2. 240p und d = 5(8)
Dann bleibt 2 prim

3. 2/6p

Dann ist 2 verzweigt

Beweis

1.

(2, 1+\/&> (2, 1 —\/8> _o (27 1+\/&, 1 —\/&’ 1 —d>
2 2 2 8

Die letzte Gleichheit gilt, da 12& + 17_‘/3 =1

2. Angenommen es gilt |D/(2)] =2
=dacZ : ale*"/g(Q)
Es gilt:

2
L+vVd) 14+vd 1-d
2 2 4
1—d
:>a2—a+TEO(2)



Also gilt %d ist gerade somit d = 1(8)
Widerspruch zur Vorraussetzung.

3. 2|0 Das heisst d = 2,3(4).
Falls d = 2(4) betrachte:

(2,Vd)? = (4,2Vd, d)
= (2) : (2’ \/&7 g)
=(2)

Die letzte Gleichheit gilt, da 2 und % teilerfremd.
Falls d = 3(4) betrachte:

(2,1+Vd)? = (4,2+2Vd, 1 +2Vd + d)
=(2)-(2,1+Vd,Vd + %d)
=(2)

Die letzte Gleichheit gilt, da 2 und v/d + %d teilerfremd.

O

Bemerkung 7 Die Bedingungen in 6a lassen sich kiirzer mit dem Legendre
Symbol ausdriicken:

1. p{dr und 22 = d(p) ist in Z 16sbar.< (%F) =1
2. ptdp und 2% = d(p) ist in Z nicht 16sbar.< (%F) =-1

Beweis Falls 6 = d, so ist obige Aussage trivial. Falls 0 = 4d, so ist:
op\ (4 d
(5)-G)-C)
C(2\? (d
-()-6)
_(d
-(5)



