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Aufgabe 1. Wir haben die Aussagen 1) und 2) in dem Satz 2.1.3 bewiesen (siehe
Kurzskript im Netz). Leiten Sie die Aussage 3) aus den Aussagen 1) und 2) ab.

Hinweis. Benutzen Sie den folgenden Fakt: Wenn W auf V' wesentlich operiert, dann
gilt Span(A) =V,

Aufgabe 2. Mit jedem Coxeter-Graph I' wird eine Matrix A = A(I") assoziiert:

T
A= —COS( )
M,

Sei I' der folgende Graph:

4
O—O0—0—0

1) Berechnen Sie A(T").
2) Berechnen Sie det(A(I")).
3) Beweisen Sie, dass A(I") positiv definite ist.

Hinweis: Nach einer Definition gilt:
a) m;; = L.
b) Wenn die Eckpunkte ¢ und j (i # j) nicht mit einer Kante verbunden sind, dann
ist m;; = 2.
¢) Wenn die Eckpunkte ¢ und j (i # 7) mit einer Kante verbunden sind, dann ist:
e m; ; = 3, falls iiber dieser Kante keine Markierung steht.
e m,; ; = n, falls iiber dieser Kante die Markierung n steht.

Aufgabe 3. Sei A € M(n,n,R) eine symmetrische, positiv halbdefinite, irreduzible
Matrix mit A; ; < 0 fiir alle 7 # 5. Dann gilt:

(a) N:={z eR"|z'Ax =0} = {x € R"| Az = 0} =: Eig(4,0).
(b) dim(N) < 1.

(¢c) Wenn dim(N) = 1 ist, dann existiert ein Vektor v € N mit v; > 0 fiir alle ¢ =
1,...,n.

Bei der Skizze des Beweises unten erklaren Sie die einzelnen Schritte.
Skizze des Beweises.

Zu (a)

Schritt 1. Die Aussage (a) gilt im Spezialfall, wobei A zusétzlich eine Diagonalmatrix ist.



Schritt 2. Die Aussage (a) kann aus al) und aus den folgendem Fakt abgeleitet werden:

Fiir jede symmetrische Matrix A existieren eine Orthogonalmatrix 7" und eine Dia-
gonalmatrix D mit A = T'DT.

Zu (b)
T
Schritt 3. Nehmen wir an, dass dim(/N) > listund seiz = | : | € N\ {0}. Sei
Tn
|21]
&= :
||

Dann gilt (erkldren Sie die mit 1 angezeigten Stellen)

0 < ZtAZ == ZAijZiZj < ZAiin.Tj - SL’tA.Z’ ? 0
) )

Daraus folgt 2! Az = 0 und so gilt z € N.

Schritt 4. Wir beweisen, dass z > 0 ist, d.h. z; > 0 fiir alle 4.

Da x # 0 ist, ist z # 0 auch. Dann ist J := {j|z; > 0} # 0.
Angenommen [ := {i|z; = 0} # 0 gilt, dann wird A reduzibel (warum?),
ein Widerspruch.

Schritt 5. Wir haben gezeigt, dass x € N \ {0} das folgende impliziert: |x| € N und |z| > 0.
Angenommen dim(N) > 2 gilt, dann folgt daraus ein Widerspruch (warum?).

Zu (c)
Schritt 6. Die Matrix (A— A\ E) ist symmetrisch, positiv halbdefinit (warum?) und irreduzibel
(warum?). Aus (a) folgt (warum?), dass dim(Eig(A4, \;) = 1 ist. Die Existenz von
v € Eig(A, A1) mit v > 0 folgt aus Schritt 4.

Keine weiteren Aufgaben.



