Coxetergruppen, WS 13/14

(Prof. Dr. O. Bogopolski)

1 Endliche Spiegelungsgruppen

1.1 Spiegelungen
Sei V = R” ein Euklidischer Raum mit dem Skalarprodukt (u,v) := >""" | u;v;. Die Zahl
llul| := /(u,u) heiBt Norm oder Linge des Vektors w.

Definition 1.1.1  a) Eine Matrix A € GL,(R) heifit orthogonal, falls A - A* = E ist,
wobei A! transponierte zu A matrix ist. Die Untergruppe der orthogonalen Matrizen
wird mit O,,(R) bezeichnet.

b) Die orthogonale Gruppe O(V') besteht aus linearen Transformationen ¢ : V' — V|
die eine der folgenden &quivalenten Eigenschaften erfiillen:

1) (e(u), p(v)) = (u,v) fir alle u,v € V;
2) Ife(w)l| = [[ull fir alle w € V'

3) Die Darstellungsmatrix von ¢ in einer orthonormierten Basis e ist eine Ortho-
gonalmatrix.

Definition 1.1.2 Sei 0 # a € V. Dann ist
H, ={veV](v,a)=0}

die Hyperebene in V, die dem Vektor a orthogonal ist. Die mit o assoziierte Spiegelung
Sq @V — V ist die lineare Abbildung, die mit folgenden Formeln gegeben ist:

sa(v) = fir alle v € H,.

Sa(v) =v — 2(v,0) .
(o, )
Bemerkung.
1) So = Sy fiir alle r € R\ {0};
2) s2 =1;
3) sa € O(V).



Definition 1.1.4 Eine Gruppe G < O(V) heifit endliche Spiegelungsgruppe, falls
1) G endlich ist,

2) Es existieren Spiegelungen s,,,. .., Sa,, 80 dass G = (Sq,, ..., Sa,) ist.

Definition 1.1.5 Sei G eine Gruppe, die auf V' durch lineare Abbildungen operiert. Die
Menge
Fixy (G) :={v e V]gv) =v fiir alle g € G }

heifit Fizpunktmenge der Gruppe G in V. Es ist klar, dass Fixy (G) ein Untervektorraum
von V ist. Die Gruppe G operiert auf V' wesentlich, falls Fixy (G) = {0} ist.

Beispiele.
1) Sei K,, ein regulidres m-Eck auf der Ebene. Seine Symmetriegruppe D,, besteht
aus m Spiegelungen und m Rotationen. So gilt |D,,| = 2m. AuBlerdem ist D,, von zwei

Spiegelungen erzeugt. So ist D,,, eine endliche Spiegelungsgruppe und D,,, operiert auf R?
wesentlich.

2) Die Permutationsgruppe S, operiert auf R™ durch Permutationen von Elementen
der Standardbasis: o(e;) = e,(), 1 <i<n. Seie:= )" e. Es gilt
Fixgn (S,) = L(e).
Sei H C R™ die Ebene, die dem Vektor e orthogonal ist. Diese Ebene ist S,-invariant und
Fixy(S,) = {0}.

Da dim H = n — 1 ist, ist es moglich, S,, als eine Untergruppe von O(R"™!) = O(H) zu
betrachten. Die Gruppe S, ist eine endliche Spiegelungsgruppe und S, operiert auf H
wesentlich.

3) Firi=1,...,n sei 7; die Spiegelung auf R™, die den Vektor e; invertiert und die
anderen Standardvektoren e; fixiert. Dann gilt

<7'1,...,Tn> gZQ X XZQ = Zg
n Mal
Wir betrachten die Gruppe G = (S, Z}). Dann gilt:
1) Zy < G,
2)ZyN S, = 1.
Daraus folgt, dass G das semidirekte Produkt von Z% und 5, ist:

G=7Z5%S8,.

Die Gruppe G operiert auf R™ wesentlich und ist eine endliche Spiegelungsgruppe der
Ordnung 2" - n!.



1.2 Wurzeln
Behauptung 1.2.1 Sei 0 # o € V und sei t € O(V). Dann gilt

tSat_l = St(a)-
Insbesondere gilt: Ist W eine Spiegelungsgruppe und ist s,,w € W, dann ist s,() € W.

Korollar 1.2.2 Sei W eine Spiegelungsgruppe. Dann operiert W auf der Menge
Linien(W) := {L, | s € W}
durch w(Ls) = L), w € W.
Definition 1.2.3 Eine endliche Teilmenge ® C V' \ {0} heit Wurzelsystem, falls folgen-
des gilt:
R))aed=—-acd® und r-a¢d fir r e Rr# +1;
(R2) 5,(®) = @ fiir alle a € P.

Satz 1.2.4 1) Ist & C V ein Wurzelsystem, dann ist W := (s, |a € ®) eine endliche
Spiegelungsgruppe in O(V'). (Diese Gruppe W heifit mit ® assoziierte Spiegelungsgruppe).

2) Ist W eine endliche Spiegelungsgruppe in O(V), dann ist ¢ := WL|J| | l{a, —a}
sa€W,||la||=

ein Wurzelsystem in V. Die mit ® assoziierte Spiegelungsgruppe ist W.

1.3 Positive und endliche Systeme

Definition 1.3.1 Eine Totalordnung auf einem R-Vektorraum V ist eine transitive Re-
lation < auf V', so dass:

1) fiir je zwei verschiedene Vektoren u,v € V' gilt entweder u < v, oder v < u;

2) fiir je drei Vektoren w,v,w € V gilt: u < v = u+ w < v + w;

3) fiir je zwei Vektoren u,v € V und eine Zahl r € R gilt

ru < rv, falls r >0 ist,
uUu<v= .
rv < ru, falls r <0 ist.

Beispiel. Sei vy, ..., v, eine Basis von V' = R". Wir definieren 0 < v,, < --- < v; und
erweitern < auf V' lexikographisch:

Av1 + g 4 -+ Aoy < Ajug + Ajug + -+ N g,

falls ein £ mit 1 < k < n existiert, so dass Ay = A}, ..., \pm1 = Ay und A, < ) gilt.

Bezeichnung. Sei < eine Totalordnung auf V. Wir bezeichnen

Vti= {veV]|0=<u},
Vo= {veV]jv=<0}

Es ist klar, dass V- = —=V*T und V =V* U V~ U {0} gelten.
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Definition 1.3.2 Sei ¢ ein Wurzelsystem in V' und sei < eine Totalordnung auf V.
Die Teilmenge [] := V' N ® heifit positives System in ® beziiglich <. Die Teilmenge
V=N @ heidt negatives System in & beziiglich <.

Bemerkung. Fiir 0 # a € V genau ein Element aus {«, —a} liegt in V. Da @ die
Bedingung a € ® = —« € @ erfiillt, haben wir |[]| = 3 - |®| und [TU(-]]) = @.

Definition 1.3.3 Sei ® ein Wurzelsystem in V. Eine Teilmenge A C ® heifit einfaches
System in P, falls folgendes gilt:

1) A ist eine Basis von Span(®);

2) jedes o € @ ist eine lineare Kombination von Elementen aus A, wobei entweder alle
Koeffizienten dieser Kombination positiv sind, oder alle Koeffizienten dieser Kombination
negativ sind.

Bezeichnung. Fiir eine Teilmenge U = {uy,...,ur} C V bezeichnen wir

Cone™(U) := {Mus + -+ + Apug | A = 0,..., A, > 0},

)
Cone™ (U) := {Muj + -+ Mug | A1 <0,..., A <0}
Es ist klar: Cone™ (U) = —Cone™ (U).

Dann kénnen wir die Definition 1.3.3 folgendermafien umformulieren:

Definition 1.3.4 Sei ® ein Wurzelsystem in V. Eine Teilmenge A C ® heifit einfaches
System in P, falls folgendes gilt:

1) A ist eine Basis von Span(®);

2) @ = (Cone™ (A)N®) J] (Cone™ (A) N D).

Satz 1.3.5 Sei ® ein Wurzelsystem in V.

(a) Fiir jedes einfache System A in @ existiert ein einziges positives System [] mit
ACT[C @.

(b) Fiir jedes positive System [] in ® existiert ein einziges einfaches System A mit

ACT]C®.

(c) Es existiert ein einfaches System A in .
Im Beweis wurde das folgende Lemma benutzt.

Lemma 1.3.6 Sei ® ein Wurzelsystem in V' und sei [] ein positives System in ®. Dann
gelten:

(i) Ist A eine minimale Teilmenge von [] mit der Eigenschaft A C [] € Cone®(A),
dann gilt (a, B) < 0 fiir alle o, 5 € A, o # B.

(ii) A aus (i) ist ein einfaches System in ®.

Korollar 1.3.7 Sei ® ein Wurzelsystem in V' und sei A ein einfaches System in ®. Dann

ilt
&l (a, B) <0 fiir alle a, B € A, o # 5.



1.4 Die Weyl-Gruppe operiert transitiv auf der Menge
von einfachen (bzw. positiven) Untersystemen von ¢

Sei @ ein Wurzelsystem in V. Die Gruppe W := (s, |a € ®) heifit mit ¢ assoziierte
Weyl-Gruppe.

Satz 1.4.1 Sei ¢ ein Wurzelsystem in V' und sei W die assoziierte mit & Weyl-Gruppe.
Dann gilt:

1) Ist I] ein positives System in ®, dann ist w(]]) auch ein positives System in & fiir
jedes w e W.

2) Ist A ein einfaches System in @, dann ist w(A) auch ein einfaches System in ¢ fiir
jedes w € W.

Satz 1.4.2 Fiir jedes a € A gilt: so([[\{a}) =[] \{a}.
Satz 1.4.2' Fiir jedes a € A gilt: so([]) = (I] \{a}) U{—a}.

Satz 1.4.3 Sei ® ein Wurzelsystem in V. Dann gilt:
1) Fiir je zwei positive Systeme [], [] C ® existiert w € W mit w([]) =[]
2) Fiir je zwei einfache Systeme A, A’ C & existiert w € W mit w(A) = A,

1.5 Einfache Erzeuger der Weyl-Gruppe
Definition 1.5.1 Sei A ein einfaches System in ®. Jedes 5 € ® kann in der Form

B:an-a

aEA

mit ¢, € R geschrieben werden. Die Zahl
ht(p) := an

heifit Hohe von [ beziiglich A.

Bezeichnung. Sei ¢ ein Wurzelsystem. Fiir jede Teilmenge I C & sei W := (s, |« € I).
Mit dieser Bezeichnung ist Wg die Weyl-Gruppe, die mit & assoziiert ist.

Satz 1.5.2 Fiir jedes einfache System A in & gilt Wg = Wa.

Satz 1.5.3 Fiir jedes einfache System A in @ gilt W(A) = ©.



1.6 Langen von Elementen der Weyl-Gruppe
Sei @ ein Wurzelsystem in V. Sei A ein einfaches System in ®. Sei W := (s, | € A).

Definition 1.6.1 Sei w € W. Die Linge von w (beziiglich A) ist
l(w) :=min{n|w = s182...8,, wobei s; € {s,|a € A}}.
Behauptung 1.6.2 Fiir jedes w € W gilt:

1)

l(e) =0,
l(w)=1ew=s, firein a €A,
l(w) = l(w™)

2) det(w) = (—1)1®).
3) l(sqw) = l(w) £ 1 fiir alle a € A.

Definition 1.6.3 Fiir w € W setzen wir

n(w):= 1] () w=]DI

Mit anderen Worten: n(w) ist die Anzahl von positiven Wurzel-Vektoren, die unter w in
die negativen Wurzel-Vektoren geschickt werden.

Behauptung 1.6.4 Es gilt n(e) = 0 und n(w) = n(w™1).
Lemma 1.6.5 Fiir « € A und w € W gilt:

1) w(a) = 0= n(ws,) =

(w) +1,
2 ) —

( n
w(a) < 0= n(wsy) = n(w

w

(@) = 0= n(sq
Ya) < 0= n(s,

) 1
) 1
) w w) =n(w) + 1,
) w w) =n(w) — 1.

H~

w)

Korollar 1.6.6 Ist w = 54,84, - - - Sa, Mit a1, qs,...,ap € A, dann ist n(w) < k.

Insbesondere gilt n(w) < l(w).

k

1.7 Kiirzungssatz

Satz 1.7.1 Sei w = s152... 5, wobei alle s; = s,, mit o;; € A sind.
Ist n(w) < k, dann existieren 1 < i < j < k, so dass folgendes gilt:
1) a; = (si+1- . s5-1) (),
2) Si415i42 -+ -Sj = SiSi+1 ... 551,
3)w=s51...5...5...5.



Beweis. (a) Da n(w) < k ist, impliziert Lemma 1.6.5, dass ein j < k mit
(s1...8j-1)(a;) <0
existiert. Daraus und aus «; > 0 folgt, dass ein ¢ < j mit
(Si41---5j-1)(ay) = 0 und (8;8i41...5j-1)(a;) <0
existiert. Mit den Bezeichnungen 8 := (s;41...5;-1)(;) und s,, = s; gilt also § € [] und

Sa;(8) € (—]). Dann gilt 5 = a; nach Satz 1.4.2.

(b) Bezeichne ¢ = s;41...s;_1. Nach (a) gilt a; = t(c;). Dann gilt nach der Behaup-
tung 1.2.1:
tSajt_l = St(a;) = Say-

1

Schreiben wir das ausfiihrlich auf:

(8i+l . sj—l)sj(sj—l Ce SH—I) = S;.

Das ist dquivalent zu (b). Die Behauptung (c) folgt aus (b). O

Korollar 1.7.2 Fiir alle w € W gilt n(w) = {(w).
Jetzt lassen sich einige alte Behauptungen neu formulieren:

Satz 1.7.3 (Kiirzungssatz)
Sei w = $155... sk, wobei alle s; = s,, mit a; € A sind.
Ist [(w) < k, dann existieren 1 < i < j < k, so dass folgendes gilt:
1) ai = (siz1- .. s5-1)(ay),
2) Si+18i42 -+ - Sj = SiSi+1---S55—-1,
3)w==51...5...5;...5.

Lemma 1.7.4 Fir o € A und w € W gilt:

1
2
3
4

w(a) = 0= l(ws,) =
w(a) < 0= lws,) =
Ya) = 0= I(sqw

—
“Ha) < 0= I(sqw

)
)
) w ) =1
) w ) =1
Behauptung 1.7.5 Fiir w € W gilt

(w) =] () v ]DI

Mit anderen Worten: [(w) ist die Anzahl von positiven Wurzel-Vektoren, die unter w in
die negativen Wurzel-Vektoren geschickt werden.



1.8 Eine Priasentation von W

Fir o, f € A sei mq g := Ord(s,sp) in W.

Satz 1.8.1 Sei ® ein Wurzelsystem in V. Sei A ein einfaches System in ®. Sei W :=
(so | € A). Dann hat die Weyl-Gruppe W die folgende Présentation:

W = (so (@ € A)|(5055)"" =1(a, 5 € A)).

1.9 Scharfe Transitivitit der Weyl-Gruppe W

und das lingste Element in W
Definition 1.9.1 Eine Gruppe G operiert auf einer Menge M scharf transitiv, falls fol-
gendes gilt:

1) G operiert auf M transitiv:
fiir alle my, my € M existiert ein g € G, so dass g(m;) = my gilt.

2) Stabilisator jedes Elements in M ist trivial:
aus g(m) =m mit g € G und m € M folgt g = 1.

Satz 1.9.2 Sei ® ein Wurzelsystem in V. Die Weyl-Gruppe W von & operiert scharf
transitiv auf der Menge aller positiven Systeme in .

Satz 1.9.3 Sei ® ein Wurzelsystem in V. Dann existiert ein einziges Element wg in der
Weyl-Gruppe W von @, das die maximal mdégliche Liange hat. Auflerdem gilt:

1) l(wo) = |®]/2,
2) wo(ID) = =11,

3) wi =1.

1.10 Parabolische Untergruppen der Weyl-Gruppe W

Seien
o O ein Wurzelsystem in V,
e A ein einfaches System in @,
o W = (sq|a€P) = (sq|aec A) die Weyl-Gruppe fiir D,
o [ : W — Ny die Lange-Funktion beziiglich des Erzeugersystems {s, |a € A}.

Mit jeder Teilmenge A’ C A assoziieren wir die folgende Untergruppe von W:
War = <Sa | o€ AI>

Behauptung 1.10.1 Wenn wir A durch w(A) (w € W) ersetzen, dann wird Wa, durch
die folgende Untergruppe ersetzt:

1

(o | € W(A)) = (su(p) | B € A") = (wsgw™ | B € A) = wWaw™ .



Definition 1.10.2 Alle Untergruppen von W der Form wWaw ™! mit A’ C A und w €
W heilen parabolisch.

Bezeichnung. Fiir A’ C A sei Var := Span(A’) und sei o := & N V.
Satz 1.10.3 Mit den vorherigen Bezeichnungen gilt:

(a) 1) Pasist ein Wurzelsystem in Var C V.
2) A’ ist ein einfaches System in ®a.

3) Wa ist die Weyl-Gruppe fiir ®a.
(b) Fiir die Lange-Funktionen I : W — Ny und Ia : War = Ny gilt [ar = l]w,, -

(c) Sei War := (5o |a € A') und W2 1= {w € W |l(ws,) > l(w) fiir alle o € A},
Dann gilt: Fiir jedes w € W existieren eindeutige v € W2 und v € Was so dass
w = uw gilt.

AuBlerdem gilt:

1) l(w) = U(u) +U(v),

)

2) u € UJWA/

3) l(u) = min{l(x) |z € wWar},
) D

4) Das Element u mit den Bedingungen 2) und 3) ist eindeutig.

1.11 Poincaré-Polynome und Witt-Formel

Definition 1.11.1 Sei A ein einfaches System in einem Wurzelsystem ®.

Sei | : W — Ny die Lange-Funktion auf der Weyl-Gruppe W beziiglich des Erzeugersys-
tems {s, |a € A}. Fiir n € Ny definieren wir die Zahlen a,, := |{w € W |l(w) = n}|. Das
folgende Polynom heif3t Poincaré-Polynom fir W:

n=0 weW
Fiir eine beliebige Teilmenge X C W definieren wir
X(t) =Y ),
weX

Beispiel. Sei W die Gruppe der Symmetrien eines gleichseitigen Dreiecks. Ein einfa-
ches Erzeugersystem fiir W kann mit {(12), (23)} identifiziert werden.

w  lid (12) (23) (13) (123) (132)
wy|0 1 1 3 2 2

Dann gilt W (t) = 1+ 2t + 2t + ¢3.



Satz 1.11.2 Sei A ein einfaches System in ® und sei A’ C A. Dann gibt es zwei Poincaré-
Polynome fiir Wa/: zunédchst fiir X := Wa, als Teilmenge von W mit der Lange-Funktion
[ auf W, desweiteren fiir W, als selbststédndige Gruppe mit der Lange-Funktion [a,. Diese

Polynome sind gleich:
WA/<t) = Z tl(w) = Z tlA/(w).

’wEWA/ wEWA/

Beweis. Siehe 1.10.3 (b).

Satz 1.11.3 (Witt-Formel). Sei ® ein Wurzelsystem in V' und sei A ein einfaches System
in ®. Dann gilt mit den Bezeichnungen aus Satz 1.10.3.c):

i, W@ AT A gy glel2
S = 3w =

Korollar 1.11.4 Sei ® ein Wurzelsystem in V' und sei A ein einfaches System in . Dann
gilt fiir die Weyl-Gruppe W und ihre parabolischen Untergruppen die folgende Formel:

Z (=) Wl — 1
A'CA ’WA,|

Diese Formel ermdglicht, || zu berechnen, falls |A| ungerade ist und alle Ordnungen
[War| mit A” S A bekannt sind.

Beispiel. Die Ordnung der Weyl-Gruppe aus Aufgabe 1 des Blatts 3 ist 24.

1.12 Fundamentalbereich
Wir fixieren A C [ C @ C V. Sei W die Weyl-Gruppe von ®. Fiir a € V' \ {0} definieren

wir
H, ={veV]|(va) =0}
A, ={veV|(v,a) >0},

C =) A
acA
D =C= (AL UH,).
acA

Bemerkung: D ist ein geschlossener konvexer Kegel.

Satz 1.12.1 Der Kegel D ist ein Fundamentalbereich fiir die Operierung von W auf V,
d.h. fiir jeden v € V existiert ein v’ € D, so dass v" = w(v) fiir ein w € W gilt. Dieser v
ist eindeutig.

Definition 1.12.2 Fiir u € V definieren wir den Stabilisator von u in W:
Stw (u) == {w € Wlw(u) = u}.
Fiir eine Teilmenge U C V' definieren wir den punktweisen Stabilisator von U in W:
Sty (U) :=={w e W|w(u) = u fir alle u € U}.
Wir definieren auch die Isotropiegruppe von U in W:
St (U) :={w e W|w(U) CU}.
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Satz 1.12.3 Es gelten die folgenden Aussagen:
1) Ist w(vy) = vy fiir einige vy, vy € D und w € W, dann gilt:
a) v = vy,
b) w =1 oder w = S4,Say - - - Sa;, Wobel o; € A und s, € Sty (v1) ist.
2) Fiir jeden v € V gilt: Sty (v) = (so | € D, s4 € Sty (v)).

3) Fiir jede Teilmenge U C V gilt: St} (U) = (sa | @ € @, 54 € Sty (U)).

1.13 Gitter der parabolischen Untergruppen von W
Wir fixieren A C & C V. Fiir A’ C A sei War = (s | € A).

Satz 1.13.1 Die Gitter ({A"| A" C A},N,U) und ({War |A” € A},N,(,)) sind isomorph.
Mit anderen Worten, es gilt:

1) WA/UA// — <.IA/A/7 WA//),
2) WAIQA// = WA/ M WA”7
3) Die Abbildung A" — Wa/, wobei A’ durch Teilmengen von A lduft, ist injektiv.

1.14 Spiegelungen in W
Satz 1.14.1 Jede Spiegelung in W hat die Form s, fiir ein a € ®.

1.15 Coxeter-Komplex
Wir fixieren A C ® C V. Nehmen wir an, dass V' = Span(A) ist. Die Menge C' und der
Fundamentalbereich D wurden im Abschnitt 12 definiert:
C={ceV|(c,a)>0VaecA}.
D={ceV|(c,a) 20V aecA}.

Definition 1.15.1 Fiir A’ C A sei
Ca={ceD| (c,a)=0VYVaecA
(c,a) >0 VaeA\ A}
Behauptung 1.15.2 Es gelten die folgenden Aussagen:
1) Cy=C, Cx={0}.
2) A" # A" impliziert Car N Car = @ impliziert D = ] Car.

A'CA
3)
V = U w(D) = U w( H CA/) = U w(Car).
wew weW  A/CA A CA
weW
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Satz 1.15.3 Fiir jedes A’ g A gﬂt WA/ = St;;v(CA/) = Stw<CA/).

Korollar 1.15.4 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1) w1 (Car) Nwa(Car) # 0.
2) A= A", wytw, € War.
3) wi(Car) = wa(Car).
4) wyWar = woWan.

Korollar 1.15.5 Es gilt
V= H w(C’A/),

A'CA
we WA

wobei W2 eine Menge von Reprisentanten der linken Nebenklassen von Was in W ist.

Definition 1.15.6 .
1) Die Menge
C={w(Ca)|A CA, weW?}
heifit Cozeter-Komplexr von W.

2) In C\ {0} definieren wir Zellen der Dimensionen von 0 bis n — 1:
Die 0-dimensionalen Zellen haben die Form w(Ca\{a}), wobei o € A ist.

Die 1-dimensionalen Zellen haben die Form w(CAa\(a,), Wobei «, 3 verschiedene
Elemente aus A sind.

Die (n — 1)-dimensionalen Zellen haben die Form w(Cy).

Behauptung 1.15.7 1) Sei C* die Menge von k-dimensionalen Zellen von C. Dann gilt
n—1
c\{oy =]Jc"
k=0

2) Der Abschluss jeder k-dimensionalen Zelle von C enthélt genau (k+1) 0-dimensionale
Zellen von C. Zum Beispiel enthélt der Abschluss der 1-dimensionalen Zelle w(Ca\{a,5})
nur zwei 0-dimensionale Zellen, ndmlich w(Ca\{ay) und w(Cagsy)-

3) Fir 0 < k; < k enthélt der Anschluss jeder k-dimensionalen Zelle genau (
ki;-dimensionale Zellen. So entsteht die Inzidenzstruktur von Zellen in C.

4) Es existieren genau |W| (n — 1)-dimensionale Zellen in C.

)

Bemerkung. Der (punktweise) Stabilisator der Zelle w(Cas) in W ist wiWaw™".

Deswegen sind die parabolischen Untergruppen in W nichts anderes als die Stabilisatoren
von Zellen des Coxeter-Komplexes.

12



Definition 1.15.8 Der abstrakte Coxeter-Complex AC von W wird aus C \ {0} durch
folgende Ersetzungen erhalten:

die O-dimensionalen Zellen von C werden durch Punkte ersetzt,

die 1-dimensionalen Zellen von C werden durch Kanten ersetzt.

die k-dimensionalen Zellen von C werden durch k-dimensionale Simplizes ersetzt.

Die Inzidenzstruktur wird von C iibertragen.

Bemerkung. Der abstrakte Coxeter-Komplex AC von W kann direkt aus W konstruiert
werden:

Die 0O-dimensionalen Simplizes sind die linken Nebenklassen wWa:, wobei w € W und
A\ A’'] =1 ist. Im allgemeinen: die k-dimensionalen Simplizes (0 < k < n — 1) sind die
linken Nebenklassen wWWa/, wobei w € W und |A\ A’| =k + 1 ist.

Fiir 0 < ko < ky enthélt ein kj-dimensionales Simplex w;Wa, ein ky-dimensionales
Simplex woWa, genau dann, wenn wiWa, C woWa, ist. Das ist dquivalent den Bedin-
gungen A; C Ay und w;lwl € Wa,.

2 Klassifikation von endlichen Spiegelungsgruppen

2.1 Coxeter-Graphen von endlichen Spiegelungsgruppen

Sei W eine endliche Spiegelungsgruppe, die auf einem Euklidschen Raum V' operiert. Sei
o= U  AHa,—a}.

sa€W,lal|=1
Dann ist ® ein Wurzelsystem in V' und die Weyl-Gruppe von & ist gleich W. Sei A ein
einfaches System in ®. Wir wissen, dass Sa := {s,|a € A} ein Erzeugersystem von W
ist. Auch wissen wir, dass W die folgende Préasentation hat:

W = (sa (v € A)|(Sa5p)"" =1(a, € A)),
wobei mq g = Ord,, (sqasp) ist.

Definition 2.1.1 (a) Das Paar (W, Sa) heifit Cozeter-System.
(b) Der Cozxeter-Graph von W beziiglich A ist ein markierter Graph I' = I'(W, Sx),
so dass folgendes gilt:
1) Die Eckpunkte von I' sind Elemente von A.
2) Zwei Eckpunkte a, f sind nur dann mit einer Kante verbunden,
wenn mg g = 3 ist.
3) Wenn m, g > 4 ist, dann markieren wir diese Kante mit m,, g.
Die Kanten mit m, g = 3 werden entweder mit 3 markiert oder nicht markiert.

Beispiel. Die Diheder-Gruppe D,, und die Permutationsgruppe 5,11 wurden als end-
liche Spiegelungsgruppen in der Vorlesung 1 realisiert.

1) Der Coxeter-Graph von D,, = (t;,ts |17 = t3 =1, (t119)" = 1) ist

n

o—o0
2) Der Coxeter-Graph von S, 41 = (s1,...,8, |2 =1, (s;8:41)% = 1) ist
0 6.0 o

Dabei ist s; die Transposition (z,7 + 1).
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Lemma 2.1.2 Sei A ein normiertes einfaches System eines Wurzelsystems ®. Dann gilt
fiir je zwei Vektoren «, 5 € A:

(a, B) = — cos(

ma’g).

Satz 2.1.3 Sei W; eine endliche Spiegelungsgruppe, die auf einem Euklidschen Raum V;
wesentlich operiert (Fix(W;) = {0}) und sei A; C V; ein normiertes einfaches System fiir
Wi, i = 1,2. Wenn die Coxeter-Graphen I'(W7, Sa, ) und I'(Ws, Sa,) isomorph sind, dann
gilt:
1) Die natiirliche Bijektion A; — A, kann bis zur einer Isometrie f: V) — V5
fortgesetzt werden.

2) Die Abbildung Sa, — Sa,, Sa F Sf(a) kann bis zum einem Isomorphismus
v : Wy — W, fortgesetzt werden.

3) Das folgende Diagramm ist fiir jedes w € W; kommutativ:

W

/] K
v, 2l v,
2.2 Irreduzible Coxeter-Systeme

Definition 2.2.1 Ein Coxeter-System (W, Sa) heifit irreduzibel, falls ihr Coxeter-Graph
I' = I'(W, Sa) zusammenhéngend ist.

Satz 2.2.2 Seien I'y, ..., 'y zusammenhingende Komponenten des Coxeter-Graphs I' =
[(W, Sa) und sei A; die Menge der Eckpunkte von I';. Dann gilt:

1) A=A U---UA; und A; L A fiir alle ¢ # 7,
Q)W:WAlx---XWAk.

2.3 Abstrakte Coxeter-Graphen und ihre Matrizen

Definition 2.3.1 Ein abstrakter Cozeter-Graph ist ein endlicher Graph I' ohne Zyklen
der Lange 2, dessen Kanten mit ganzen Zahlen n > 3 oder mit dem Symbol co markiert
sind.

Die Zahl 3 wird oft nicht geschrieben.

Definition 2.3.2 Mit jedem Coxeter-Graph I' wird eine Matrix A = A(T") assoziiert:

T
A= —COS( ),
MM,

wobei m; ; wie folgt definiert ist:
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a) m;; = L.
b) Wenn die Eckpunkte ¢ und j (i # j) nicht mit einer Kante verbunden sind, dann
ist m;; = 2.
¢) Wenn die Eckpunkte ¢ und j (i # 7) mit einer Kante verbunden sind, dann ist:
e m; ; = 3, falls iiber dieser Kante keine Markierung steht.
e m,; ; = n, falls iiber dieser Kante die Markierung n steht.

Satz 2.3.3 Sei (W, Sa) ein Coxeter-Paar. Dann gilt
1) Die Coxeter-Matrix A = A(I'(W, Sa)) ist symmetrisch und positiv definit.

2) Der Coxeter-Graph I'(WW, Sa) ist zusammenhéngend genau dann, wenn die Coxeter-
Matrix A irreduzibel ist.

3) A;; <O fir alle i # j;
A;; =1 fur alle 7.

Definition 2.3.4 .

1) Eine symmetrische Matrix A € M(n,n,R) heiit positiv definit, falls fiir alle
z € R™\ {0} gilt: 2" Az > 0.

2) Eine symmetrische Matrix A € M(n,n,R) heiBt positiv halbdefinit, falls fiir alle
z € R™\ {0} gilt: 2" Az > 0.

Behauptung 2.3.5 Sei A eine symmetrische Matrix aus M (n,n,R). Dann gilt:

1) A ist positiv definit genau dann, wenn alle fithrenden Hauptminoren von A positiv
sind.

2) A ist positiv halbdefinit genau dann, wenn alle Hauptminoren von A nichtnegativ
sind.

Definition 2.3.6 Eine Matrix A € M (n,n,R) heifit irreduzibel, falls keine Permutations-
matrix P € M(n,n,R) existiert, so dass

cip (X0
PAP_(ZY

mit X € M(ny,n,R), Y € M(ny,ne,R), Z € M(ng,ny,R), ny >0, ng > 0 ist.
Eine nicht irreduzible Matrix A € M (n,n,R) heifit reduzible.

Behauptung 2.3.7 Eine Matrix A € M(n,n,R) ist irreduzibel genau dann, wenn keine

Teilmengen I,J C {1,...,n} mit I # 0, J # 0, I'||J = {1,...,n} existieren, so dass
A;j=0firallei € [ und j € J gilt.
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2.4 Einige abstrakte Coxeter-Graphen,
die positiv definiten Matrizen haben

Apn(n21)  O——0—0 <1+ O—O—O

B,(n32) 0——0—=0 o-. ooty

Dny(nz4) o—o—-—-o 0_<

Eg o———-cio.o

Eg ' O—O—I O O—O———C

Fs | O——-—-o-&—o——o
Hj 0200

Ha O-i-O-—-O-——-o
I (m) oo

Tabelle 1
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2.5 [Einige abstrakte Coxeter-Graphen,
die positiv halbdefiniten Matrizen haben

A (pmmitnCy

Bn(nz2)

B, (n23) cer 0—02o
Cr(nz3) o3 o0 v+ 0—oto
Dpn(nz4) >—o o—{<:
A OO O——O

E7 e 1 O—0—0

&t
Q
Q
©
o)

Tabelle 2
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2.6 Klassifikation von positiv halbdefiniten

abstrakten Coxeter-Graphen
Definition 2.6.1 Sei I' ein Coxeter-Graph. Ein Graph I heifit Untergraph in T, falls
man [ aus I" durch folgende Operationen bekommen kann:

1) Wegnehmen einiger Eckpunkte und aller Kanten, die diesen Eckpunkten inzident
sind.

2) Verringern der Markierungszahlen.

Satz 2.6.2 Sei A € M(n,n,R) eine symmetrische, positiv halbdefinite, irreduzible Ma-
trix mit A; ; < 0 fiir alle ¢ # j. Dann gilt:

(a) N:={z e R"|2"Az =0} = {z € R"| Az = 0} =: Eig(4,0).
(b) dim(N) < 1.
(¢) Wenn dim(N) = 1 ist, dann existiert ein Vektor v € N mit v; > 0 fiir alle

1=1,...,n.

Satz 2.6.3 Sei I' ein zusammenhéngender Coxeter-Graph, dessen Coxeter-Matrix A(T")
positiv halbdefinit ist. Ist I ein echter Untergraph von I', dann ist A(I") positiv definit.

Satz 2.6.4 Die Tabellen 1 und 2 enthalten alle zusammenhéngenden abstrakten Coxeter-
Graphen T', dessen Coxeter-Matrizen A(I") positiv halbedefinit sind.

Beweis. Nehmen wir an, dass ein abstrakter Coxeter-Graph I' existiert, der diese Be-
dingungen erfiillt, aber sich nicht in Tabellen 1 und 2 befindet. Sei n die Anzahl der Knoten
von I und sei m seine naximale Markierungszahl. Mit Hilfe des Satzes 2.6.3 werden wir
zeigen, dass seine Untergraphen nicht beliebig sein konnen. Am Ende des 20. Schrittes
bekommen wir einen Widerspruch.

(1) Alle moglichen I’ mit n = 1,2 sind Ay, Ir(m) und A;. Sie befinden sich in den
Tabellen 1 und 2, deswegen gilt n > 3.

(2) Da A nicht ein Untergraph von I' sein kann, gilt m < occ.
(3) Da A, (n > 2) nicht ein Untergraph von I' sein kann, enthélt T kein Zyklus.

Fall 1. Sei m = 3.

(4) T muss einen Verzweigungspunkt enthalten, sonst ist I' = A,,.
(5) T enthilt kein En, n > 4, deswegen hat I' einen einzigen Verzweigungspunkt v.

(6) T' enthélt l~)4 nicht, deswegen ist Grad(v) = 3. Sei a, b, ¢ die Anzahl von Knoten in
I', die in drei Komponenten von I'\ {v} liegen. Sei a < b < c.

(7) Da Eg nicht ein Untergraph von I sein kann, ist a = 1.
(8) Da E; nicht ein Untergraph von I' sein kann, ist b < 2.
(9) DaT # D, ist, ist b # 1. Also gilt b = 2.

(10) Da Eg nicht ein Untergraph von I' sein kann, ist ¢ < 4.
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(11) Da I' # Eg, E7, Eg ist, ist m = 3 unmoglich.
Fall 2. Seim > 4.

(12) T enthélt kein C,,, deswegen existiert nur eine Kante, die die Markierung > 3 hat.

(13) T enthalt kein én, deswegen hat I' keine Verzweigungspunkte. Das widerspricht dem
Punkt (4).

Fall 2.1. Seim = 4.
(14) Da I' # B, ist, haben zwei duflere Kanten von I' die Markierung 3.

(15) Da Fj kein Untergraph von I ist, ist n = 4.
(16) Da I' # F} ist, ist m = 4 unméglich.

Fall 2.2. Sei m > 5.

(17) Da T den Graph G, nicht enthalt, gilt m = 5.

(18) Da T den Graph Z, : o— oo —o nicht enthilt (Z ist nicht positiv halbdefinit),
markiert 5 nur eine duflere Kante.

(19) DaT den Graph Zj : o> 0—0—o—o nicht enthils (Z5 ist nicht positiv halbdefinit),
markiert 5 keine innere Kante.

(20) Es bleibt nur I' = Hs oder I' = Hy, was unmoglich nach der Annahme ist.

2.7 Konstruktion der Gruppe FEg

Ey ist die Spiegelungsgruppe mit dem Coxeter-Graph

OfOfIfOfOfOfO

Wir betrachten zwei Gitter in V := R8:
8
L={veR|veZ(i=1,...,8),) v €2},
i1

8

L= L/—l—Z(%Zei).

i=1
Definition 2.7.1 Sei G ein Gitter in R™. Sei vy, ..., v, eine Z-Basis von G. Das Volume
von G ist die Zahl Vol(G) := | det A|, wobei A die Matrix mit den Spalten vy, ..., v, ist.

Remark 2.7.2 Vol(G) hingt von der Wahl der Z-Basis von G nicht ab.

Behauptung 2.7.3 Fiir jedes v € L gilt:
1) S%v €22,

2) |v|* € 2Z.
3) Vol(L) =1.
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Sei @ :={v e L||v]*=2}.
Behauptung 2.7.4 Es gilt & = ¢; U 5, wobei
Q)= {Fe; te;|1<i< <8,

1
D, = {§Zciei]c,- e {—1,1}, [{i| e = 1}| € 27}
=1

ist. Des weiteren gilt |®| = 240.
Behauptung 2.7.5 ® ist ein Wurzelsystem in R®.
Behauptung 2.7.6 Das folgende A ist ein einfaches System in ®:

A :={ay,...,as}, wobei
o= 3(e1 —ey—e3—eq—e5—eg—er +eg),
Qg = e + e,
Q; ‘= €;_1 — €;—2 (Z == 3, e ,8)

Behauptung 2.7.7 Die Spiegelungsguppe W := Wy = {s, |a € ®} hat den folgenden
Coxeter-Graph beziiglich A:

O— O — — O — O — O —O
aq as Qg as ag ar asg

Insbesondere gilt: W = Eg.

Beweis. Wir sehen, dass (&4, 23.) =
la]” fas|

M, ,o; KONnen analog berechnet werden.

—% ist. Deswegen gilt my, o, = 3. Alle anderen

Behauptung 2.7.8 Die Gruppe W operiert transitiv auf der Menge ®.
Behauptung 2.7.9 Sei a := a7 + ag. Dann gilt:
1) a ist allen Vektoren aus A\ {ag} senkrecht.
(W[ = |®] - [Stw(a)|.
3 Stw( ) <Sﬁ’ﬁ€¢ﬂ[‘[&>.

2

4) ® N Hj ist ein Wurzelsystem in Hj.

6

Waonm, = Stw ().

Der Coxeter-Graph von Wenp, ist

)
)
)
5) A\ {ag} ist ein einfaches System in & N Hy.
)
7)

a2

O— O — — O — O — O .
@l as Qg as Qg a7

8) |Es| =240 - |E;| = 416! - 8.
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