Klausur Coxetergruppen, WS 13/14
(Prof. O. Bogopolski)

Aufgabe 1. Geben Sie Definitionen von folgenden Begriffen:

1) Eine Spiegelungsgruppe. [1 Punkt]
2) Ein Wurzelsystem. [1 Punkt]
3) Ein positives System in einem Wurzelsystem. [1 Punkt]
4) Ein einfaches System in einem Wurzelsystem. [1 Punkt]

Aufgabe 2. Sei ey, ..., ¢, die Standardbasis des Euklidschen Raums R".
Fiir jedes Tupel ¢ = (¢1,...,¢,) der Zahlen ¢; € {—1,1}, ¢ = 1,...,n, und fir jede
Permutation o € 5, definieren wir eine lineare Abbildung 7., : R® — R" durch

Tc,o(ei) = Ci€s(3)-

Sei W die Gruppe, die aus allen solchen T, besteht.

1) Beweisen Sie, dass W eine Spiegelungsgruppe ist. [6 Punkte]
2) Beschreiben Sie das Wurzelsystem ®, das mit W assoziiert ist. [6 Punkte]
3) Geben Sie ein einfaches System in ®. [6 Punkte]
4) Beweisen Sie, dass W = S,, x Z} ist. [5 Punkte]

Aufgabe 3. Sei {e1, ey, e3,e4} die Standardbasis des Euklidschen Raums R*.
Wir betrachten die Gitter L' := Zey + Zes + Zes + Zey und

4

L= L’—i—Z(%Zei).

=1

Sei @ := {x € L|||z|]* € {1,2}}. Es gilt
O = {+te;, Le; L, %(iel +teyteztey)}.
Hier sind alle Vorzeichen voneinander unabhéingig; in +e; & e; ist 7 # j.
1) Berechnen Sie |®|. [1 Punkt]

2) Beweisen Sie, dass ® ein Wurzelsystem in R* ist. [6 Punkte]

3) Sei < die lexikographische Ordnung auf R*, die von 0 < e4 < e3 < e < e; induziert
ist. Sei [] ein positives System in ® beziiglich <. Schreiben Sie alle Elemente von
[] auf. [6 Punkte]
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4) Sei A := {oy, a9, g, g }, wobei

Q1 = €3 —é€3,
Qg = €3 — €4,
a3 = €4,
_ 1
gy = 5(61-62-63-64)
ist. Beweisen Sie, dass A ein einfaches System ist. [6 Punkte]

5) Berechnen Sie die Coxeter-Matrix A(A). Dabei vergessen Sie nicht, die Vektoren «;
zu normieren. Malen Sie den Coxeter-Graph I'(A). [6 Punkte]

6) Beweisen Sie, dass die Weyl-Gruppe Wy transitiv auf der Menge ®, = {£e; +¢;}
operiert. Leiten Sie daraus ab (mit einer Begriindung), dass |[We| = 24 - Styy, (1)
ist. [6 Punkte]

7) Es ist bekannt, dass Styy, (o) eine Weyl-Gruppe mit folgendem Coxeter-Graph ist:
4
O— O —©O

Berechnen Sie |Sty, ()| mit Hilfe der Witt-Formel. [5 Punkte]
Berechnen Sie |[Wsg|. [1 Punkt]



