
Lösung der Aufgabe 2.4) aus Übungsblatt 7

Aufgabe 2. Sei n > 4. Wir betrachten die folgende Teilmenge Φ ⊂ Rn:

Φ := {ciei + cjej | ci, cj ∈ {−1, 1}, 1 6 i < j 6 n}.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

1) Φ ist ein Wurzelsystem in Rn.

2) ∆ := {e1 − e2, e2 − e3, . . . , en−1 − en, en−1 + en} ist ein einfaches System in Φ.

3) Der Coxeter-Graph der Spiegelungsgruppe WΦ hat den Typ Dn.

4) |WΦ| = 2n−1n!.

Lösung. Teil 4). WΦ = ⟨sα |α ∈ Φ⟩. Für i ̸= j gilt:

sei+ej :=


ei 7→ −ej,

ej 7→ −ei,

ek 7→ ek, k ̸= i, j.

sei−ej :=


ei 7→ ej,

ej 7→ ei,

ek 7→ ek, k ̸= i, j.

sei+ej ◦ sei−ej :


ei 7→ −ei,

ej 7→ −ej,

ek 7→ ek, k ̸= i, j.

Wir sehen, dass WΦ zwei Untergruppen besitzt:

⟨sei−ej | 1 6 i < j 6 n⟩ ∼= Sn

und

⟨sei+ej ◦ sei−ej | 1 6 i < j 6 n⟩ ∼= ⟨
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Es gilt WΦ
∼= Sn × Zn−1
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