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Coxgtergruppen 11
Ubungsblatt 3

Aufgabe 1.

a) Lesen Sie aufmerksam die Infomation auf Seite 2 des Ubungsblatts 2
und lésen Sie die Teile 4)-6) der Aufgabe 3 des Ubungsblatts 2.

b) Wir betrachten folgende Matrizen aus SLy(Z):

(o) = (B) ()

Leiten Sie aus a) folgendes ab:

SLy(Z) = {a,b|a*=1,0°=1,a* =b%),
PSLy(Z) = ([a], [b] | [a]* = 1, [} = 1).

¢) Wir betrachten den Epimorphismus det : GLo(Z) — Z,. Es ist klar, dass
Ker(det) = SLy(Z) ist. Leiten Sie daraus und aus b) das Folgende ab:

GLy(Z) = (a,b,c|la* =1, =1,a> =3, = 1,ctac=a™ ', c7bc = b71),
PGLy(Z) = ([a], [b], [c] | [a]? = 1, [b]* = L, [c]* = 1, [¢]*[a][c] = [a] ", [e] " [b][c] = [b] ).
d) Seien s; := [c], s9 := [c][b], s3 := [a]. Leiten Sie aus c) ab:

PGLQ(Z) = <51a 52, 53 | S% = 3% = 3% =1, (8153>2 =1, (3182)3 = 1>

Somit ist PGLy(Z) eine Coxeter-Gruppe mit dem Coxeter-Graph o— o —o.

e) Erkldren Sie den Sinn der folgenden Schreibweisen:

SLQ(Z) = Z4 *Zq ZG> PSLQ(Z) = ZQ * Zg,
GLQ(Z) = D4 *D2 D67 PGL2(Z) = DQ *Dl D3.

Fortsetzung Seite 2.



Zum Information:

Sei W = (S|s? =1, (ss')™) =1 (5,5 € S)) eine Coxeter-Gruppe.
Sei V' der R-Vektorraum mit der Basis {as|s € S} und sei V* der Dualraum zu V.
Die Gruppe W operiert auf V' und auf V* wie folgt:

s(v) =v — B(v, o),
w(f)(v) = flw™(v)).

Sei {fs|s € S} die Dualbasis zu {as|s € S}.
D={feV*|(f,as) =20 (s €S)} heiit Tits-Bereich fixr W in V*.
Satz. D ist ein Fundamentalbereich fiir die Operierung von W auf U := W(D).

Aufgabe 2. Sei W = (s1,89|5% = s3 = 1). Sei fi, fo die Dualbasis zu Basis ay,, as,
von V. In der Vorlesung haben wir berechnet, dass fiir ein beliebiges f = af; + bfy aus
V* folgendes gilt:

si(f) =—afi+(2a+0)fs
so(f) = (2b4+a)fi —bfs.

Auch haben wir verstanden, dass D = {af; + bf2|a,b > 0} ist.

1) Malen Sie D, s1(D), sa(D), sas1(D) und s155(D).

2) Sei U := gww(D). Beweisen Sie, dass U = {af; + Bf2|a + 8 = 0} ist.

Aufgabe 3. Sei ® das Wurzelsystem fiir W in V. Seien ®* und &~ die Mengen von
positiven und negativen Wurzeln. Beweisen Sie das Folgende:

) d=0tUP.

2) || < 0 & |W| < 0.

Hinweis. 1) folgt unmittelbar aus einem Satz oder einem Lemma in der Vorlesung.
Zitieren Sie den Satz (das Lemma).

Aufgabe 4. Zeigen Sie:
1) Fiir alle s € S gilt s(®T) = (&7 \ {a,}) U {—as}.
2) Fiir alle w € W gilt |w(®T) NP~| < 0.

Hinweis. 1) kann durch eine kurze direkte Berechnung mit Hilfe der Aufgabe 3.1)
bewiesen werden.

Bemerkung. Die Aufgaben 3 und 4 sind notwendig, um zu zeigen, dass U # V* ist
genau dann, wenn W unendlich ist. Das wird nach einer Woche als Aufgabe angeboten.
Keine weitere Aufgaben.



