Coxetergruppen II, SoSe 2014

(Prof. Dr. O. Bogopolski)

5 Coxeter-Gruppen

5.1 Definitionen und Beispiele

Definition 5.1.1 Eine Gruppe W heifit Coxeter-Gruppe, falls ein endliches Erzeugersys-
tem S C W existiert, so dass W folgende Préasentation hat:

W =(S](ss")™=*) =1 (5,5 € S)),
wobei m(s, s’) € NU oo ist und folgendes gilt:
e m(s,s) =1 und m(s,s") > 2 fir s # 5.

e Die Relation (ss')™**) = 1 wird gestrichen, falls m(s,s’) = oo ist.

Definition 5.1.2 (a) Das Paar (W, S) heiit Coxeter-System.
(b) Der Cozeter-Graph von W beziiglich S ist ein markierter Graph I' = I'(W, 5), so
dass folgendes gilt:
e Die Eckpunkte von I' sind Elemente von S.
e Zwei Eckpunkte s, s’ sind nur dann mit einer Kante verbunden,
wenn m(s,s’) > 3 ist.
e Wenn m(s,s’) > 4 ist, dann markieren wir diese Kante mit m(s, s’).
Die Kanten mit m(a, 8) = 3 werden nicht markiert.

Beispiele. 1) Ist m(s, s’) = oo fiir alle s # ', dann heifit die Coxeter-Gruppe
W=(S|s*=1(s€09))
universelle Coxeter-Gruppe. Jede Coxeter-Gruppe ist ein homomorphes Bild einer uni-
versellen Coxeter-Gruppe.

2) Die Diheder-Gruppe D, (n € N) ist die Symmetrie-Gruppe eines regularen
n-Ecks. Die Diheder-Gruppe D, ist die Symmetrie-Gruppe des unendlichen Graphs

...—o0—o-—o0—o—... Diese Gruppen haben folgende Prasentationen:
D, = {(s1,50|st=s5=1,(s518)" = 1),
Dy = {(s1,82] 87 =s2=1).

3) Wir betrachten die Coxeter-Gruppe
G = (51,89,53|5] =53 =355 =1,(5150)> = 1, (5183)* = 1)
und drei Matrizen in PGLy(Z):
Sl O R O B P
Die Abbildung s; — A, ss — B, s3 +— C' kann bis zu einem Isomomorphismus ¢ : G —
PGLy(Z) erweitert werden.



Proposition 5.1.3 Es existiert ein Epimorphismus

e: W —=7Zy={1,-1}
s— —1(s € 9).
Insbesondere gilt Ord(s) = 2.

5.2 Léange-Funktion
Sei W = (S (ss")™=*) =1 (s,5" € S)) eine Coxeter-Gruppe.

Definition 5.2.1 Da s? = 1 fiir alle s € S gilt, kann jedes Element w € W in der Form
W= 818y ...8 mit s1,...,s, € S geschrieben werden. Die minimale r heif3t Ldinge von w
und wird mit I(w) bezeichnet.

Lemma 5.2.2 Fiir alle w,w’ € W und fiir alle s € S gilt:
L1) l(w) =l(w™),

ww') < l(w) + l(w')
—l(w)

L5) l(w) — 1 < l(w) < l(w) + 1.

I
Y

ww') = l(w)

Proposition 5.2.3 Fiir alle w,w’ € W und fiir alle s € S gilt {(ws) = [(w) £ 1.

5.3 Geometrische Darstellung von W
Sei W = (S (ss')™=*) =1 (s,5" € S)) eine Coxeter-Gruppe.

e Wir betrachen den Vektorraum V' iiber R mit der Basis {a;|s € S}.
e Auf V definieren wir eine bilineare Form B : V x V — R:

B(ag, ag) = — COS(m(Z s’)>'

e Fiir jedes s € S definieren wir eine Hyperebene
Hy :={z eV |B(z,as) =0}
und eine lineare Transformation o, : V — V

os(u) :=u — 2B (u, as)as.

Lemma 5.3.1 Es gilt:
1) V =Ra, ® H,,
2) 0s(as) = —a, und o4(h) = h fir h € Hy,
3) o2 =1.



Lemma 5.3.2 Fiir alle s € S ist die Form B(-,-) o-invariant.
Das heifit: fiir alle s € S und alle v,u € V gilt

B(os(v),05(u)) = B(v,u).

Lemma 5.3.3 Seien s, s’ zwei verschiedene Elemente aus S und sei V, ¢ := Ra, @ Rayy.
Dann gilt:

1) Die Einschrankung B|Vs,s/ ist positiv halbdefinit (B(v,v) > 0).

2) Die Einschriankung Bly, , ist nicht singular (B(v,v) # 0 < v # 0) genau dann,
wenn m < oo ist.

Bemerkung. Ist m(s,s’) = oo, dann gilt B(v,v) =0 fiir v = a; + ay.

Lemma 5.3.4 Es gilt (0,04)™®%) = id auf V.
Korollar 5.3.5 Sei W = (S| (ss')™*%) =1 (s,5' € 5)) eine Coxeter-Gruppe.
1) Die Abbildung S — GL(V), s — o4 kann bis zu einem Homomorphismus
o: W — GL(V)
erweitert werden® .
2) Ord(ss’) = mf(s,s).

3) Die Gruppe W erhélt die Form B(-,-), d.h.: fiir alle w € W und fiir alle u,v € V
gilt

5.4 Wurzelsystem fiir W und eine Einbettung von W in GL(V)
Sei W = (S (ss')™=*) =1 (s,5" € S)) eine Coxeter-Gruppe.
Definition 5.4.1 Das Wurzelsystem fiir W ist die folgende Teilmenge von V':
® = {w(as) |w e W,s € 5}.
Bemerkung. Es gilt

1) |jv|]| =1 fiir alle v € ®;
2) & =—9;

3) W = .

'Das ermoglicht zu sagen, dass W auf V' durch lineare Transformationen operiert. Wir schreiben w(v)
statt o(w)(v).



Definition 5.4.2 Jedes o € ¢ kann eindeutig in der Form a = ) ¢, mit ¢5 € R
seS
geschrieben werden. Der Vektor a heifit positiv, falls ¢, > 0 fiir alle s € S ist. Der Vektor

a heilt negativ, falls ¢, < 0 fiir alle s € S ist. Wir schreiben « > 0, falls « positiv ist, und
wir schreiben o < 0, falls o negativ ist. Wir setzen

ot ={ae®|a=0}, P ={aed|a=<0}
Bemerkung. Spéter werden wir beweisen, dass ® = & | |®~ ist.
Definition 5.4.3 Fiir jede Teilmenge I C S definierern wir
Wy = (s|sel).

Die Untergruppen von W, die die Form wWw™' haben (w € W, I C S), heiflen parabo-
lische Untergruppen von W.

Lemma 5.4.4 Fiir jew € W und s € S gilt:
1) Ist I(ws) > l(w), dann gilt w(as) > 0.
2) Ist l(ws) < l(w), dann gilt w(a,) < 0.

Korollar 5.4.5 Sei W = (S| (ss')™**) =1 (s,5' € S)) eine Coxeter-Gruppe.
Der Homomorphismus
o: W — GL(V),

S Oy

ist ein Isomorphismus.

5.5 Fundamentalbereich fiir eine Coxeter-Gruppe

Definition 5.5.1 Sei W = (S|s% = 1, (ss)">*) =1 (5,5 € S)) eine Coxeter-Gruppe
und sei V' der R-Vektorraum mit der Basis {a;|s € S}. Nach Korollar 5.3.5 operiert W
auf V wie folgt:

s(v) =v—=2B(v,a5)as (s€ S,veV).

Wir betrachten den Dualraum
Vi i={f:W = R|f ist linear}
und definieren eine Operierung von W auf V* durch die Formel
w(f)(v) = fw™(v) (weW,feVi,veV).
Nun haben wir zwei Operierungen (die direkte und die kontragradiente):

o W = GL(V),
o* W — GL(V").

Bemerkung:

1) Es gilt (wiw2)(f) = wi(w2(f)).
2) Die beiden Operierungen sind treu: Ker(o) = Ker(c*) = 1.



Definition 5.5.2 Wir definieren eine Paarung:

V*xV =R
(fiv) = (fv),

wobei (f,v) := f(v) ist.
Bemerkung. Fiir alle w € W, f € V* und v € V gilt (w(f),w(v)) = (f,v).

Definition 5.5.3 Fiir jedes s € S definieren wir eine Hyperebene und zwei offene Halbraume

in V*:
Zs: :{fGV*‘<f7a8>:0}7
Af s ={f eV [{f,as) >0},
A ={feV'[(f as) <0}

Lemma 5.5.4 Jeder Erzeuger s € S fixiert Z; punktweise und tauscht A; und A} um.
Definition 5.5.5 Sei [ eine beliebige Teilmenge von S. Wir definieren folgende Bereiche
in V*:

C: = nAH

SES

- +
Cr: _(mZS)ﬂ(sQIAs)»

sel
={feV*| (fia) =0 fiir alle s € I,
(f,as) >0 fir alle s € S\ I},
D:

C
{feV*] (f,as) =0 fiir alle s € S}.
Bemerkung. Es gilt:

1) Cp =C und Cg = 0,

2) D=1,

ICS

3) D ist ein konvexer Kegel und heifit Tits-Kegel fiir W.

Lemma 5.5.6 1) Die parabolische Untergruppe Wy := (s" | s” € S) fixiert C; punktweise.
2) Sei s € S. Wenn s ein f aus Cf fixiert, dann gilt s € I.

Lemma 5.5.7 Fiir s € S und w € W gilt:
[(sw) > l(w) & w(C) C Af,

l(sw) < l(w) & w(C) C A;.



Satz 5.5.8 Fiir jede Coxeter-Gruppe W gilt:

(a) Seiw € W und seien I,J C S.
Ist w(Cr)NCy # 0, dann ist T = J und w € Wj.
Insbesondere gilt St*y, (Cy) = W7.

(b) D ist ein Fundamentalbereich fiir die Operierung von W auf U := UWw(D):
we

(fiir alle u € U existiert ein eindeutiges d € D mit d = w(u) fiir ein w € W;

dieses w ist aber nicht immer eindeutig).

(¢) Der Kegel U ist konvex. Jede geschlossene Strecke in U schneidet sich nur mit endlich
vielen Elementen der Menge C := {wC|w € W, I C S}.

Korollar 5.5.9 Fiir U := U w(D) gilt

weW

v= |J wC = 1T wCr,
weW w € Rep(W/Wr)
I1cs Ics

wobei Rep(W /W) die Menge der Reprisentanten der linken Nebenklassen von Wy in W
ist.

6 Spezialfille von Coxeter-Gruppen

6.1 Topologische Grundlagen

Definition 6.1.1 Eine Teilmenge M eines topologischen Raumes X heifit diskret, falls
jeder Punkt m € M eine Umgebung O(m) besitzt, so dass O(m) N M = {m} ist.

Satz 6.1.2 Jede diskrete und abgeschlossene Teilmenge M eines kompakten topologi-
schen Raumes X ist endlich.

Beweis. Fiir jedes m € M sei O(m) eine Umgebung von m in X mit O(m)NM = {m}.
Dann ist
X =(X\M)U( U Om))
eine Uberlagerung von X mit offenen Mengen. Da X kompakt ist, existiert eine endliche
Teilmenge My C M mit
X=(X\M )
(X\M)U( Y, O(m)
Dann gilt
M=(U Om)NnM= U (O(m)nM)= M,.

me Mo meMo



Definition 6.1.3 Eine Gruppe G, die gleichzeitig ein topologischer Raum ist, heifit to-
pologische Gruppe, falls die Abbildungen - : G x G — G, (z,y) = zy und ' : G — G,
x +— x7! stetig sind.

Satz 6.1.4 Jede diskrete Untergruppe H einer Hausdorffschen topologischen Gruppe G
ist abgeschlossen.

Beweis. Sei hy, hs, . .. eine Folge von Elementen aus H, die gegen ein g € G konvergiert.
Wir miissen zeigen, dass g in H liegt.

Es ist klar, dass die Folge hig~', hog™!,... gegen 1 konvergiert. Dann gilt: Fiir jede
Umgebung U von 1 existiert eine natiirliche Zahl ng = ng(U), so dass h,g~* € U fiir alle
n = ng ist.

Sei V' eine beliebige Umgebung von 1. Dann existiert eine Umgebung U von 1 mit
U-U"' CV.Dann gilt hyg™" - (hyg™ ')t = hyh, ' € V fiir alle k, 1 > ny.

Da 1 € H ist und H diskret in G ist, existiert eine Umgebung V von 1, so dass
VN H = {1} ist. Dann gilt hkhfl =1 fiir alle k, 1 > ng. Also gilt hy, = hy fiir alle k,1 > ny.
Wir bezeichnen dieses Element mit A. Dann ist A € H und die Folge hq, ho, ... konvergiert
gegen h. In jedem Hausdorffschen Raum ist aber Limes einer Folge eindeutig. Deswegen
gilt g=h e H.

Folgerung 6.1.5 Jede diskrete Untergruppe H einer Hausdorffschen kompakten topolo-
gischen Gruppe G ist endlich.

Folgerung 6.1.6 Jede diskrete Untergruppe der orthogonalen Gruppe O(n) ist endlich.

6.2 Ein Satz iiber (W)
Satz 6.2.1 o*(W) ist eine diskrete Untergruppe von GL(V*).

Beweis. Angenommen o*(W) ist in GL(V*) nicht diskret. Dann existiert eine Folge
verschiedener Elemente wy, we, ... aus W, so dass die Transformationen o*(w;) gegen die
identische Transformation id konvergieren. Dann gilt

o (wi)(f) = id(f) = f
fiir alle f € V™.
Sei fo € C, wobei die offene Menge C' C V* in Definition 5.5.5 definiert wurde. Dann
existiert ng, so dass fiir i > nq gilt:

o*(w;)(fo) € C.
Da fy € C ist, folgt aus dem Satz 5.5.8. (b)

o (wi)(fo) = fo-

Dann gilt
o*(wy)|c = id|e.
Da C eine offene Menge ist, ist
o*(w;) = id.

Dann ist w; = 1 fiir alle ¢ > ng. Ein Widerspruch. O



Satz 6.2.2 (W) ist eine diskrete Untergruppe von GL(V).
Beweis. Wir betrachten die kanonische Abbildung

0: GL(V)— GL(V*)
t— (fr fot™).

Die Abbildung 6 is stetiger Isomorphismus. Auflerdem gilt

o (w) = (f = fo((o(w)™))) = b(a(w)).
Daraus folgt
c"=0oo.

Wiire (W) nicht diskret in GL(V'), dann wére auch o* (W) nicht diskret in GL(V*). O

Zu Erinnerung. Die Form B : V x V — R wurde so definiert:

B(ag, ay) == —cos(L). (1)

m(s,s’)
Satz 6.2.3 Ist die Form B positiv definit, dann ist W endlich.

Beweis. Mit der positiv definiten Form B ist V' ein Euklidscher Raum. Nach Korol-
lar 5.3.5.3) gilt
B(o(w)(u), o(w)(v)) = B(u,v)
fir alle w € W und u,v € V. Das bedeutet, dass o(w) eine orthogonale Abbildung von V/
ist. Also gilt (W) C O(V). Da o(W) eine diskrete Untergruppe in Q(V') ist, ist a(W)
endlich.

6.3 Radikal einer bilinearen Form

Definition 6.3.1 Sei B eine beliebige Bilinearform auf einem R-Vektorraum V.
Die Menge
Rad(B) :={v € V| B(v,z) =0 fiir alle z € V'}

heiBt Radikal der Bilinearform B. Die Form B heifit singular, falls Rad(B) # {0} ist. Die
Form B heiit positiv definit, falls B(v,v) > 0 fiir alle v # 0 ist. Es ist klar, dass die positiv
definiten Formen nicht-singular sind.

Bemerkung. Sei (W, S) ein Coxeter-Paar. Sei V' der R-Vektorraum mit der Basis
{as|s € S}. Sei B die Bilinearform auf V', die mit Formel (1) gegeben ist. Bezeichne

Hy :={veV|B(v,as) = 0}.

Dann gilt
Rad(B) = N H,.

seS

Daraus und aus Lemma 5.3.1.2) folgt:

Behauptung. Der Untervektorraum Rad(B) von V' ist punktweise fixiert von .



Lemma 6.3.2 Fiir jedes s € S gilt: V = Eig(o,, 1) & Eig(o,, —1) = Hy & (a).
Beweis folgt aus Lemma 5.3.1.

Lemma 6.3.3 Sei (I, 5) ein irreduzibles Coxeter-System. Dann gilt:

(
(

a) Ist V} ; V ein W-invarianter Untervektorraum, dann gilt V; C Rad(B).

)
b) Ist Rad(B) # {0}, dann ist das W-Modul V nicht vollstéindig reduzibel.?
(c) Ist Rad(B) = {0}, dann ist das W-Modul V irreduzibel.?

)

(d) Sei ¢ € End(V), so dass ¢w = we fiir alle w € W gilt. Dann ist w = ¢ - id fiir ein
ceR.

Beweis. (a) Fall 1. Angenommen o, ¢ V; fiir alle s € S.
Wir betrachten og|y,. Da V) os-invariant ist und a:f = id ist, haben wir

Vl = Eig(03|v1, 1) ©® Eig(o—s‘vl’ _1)'

Wire Eig(os|y,, —1) # {0}, dann hétten wir Eig(os|y,, —1) = (as) nach Lemma 6.3.2.
Das widerspricht aber unserer Annahme. Also gilt

‘/1 = Eig(o-s‘Vu 1) C Hs
fir alle s € S. Dann ist V; eine Teilmenge von ﬂSHS = Rad(B).
s€

Fall 2. Angenommen «y € V; fiir ein s € S.
Da der Coxeter-Graph von (W, S) zusammenhéngend ist, existiert ein benachbarter zu s
Erzeuger t € S\ {s}. Wir haben m(s,t) > 3, deswegen gilt B(as, ay) # 0. Dann gilt:

Vi 2 0¢(V1) 3 oy(as) = ag — 2B, o) - i

und somit gilt oy € Vj. Per Induktion erhalten wir, dass alle ay (s' € S) in V; liegen.
Dann gilt V3 = V. Ein Widerspruch.

(b) Der Untervektorraum V; := Rad(B) hat keinen komplementdren WW-invarianten
Vektorraum V5.

(c) folgt aus (a).

(d) Sei s € S. Da 05¢ = ¢o, ist, ist Eig(os, —1) = (as) ¢-Invariant. Dann gilt
o(as) = cay fiir ein ¢ € R. Betrachte V; := Ker(¢ — ¢ - id). Merken wir an: V] ist
W-invariant und enthélt as. Aber ay ¢ Rad(B), weil B(as, as) = 1 ist. Nach (a) gilt
V = V). Daraus folgt ¢ = ¢ - id. O

2W-Modul V heiit vollstandig reduzibel, falls fiir jeden W-invarianten Untervektorraum V; in V ein
W -invarianter Untervektorraum Vo mit V = Vi @ V5 existiert.

3W-Modul V heifit irreduzibel, falls kein W-invarianter Untervektorraum von V, auBer V und {0}
existiert.



6.4 Endliche Coxeter-Gruppen

Lemma 6.4.1 Sei p: G — GL(V) eine Gruppendarstellung?, wobei V' ein endlichdimen-
sionaler R-Vektorraum ist. Dann gilt:

(a) Ist G endlich, dann existiert eine G-invariante und positiv definite symmetrische
Bilinearform auf V.

(b) (Maschke) Ist G endlich, dann ist p vollstandig reduzibel.

(¢) Angenommen: Die einzigen Endomorphismen von V', die mit allen Elementen von
p(G) kommutieren sind Skalarendomorphismen.
Dann gilt: je zwei G-invariante symmetrische nichtsingulare® Bilinearformen 8 und
B auf V unterscheiden sich nur um einen Faktor aus R.

Beweis.
(a) Sei (3 eine beliebige positiv definite symmetrische Bilinearform auf V. Zum Bei-
spiel: Wir fixieren eine Basis e1,...,e, von V und definieren S(}"\_, ase;, > o bie;) =

> i, a;b;. Wir definieren eine andere Bilinearform B auf V durch

_ 1
Blu,v) = @Z Blg(v), g(u)),

geqG

wobei wir immer g(v) statt p(g)(v) schreiben. Diese Form 3 ist G-invariant, positiv definit
und symmetrisch.

(b) Sei Vi C V ein G-invarianter Untervektorraum. Wir miissen einen G-invarianten
Untervektorraum V5 finden, so dass V' = V1 @& V5 gilt. Als V5 gilt die orthogonale Komple-
ment zu V) beziiglich das Skalarprodukts £:

Vo :={veV|B(v,x) =0 fiir alle z € V}.
(¢) Das wird eine Aufgabe im Ubungbslatt 5. O

Satz 6.4.2 Eine Coxeter-Gruppe W ist genau dann endlich, wenn die assoziierte Biline-
arform B positiv definit ist.

Beweis. Die Richtung < wurde im Satz 6.2.3 bewiesen.

=-: Sei W endlich. O.B.d.A. ist W irreduzibel. Dann gilt:

e Die Darstellung o : W — GL(V) ist vollsténdig reduzibel (Lemma 6.4.1.(b)).

e Rad(B) = 0 (Lemma 6.3.3.(b)). Insbesondere ist B nicht singular.

e Sei B die positiv definite und W-invariante Bilinearform aus Lemma 6.4.1.(a).

e B =c- B fiir ein ¢ € R (Lemma 6.4.1.(c) und Lemma 6.3.3.(d)).

e Da B positiv definit ist und B(as, o) = 1 ist, ist ¢ > 0 und somit ist B auch positiv
definit. a

4p ist ein Gruppenhomomorphismus.
SEine Bilinearform 3 heifit singilar, falls Rad(3) = {0} ist.

10



Die Liste von “irreduziblen” endlichen Coxeter-Gruppen

An(nz2l)  O—0—0 +++ O—O—0

Bn(ﬁ;Z)_ [0 S SN o [ O—--O—‘}-—O

Da(n>4)  O—0—0 o« - D__<

F4
H;
Ha O-5—-O-—-o--—-o
I (m) oo -
Tabelle 1
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6.5 Kristallographische Coxeter-Gruppen

Sei W = (S| (ss")™®5) =1 (5,8 € S)) eine Coxeter-Gruppe. Wir betrachten die Ope-
rierung von W auf dem Verktorraum V = & a;R durch Lineartransformationen wie im

acsS
Korollar 5.4.5:
o: W — GL(V).

Definition 6.5.1 Eine Coxeter-Gruppe Gruppe W heifit kristallographisch, falls ein vol-
les® o(W)-invariantes Gitter L in V existiert.

Lemma 6.5.2 Ist W kristallographisch, dann ist Spur(c(w)) € Z fiir alle w € W.

Beweis. Sei L = & ¢;Z. Da L invariant beziiglich o(w) ist, ist die Darsellungsmatrix
i=1

von o(w) in der Basis e ganzzahlig.

Bezeichnungen. Sei S = {s1,...,s,}. Wir schreiben
e «; statt oy,

e w(v) statt o(w)(v).

e m,; ; statt m(s;, s;).

Sei

T
J (ai, o) cos —
Aus der Definition von ¢ haben wir
Si(OZj) = + bi,jaj-

Lemma 6.5.3 Sei W kristallographisch. Dann gelten
1) b7; € Z fiir alle 1 # j.
2) b jbji...by; € Z fur jeden Zyklus (s;, sj, s, .. ., s) im Coxeter-Graph I'(IV, S).

Beweis. 1) Wir haben

s182(aq) = sy(ag + baan)
= —Q1 + b21 (042 + blgOél)
= (=1+b}y)aq + bayras,

s152(a2) = s1(az) = —(ag + bpav),

s182(a) = ap ( mod Span{ay, as})

fiir £k > 2. Dann ist
Spur(sy8y) = b2y + 1.

Nach Lemma 6.5 gilt b3, € Z. Analog gilt bf,j € Z fir alle @ # 7.
2) folgt aus der Berechnung von Spur(s;s;s; ... sg)(ay) fir ¢t = 1,...,n. Als Beispiel,
ist es niitzlich, ein Dreieck-Zyklus (s1, 2, s3) zu betrachten. O

Gdimz L= dimR V.
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Satz 6.5.4 Eine Coxeter-Gruppe W ist kristallographisch genau dann, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

1) Es gilt m; ; € {2,3,4,6, 00} fiir alle i # j.

2) In jedem Kreis von I'(WW, S) ist die Anzahl von Kanten mit m; ; = 4 und mit m; ; = 6
gerade.

Beweis. Nehmen wir an, dass W kristallographisch ist und beweisen wir 1) und 2).
1) Nach Lemma 6.5.3.1) gilt b;; € Z fiir alle i # j. Das ist dquivalent zu:

cos?(-=) €{0,1,2,2,1},
cos(miij) € {0,%,‘/75,73,1},
7'7:;] e{%?%?%’%70}7
m; c {2,3,4,6, OO}

2) folgt direkt aus Lemma 6.5.3.2).

Jetzt nehmen wir an, dass 1) und 2) fiir W gelten und beweisen, dass W kristallogra-
phisch ist. Aus 2) folgt, dass Zahlen ¢; (s € S) existieren, die die folgende Bedingung fiir
i # 7 erfiillen:

m;; = = C; = Cj,
m;; = 4 = ¢ = \/EC]‘ oder Cj = \/§Ci,
m;j = 6 = C; = \/gcj oder Cj = \/§Ci,

m;j = OO :>CZ':Cj.

Beispiel:

Hier koénnen wir ¢; =1, ¢3 = \/5, c3 = V3 \/5, Cqy = V3 \/5, Cy = V3 setzen.

n

Wir definieren L := @ (¢;o;)Z. Es ist leicht zu beweisen, dass das Gitter L invariant
i=1
beziiglich W ist. Also ist W kristallographisch. O

13



6.6 Gruppe von affinen Spiegelungen

Definition 6.6.1 1) Die Translation des Raumes um einen Vektor v € V' ist die Abbil-
dung
tv): V-1V,
T T+ 0.

2) Die Gruppe der Translationen des Raumes V' ist
T(V) :={t(v)|veV}.
3) Die Gruppe der affinen Transformationen von V ist
Aff(V) :=T(V) x GL(V).

Bemerkung 1. Fiir g € GL(V) und v € V gilt got(v) o g~! =t(g(v)).
Erinnerung. Sei (W, S) ein Coxeter-Paar. Wir bezeichnen A := {a;|s € S}. Die Menge
O = W(A) heiit Wurzelsystem fiir W.

Definition 6.6.2 Sei W eine endliche Coxeter-Gruppe. Sei ® ihr Wurzelsystem in V.
1) Mit der Bezeichnung

heifit die Menge
PV :={a"|a € d}

Co-Wurzelsystem von W.

2) Sei L das Z-Modul, das von ®¥ erzeugt ist:

Die Gruppe der Translationen entlang des Z-Moduls L ist
T(L) ={t(v)|v e L}

Satz 6.6.3 Sei W eine endliche Coxeter-Gruppe und sei ® ihr Wurzelsystem. Dann gilt:

1) Das mit ® assoziierte Z-Modul L ist W-invariant.

2) Das Z-Modul L ist ein Gitter in V fiir alle irreduziblen W aufler Hs, H5 und I5(m)
mit m =5 und m > 7 (siche Tabelle 1).
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Definition 6.6.4 Fiir « € ® und k € Z definieren wir eine affine Hyperebene:
Hyp={veV|(va) =k}

und eine Abbildung:
Sak = t(ka") o s,.

Lemma 6.6.5 Es gilt:
1) Ha,k - Ha,O + gav;
2) 54 ist eine Spiegelung um H, x;

Definition 6.6.6 Sei W eine endliche Weyl-Gruppe (= eine endliche Coxeter-Gruppe)
und sei ® ihr Wurzelsystem in V. Wenn das mit ® assoziierte Z-Modul L ein Gitter ist
(siehe Satz 6.6.3), dann heifit die Gruppe

Wo = (Sakr|a € ®,keZ)
affine Weyl-Gruppe fiir W.

Satz 6.6.7 Sei (W, S) ein Coxeter-Paar mit endlicher Coxeter-Gruppe W. Wenn das mit
& assoziierte Z-Modul L ein Gitter ist (siehe Satz 6.6.3), dann gilt:

1) Wy=T(L) x W.
2) W, ist eine Coxeter-Gruppe.

3) Ist (W, S) irreduzibel, dann existiert eine Wurzel a € @, so dass (W,, S,) ein irredu-
zibles Coxeter-Paar mit

Sa = S U {S&,l}
ist und der Coxeter-Graph I'(W,, S,) einer der Graphen aus Tabelle 2 ist.

Beispiel (siche Bild 1). Sei W = (s1,s2]s7 = s5 = 1, (s152)> = 1). Wir haben
W = Ds,

Vv = Span(A),

A = {a17 a?}a

B(ag,an) = —COS(%) = -1

d = WA ={xa;, tas, tasz} mit ag = sys9(az).
Wir nehmen an, dass |o;| = 1 ist. Der Winkel zwischen «; und «; ist 120° fiir ¢ # j.
Es gilt s1(a1) = —a; und ss(an) = —ay. Wir setzen

S3 — S5159S81.
Dann gilt auch s3(as3) = —as:
sg(az) = $15281(8182(ve)) = s1(an) = $182(—2) = —ag.
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Fiir = 1,2, 3 haben wir

Merken wir an:
v v v

Dann gilt
LY=a{Z®ayZ =]Z+ ayZ + o Z,

siehe Bild 1 (die Gitterpunkte sind hervorgehoben).
Sei t; = t(a"). Dann gilt ¢, + t2 + t5 (additive Schreibweise) und:

Wa = <Sla 327337t17t27t3 | S% = 8% = ]-7 (8132)3 = 17 83 = 515251,
titots = 1, [ti,tj] =1,
SitiSi_l = ti_l,
sitysi | =tit; (i # 7))
Wir iiberpriifen die letzte Relation:

2 iy (g
s, 01020 0557 = s, (205)) = 12y — (02 0) = (2(a; + ) = t(200) 0 1(205).
‘ Qy, O
Nun setzten wir z := sst3. Man kann beweisen, dass

W, = (s1,80,2|82 =55 = 2% =1, (5189)% = (512)% = (592)° = 1)

ist. Letzlich merken wir an, dass 2 = 54,1 ist.
Die Gruppe W, ist von Spiegelungen in Wéanden des dreieckigen Alkoves erzeugt und
hat das Coxeter-Diagramm

asg

AN

(651 &%)
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6.7 Grundlagen der hyperbolischen Geometrie

Wird geschrieben. Siehe weitere Abschnitte unten.
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6.8 Hyperbolische Gruppen

Sei (W, S) ein irreduzibles Coxeter-Paar und sei B nichtsingular (Rad(B) = {0}).
Wir betrachten den Vektorraum V' mit der Basis {a;|s € S} und definieren

C:={veV|Bwa) >0 firallesc S } und D:=C.
Sei {ws | s € S} die Dualbasis von V' beziiglich B: es gilt B(ws, op) = d5¢. Dann gilt:

C= {chws | alle ¢s >0}

seS

und
D= {chws | alle ¢s > 0}.

seS
Insbesondere gilt w, € D fiir alle s € S.
Bemerkung. Nach Korollar 5.3.5 operiert W auf V. Man kann beweisen:

Wenn Rad(B) = {0} gilt, dann ist D ein Fundamentalbereich fiir die Operierung von W
auf W (D).

Definition 6.8.1 Ein irreduzibles Coxeter-Paar (W, .S) heifit hyperbolisch, falls gilt:
1) Signatur(B) = (n —1,1),
2) B(v,v) <0 fiir alle v € C.

In dem Fall sagt man auch, dass W hyperbolisch ist.

Bemerkung 6.8.2 Aus 2) folgt
3) B(v,v) <0 fiir alle v € D,
4) B(ws,ws) < 0 fiir alle s € S.

Lemma 6.8.3 Sei V ein R-Vektorraum mit dimV =n. Sei B : V xV — R eine Bilinear-
form mit Signatur(B) = (n — 1,1). Fiir jedes a € V' \ {0} bezeichnen wir

H, :={veV|B(v,a) =0}.

Dann gilt
B, = 0% B(a,a) <0.

Bemerkung 6.8.4 1) Friither haben wir bewiesen, dass V' = (ay) @ H,, gilt. Dabei haben
wir benutzt, dass B(as, o) = 1 # 0 ist. Falls B(a, ) = 0 ist, dann gilt aber o € H,.
2) Aus Signatur(B) = (n—1, 1) folgt Rad(B) = {0} und daraus folgt dim(H,) = n—1.

Satz 6.8.5 Ein irreduzibles Coxeter-Paar (W, S) ist hyperbolisch genau dann, wenn fol-
gendes gilt:
1) Die assoziierte Bilinearform B ist nichtsingular und nicht positiv definit.
2) Fiir jedes s € S gilt Bg\(sy = 0,
wobei Bg\ (4 die mit (Wg\ (s}, S \ {s}) assoziierte Bilinearform ist.

Satz 6.8.6 Alle hyperbolischen Coxeter-Gruppen haben Rang von 3 bis 10. Es gibt un-
endlich viele hyperbolische Gruppen mit Rang 3. Es gibt nur endlich viele hyperbolische
Gruppen des Ranges von 4 bis 10 (siehe die Liste im Abschnitt 9).
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7 Die Liste von “irreduziblen” endlichen Coxeter-
Gruppen

Apn(n21)  O——0—0 <1+ O—O—O

B,(n32) 0——0—=0 o-. ooty

Dy (n24) O——O—-—-O o—o<

Eg o———-cIo.o

Fy | o—o-t-o0—0
Hj O O

Ha O-i-O-—-O-——-o
I (m) oo

Tabelle 1
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Die Liste von “irreduziblen” affinen Coxeter-Gruppen

Al o0
Ap(nz2) IR
B, (n23) A

m
=
Q
Q
¢

T
o)
)
O—o0 0O

Tabelle 2



9 Die Liste von hyperbolischen Coxeter-Gruppen des
Ranges > 4

oto—o03o m =35 odog—5 S

L]
n e
L]
a
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