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Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass hier im
Horsaal gleich viele mannliche und weibliche
Studierende sitzen?

Antwort: Das ist keine gute Frage.
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Wahrscheinlichkeiten |1

o Aus allen Studierenden der Mathematik werden zufillig vier
ausgewahlt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind zwei weiblich
und zwei mannlich?

o Die Mathematik hat ein ausgeglichenes Geschlechterverhiltnis.

o Es gibt die folgenden 16 Mdglichkeiten:
(mm,mm) (mmmw) (mmwm) (m,mw,w)
(mw,mm) (mwmw) (mwwm) (mwww)
(w,m,mm) (w,mm,w) (w,mw,m) (w,mww)
(w,w,m,m) (w,w,m,w) (w,w,w,m) (w,w,w,w)

o 6 der 16 gleichwahrscheinlichen Versuchsausgingen gehdren

zur gesuchten Gruppe.

o Also ist die Wahrscheinlichkeit gleich 6/16 = 0.375
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Der Ereignisraum

o Alle potenziell auftretenden Ergebnisse bilden den
Ereignisraum.

o Seine Elemente sind die Elementarereignisse.
o Der Ereignisraum wird gerne mit Q) bezeichnet und die
Elementarereignisse mit w.

Q ={wi, wo,...,wp}
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Beispiele fiir Ereignisraume

o Geschlechter von vier Studierenden

= {(m m, m, m))(m m, m, W)a(m)ma W, m)a(m)m) W, W))
(m W m m))(m W m W))(m’ W) W) m)) (m’ W’ W) W))
(W) m) m) ))(W) m) m) ))(W) m) W) m))(W’ m) W) W))
(W) W)m) ))(W) W)m) ))(W) W) W)m))(W) W) W) W)}
o Einfacher Wurf einer Miinze
Q={AZ}

o Einfacher Wurf eines Wiirfels

Q= {]-)2)3)4)5)6}
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Ereignisse

o Ein Ereignis besteht aus Elementarereignissen.
o Den Ereignisraum () bezeichnet man als sicheres Ereignis.

o Das leere Ereignis () bezeichnet man als unmdégliches Ereignis.
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Beispiele fiir Ereignisse

o Im Beispiel “Geschlechter von vier Studierenden” war das
interessierende Ereignis

A = “2 sind weiblich”
= {(m> m, w, W)) (m) w, m, W)) (m> W, w, m))

(W) m) m) W)) (W) m) W) m)) (W) W) m) m)}
o Im Wiirfelbeispiel interessiert

A = “gerade Zahl"
- {2) 4, 6}
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Konstruktionen

Aus einfachen Ereignissen werden komplexere aufgebaut.
Durchschnitt

©

©

Vereinigung

Differenz

()

©

Komplement
Produkt

©
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Durchschnitt zweier Ereignisse

Der Durchschnitt AN B zweier Ereignisse A und B besteht aus
allen Elementarereignissen, die sowohl zu A als auch zu B gehoren.
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Vereinigung zweier Ereignisse

Die Vereinigung AU B zweier Ereignisse A und B besteht aus allen
Elementarereignissen, die zu mindestens einem der beiden
Ereignisse gehoren.
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Differenz zweier Ereignisse

Die Differenz A\ B zweier Ereignisse A und B besteht aus allen
Elementarereignissen, die zu A, aber nicht zu B gehoren.
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Komplement

Das Komplement A€ eines Ereignisses A besteht aus allen
Elementarereignissen, die nicht zu A gehdren.



Die Laplace-Verteilung

Wabhrscheinlichkeiten
000000000

Zufallsereignisse
[e]ele)

00000000000 e0000

Mengensprechweise

Die Menge aller Elementarereignisse ist der Ereignisraum. Seine
Teilmengen heiBen (Zufalls)-Ereignisse. Die Mengenlehre dient uns
als Sprechweise, Ereignisse kurz und zweifelsfrei zu beschreiben.

verbal mathematisch
Ereignisse A und B treffen ein ANB
Ereignis A oder Ereignis B trifft ein AUB
Ereignis A trifft nicht ein Ac
Ereignis A trifft ein, Ereignis B aber nicht A\ B
unmogliches Ereignis 0
sicheres Ereignis (= Ereignisraum) Q
Elementarereignis w gehoért zu A weA
Elementarereignis w gehoért nicht zu A w¢A
alle Elementarereignisse von A gehoren zu B AcCB
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Beispiele fiir Mengensprech

A = "ungerade Zahl gewiirfelt” ={1, 3,5} und
B = “Zahl kleiner 4 gewiirfelt” ={1,2, 3}

o AnB ={1,3}

o AUB ={1,2,3,5}
o A =1{2,4,6}

o A\ B={5}

©

AUB =Q\{4,6}
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Produkt

o Gegeben zwei Ereignisraume Q3 und Qs und in jedem ein
Ereignis
AcC 0y B cC Q,

©

Das Produktereignis A x B besteht aus allen Paaren (a, b) mit
acAund be B

o Mathematisch

Ax B ={(ab)|acA bec B}

©

Es ist ein Ereignis im Ereignisraum Q3 x Q>
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Ein Produkt mit 12 Elementen

A ={ay, ap, a3}
B = '{blw b2\, b3\ b4}

‘ by by b3 by
a1 | (a1, b1) (a1, b2) (a1, b3) (a1, ba)
a2 | (a2, b1) (a2, b2) (a2, b3) (a2, ba)
a3 | (a3, b1) (a3, bo) (a3, b3) (a3, ba)
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Beispiele fiir Produktereignisse

o Im Beispiel “Geschlechter von vier Studierenden” ist

Q={myw}x{myw}x{m,w}x{m, w}

= {m) W}4
o Zweifacher Wurf eines Wiirfels

0 ={1,2,3,4,5,6}

={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4), (1,5), (1,6),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5), (2,6),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), (3,6),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5), (4,6),
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4), (6,5), (6,6)}
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Wahrscheinlichkeit

©

Was ist eine Wahrscheinlichkeit?

Eine Wahrscheinlichkeit ist eine Modellannahme.
Modellannahmen kommen her von

o beobachteten relativen Haufigkeiten
o abstrakten Uberlegungen (z.B. faire Miinze)
o Konstruktion aus Teilsystemen (z.B. mehrfacher Miinzwurf)

©

©

©

Uberpriifung des Modells am Experiment
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Konsistenzregeln

Fiir jedes Ereignis A gebe es eine Zahl P(A) mit
(P1) P(A) >0 fir alle A
(P2) P(Q)=1
(P3) P(AUB) = P(A) + P(B), falls A und B disjunkte
Ereignisse sind, also keine gemeinsamen
Elementarereignisse enthalten

Dann ist P ein WahrscheinlichkeitsmaB auf Q, und (Q, P) ist ein
wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell des Zufallsexperiments.
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Rechenregeln

o P(0)=0

o P(A°) =1—P(A)

o PIAUB)=P(A)+ P(B), wenn ANB =1
o P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

o A C B, dann folgt P(A) < P(B)
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Laplace-Verteilung

Die Laplace-Verteilung ist diejenige Verteilung, bei der alle
Elementarereignisse dieselbe Wahrscheinlichkeit aufweisen.
Wir bezeichnen mit |A| die Anzahl der Elemente von A. Dann

_ A

PIA) = 5
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Faire Miinze

Der Wiirf einer fairen Miinze realisiert die Laplace-Verteilung auf
dem zweielementigen Ereignisraum Q = {A, Z}, wobei A=Adler
und Z=Zahl
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Wurf zweier fairer Wiirfel

Der Wurf zweier fairer Wiirfel realisiert die Laplace-Verteilung auf
dem Ereignisraum Q = {1,...,6}°.

1
P("“Sechserpasch”) = —

36
P(“eine 3 und eine 4") = % = 1—18
Q= {(1> 1)) (1>2)) (1)3)3 (134)) (1)5)> (13 6)7
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), (3,6),
(4,1),(4,2), (4,3),(4,4), (4,5), (4,6),
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6),
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6}
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Einfaches Beispiel

Ein fairer Wiirfel wird dreimal geworfen. Mit welcher
Wabhrscheinlichkeit fallt dreimal die 67

Q| =63 =216
A = "“drei Sechsen” ={(6,6,6)}
Also
Al=1

und daher

1
P(A) = 216 = 0.004630

Die Laplace-Verteilung
00000000
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Trick: Ubergang zum Komplementirereignis
Ein fairer Wiirfel wird dreimal geworfen. Mit welcher

Wahrscheinlichkeit fallt mindestens eine 67

A = “mindestens eine Sechs”
A° = “keine Sechs” ={1,2,3,4,51

Also
|A°| =53 =125
125
cy 777
P(A%) = 16 0.5787
SchlieBlich

P(A) =1— P(A°) =1 — 0.5787 = 0.4213

Die Laplace-Verteilung
000080000
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Diversitatsindex nach Simpson

Der Diversitdtsindex nach Simpson ist die Wahrscheinlichkeit, dass
zwei aus einer Artengemeinschaft zufillig ausgewahlte Individuen
derselben Art angehdren. Je kleiner er ist, umso groBer ist die
Diversitat.

Wir berechnen ihn fiir den Fall zweier Arten S; und S» mit ny bzw.
ny Individuen.

Der Ereignisraum Q besteht aus allen Auswahlen von zwei
verschiedenen Individuen aus insgesamt n; + np Individuen. Da
dasselbe Individuum nicht zweimal gewahlt werden kann, gilt

Q] = (ng +n2) - (1 + np—1)
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Diversitatsindex, Fortsetzung

Das Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit gesucht ist, ist

E=AUB
wobei
A = "beide gehdren zu 51"
B = "beide gehdren zu 5"
Wie oben
Al =ny-(n —1) und |Bl = no - (n2 —1)
Daher
n-(nm—1
PIA = (1 + n2) '((”1 + f)72 —1)
P(B) = ny - (mp—1)

(n+n2) - (ny+np—1)
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Diversitatsindex fiur zwei Arten

A und B sind disjunkt. Daher P(E) = P(A) + P(B). Der
Diversitatsindex fiir zwei Arten betragt

n-(n—1)+n2-(np—1)

PIE) = (n1+n2) - (ny+np—1)
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Beispiel zum Diversitatsindex

Fiir ein Waldgebiet wird die Mausepopulation wie folgt geschatzt
o 500 Roételmause
o 150 Feldmause

Der Diversitatsindex ist 0.6444
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