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Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

o Bekannt:
o totale Wahrscheinlichkeit P(B) und damit auch P(B¢)
o bedingte Wahrscheinlichkeiten P(A|B) und P(A|B€)

o Gesucht: totale Wahrscheinlichkeit P(A)

P(A)=P(ANB)+ P(AN B°)

P(AIB) - P(B) + P(AIB€) - P(B°)
P(AIB) - P(B) + P(AIBS) - (1 — P(B))
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Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit, allgemeine Version

o Bjy,..., B, bilden eine Zerlegung von Q, d. h.
Q=BuUuBuU---UB,

wobei Bj N By = () fiir alle Wahlen von verschiedenen j und k
o Bekannt:

o totale Wahrscheinlichkeiten P(By), P(B>), ..., P(B,)
o bedingte Wahrscheinlichkeiten P(A|B;), P(A|B>), ..., P(A|B,)

o Gesucht: totale Wahrscheinlichkeit P(A)

P(A) = P(AIB1) - P(B1) + P(AIBz) - P(B2) + - -+ P(AlBy) - P(By)
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Rontgenreihenuntersuchung auf TB

In den 1960-er Jahren wurden Rontgenreihenuntersuchungen
durchgefiihrt. Beispielhafte Daten:

o bei 94% aller Erkrankten schlagt der Test an

©

bei 1% der Gesunden schligt der Test an
99.8% aller Probanden sind gesund

Welches Ereignis nennen wir A und welches B?

©

©

o B ist das Ereignis, dessen totale Wahrscheinlichkeit bekannt
ist

Zufillig herausgegriffener Proband

A : “Verdacht auf TB”
B : "an TB erkrankt”
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Rontgenreihenuntersuchungen, Fortsetzung

©

P(B) = 0.002 (totale Wahrscheinlichkeit)
P(A|B) = 0.94 (bedingte Wahrscheinlichkeit)
P(A|B€) = 0.01 (bedingte Wahrscheinlichkeit)

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

©

©

©

P(A) = P(AIB) - P(B) + P(AIB®) - P(B“)
=0.94-0.002 + 0.01 - 0.998
= 0.00188 + 0.00998
=0.01186

©

1.186% aller Probanden verlassen die Untersuchung mit einem
Verdacht
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Bayessche Formel

o Bekannt:

o totale Wahrscheinlichkeit P(B)

o bedingte Wahrscheinlichkeiten P(A|B) und P(A|B€)

o totale Wahrscheinlichkeit P(A) aus dem Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit

o Gesucht: bedingte Wahrscheinlichkeit P(B|A)

P(AB) - P(B)

P(BIA) = =51
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Bayessche Formel, allgemeine Version

©

Bi, By, ..., B, bilden eine Zerlegung von Q
Bekannt:
o totale Wahrscheinlichkeiten P(By), P(B>), ..., P(B,)
o bedingte Wahrscheinlichkeiten P(A|B;), P(A|B,), ..., P(A|B,)
o totale Wahrscheinlichkeit P(A) aus dem Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit
o Gesucht: bedingte Wahrscheinlichkeiten P(B1]A), P(B>|A),
..., P(BhA)

©

P(A|By) - P(By)

P(Bi|A) = P(A)

©

P(A) bestimmt man dabei iiber den Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit

und genauso fiir By, ..., B,

©
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Rontgenreihenuntersuchung, Fortsetzung

o Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein Kranker nicht
endeckt?

o Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine Verdachtsdiagnose
falsch?
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erste Frage

Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein Kranker nicht endeckt?
P(A°IB) =1— P(AIB) =1—0.94 = 0.06

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kranker fiir gesund gehalten wird,
betrigt 6%
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zweite Frage

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine Verdachtsdiagnose falsch?

P(B‘|A) =1— P(B|A)

_,_PlAB) - P(B)
P(A)
. 0.94-0.002
~0.01186
=1-0.1585
= 0.8415

Wer mit Verdachtsdiagnose aus der Rontgenreihenuntersuchung
kam, war mit nahezu 85% Wahrscheinlichkeit gesund.
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Fehldiagnose

o Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt es zu einer
Fehldiagnose?

o Das ist eine totale Wahrscheinlichkeit, namlich

P(AN B®)+ P(A°N B) = P(AIB°) - P(B°) + P(A°|B) - P(B)
= 0.06 - 0.002 4 0.01 - 0.998
=0.0101

o Die Wahrscheinlichkeit einer Fehldiagnose betragt 1.01%
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Beispiel: betriigerisches Casino

o Ein Casino benutzt in 0.1% aller Fille gezinkte Wiirfel, bei
denen die Wahrscheinlichkeit einer 6 gleich 50% ist. Es wird
auf den Wurf dreier Wiirfel gewettet.

o Der Wurf (6,6,6) wird beobachtet
o Wie wahrscheinlich ist es, dass die gezinkten Wiirfel benutzt
wurden?

A “(6,6,6) beobachtet”
B : “gezinkte Wiirfel”

o P(B) = 0.001
o P(AB) =0.5%=0.125
o P(AIBY) = (1)® = 0.004630
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Casino, Fortsetzung

P(A) = P(AIB) - P(B) + P(AIB®) - P(B°)
=0.125-0.001 + 0.004630 - 0.999
= 0.000125 + 0.004625
= 0.004750

Bei 0.475% aller Wiirfe wird (6,6,6) beobachtet.

Diskrete Zufallsvariable
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Casino, Fortsetzung

P(AIB) - P(B)
P(A)

~0.125-0.001

~0.004750

= 0.02632

P(B|A) =

(6,6,6) ist nur in 2.6% der Fille das Resultat der gezinkten Wiirfel
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Realistische Version

Casino | Gensequenzierer
gezinkter Wiirfel | verunreinigte Probe
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Beispiel zur allgemeinen Formel von Bayes

o Apfel auf Plantage
Art | Haufigkeit

Klarapfel 40%
Delicious 55%
Elstar 5%

o Arten sind unterschiedlich anfillig fiir Schadling
Art | W'keit, dass befallen

Klarapfel 3%
Delicious 5%
Elstar 1%

o Frage: Ich habe einen zufillig ausgewahlten, gesunden Apfel
vor mir. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist es ein Klarapfel?
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Beispiel Apfelplantage: Definition der Ereignisse

Fir einen zufallig ausgewahlten Apfel definiere Ereignisse

B:1 | Apfel ist ein Klarapfel
B | Apfel ist ein Delicious

B3 Apfel ist ein Elstar
A Apfel ist befallen
Bekannte Wahrscheinlichkeiten
P(B;1) =0.40 P(A|B;) =0.03
P(B>) = 0.55 P(A|B;) = 0.05
P(B3) = 0.05 P(A|B;3) =0.01

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

P(A) = P(AIB1) - P(B1) + P(AIB2) - P(B2) + P(A[B3) - P(Bs)
=0.03-0.40 + 0.05 - 0.55 + 0.01 - 0.05 = 0.04

4% aller Apfel sind befallen.
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Beispiel Apfelplantage: Fortsetzung

o Ein zufdllig herausgegriffener Apfel ist befallen. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit ist es ein Klarapfel?

o Gesucht ist P(B1]A)

P(By/A) = P(A|BF1)2A)P(51)

~0.03-0.40
0.04
=0.30

o Ein zuféillig herausgegriffener befallener Apfel ist mit einer
Wahrscheinlichkeit von 30% ein Klarapfel
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Beispiel Apfelplantage: Fortsetzung

o Ein zufdllig herausgegriffener Apfel ist gesund. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit ist es ein Klarapfel?

o Gesucht ist P(B;|A)

P(A€|By) - P(B1)
P(A°)

~0.97-0.40

0.96

= 0.4042

P(Bi|A%) =

o Ein zuféllig herausgegriffener gesunder Apfel ist mit einer
Wahrscheinlichkeit von 40.42% ein Klarapfel
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Zufallsvariable

o Zufallsexperiment wird durchgefiihrt, dessen Ergebnis ein
Wert ist

o Das ist der Wert der Zufallsvariablen

o Zufallsvariablen heiBen meist X, Y

o Mathematisch ausgedriickt: Eine Zufallsvariable ordnet jedem
Elementarereignis w eine Zahl X(w) zu

o Beispiel 10-facher Wurf eines fairen Wiirfels: Die Anzahl der
Sechsen definiert eine Zufallsvariable X

o Zufallsvariable lenken den Blick auf die interessanten Daten,
indem sie die Elementarereignisse ausblenden
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Diskrete Zufallsvariablen

o Eine Zufallsvariable heiBt diskret, wenn alle ihre Werte ganze
Zahlen sind

o Eine Zufallsvariable heiBt stetig, wenn sie auch gebrochene
Werte annehmen kann
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Interpretation

Wabhrscheinlichkeitstheorie ‘ Experiment

Zufallsvariable X Messvorrichtung
Ereignisraum Q Menge aller méglichen Versuchsablaufe
Elementarereignis w beobachteter Versuchsablauf

Wert X(w) beobachteter Messwert
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Schreibweisen

X eine Zufallsvariable auf Q. Wir schreiben zur Abkiirzung (hierbei
sind a und b irgendwelche Zahlen):

{X = a} = {alle Elementarereignisse w, fiir die X(w) = a}
{X < a} ={alle Elementarereignisse w, fiir die X(w) < a}
{a < X < b} ={alle Elementarereignisse w, fiir die a < X(w) < b}

usw.
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Beispiel zur Schreibweise

Dreifacher Wurf einer fairen Miinze, also Q = {A, Z}3

X bezeichne die Anzahl der Wiirfe mit “Adler”. Dann kann X
die Zahlen 0,1,2 und 3 annehmen

{X = 2} = {(A)Aa Z)’ (A) Z)A)) (Z) A)A)}
P(X =2) = g — 0.375
Statt P(X = 2) schreibt man auch Px(2)

Dann ist Px eine Verteilung auf den ganzen Zahlen

©

()

©

©

©

©
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Binomialverteilung als Px

©

Beispiel QO = “Serien von n ja/nein-Experimenten”

©

Erfolgswahrscheinlichkeit im Einzelfall sei p
o X zahlt die Zahl der Erfolge
P(X = k) = PX(k) = Bn,p(k)

©
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Beispiel Dreiecksverteilung

o zweifacher Wurf eines fairen Wiirfels,
X = Differenz zwischen erstem und zweitem Wurf

o {X =5}={(6,1)}

o {X =41={(6,2),(51)}

o {X =3}={(6,3),(5,2), (4, 1)}

o {X =0} ={(6,6),(5,5),(4,4),(3,3),(2,2),(1,1)}
o {X =-5;={(1,6)}

o Diese Verteilung heiBt Dreiecksverteilung
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Dreiecksverteilung
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Blatt 1, Aufgabe 4

Relative Haufigkeitsverteilung der Differenz aus erstem und
zweitem Wurf

I Blatt 1, A4

I Dreiecksverteilung
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Geometrische Verteilung

Die geometrische Verteilung modelliert Wartezeiten in getakteten
Modellen
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Geometrische Verteilung, Beispiel

Wourf eines fairen Wiirfels:
o Erfolgswahrscheinlichkeit im Einzelfall p = %
o Die Wahrscheinlichkeit, dass im ersten Wurf eine Sechs fillt,

ist 1
- =0.1667
6

o Die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Sechs im zweiten Wurf
fallt, ist

= 0.1389

[ INE;!
=
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Beispiel, Fortsetzung

Wourf eines fairen Wiirfels:
o Die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Sechs im dritten Wurf

fallt, ist )
5 1
-] -==0.1157
(8) 3

o Die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Sechs im k-ten Wurf

fallt, ist
5\ 1
6 6
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Geometrische Verteilung: Definition

Die geometrische Verteilung zum Parameter p wird gegeben durch

Gp(k) =(1—=p)**-p

In einem ja/nein-Experiments, bei dem die
Erfolgswahrscheinlichkeit im Einzelfall gleich p ist, gebe die
Zufallsvariable X die Nummer des Zugs mit dem ersten Erfolg an.
Dann ist X verteilt gemaB Gp.
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Stabdiagramm von G; s

0 ¥\éahrschein|ichkeit, dass erste 6 im k-ten Wurf auftritt
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Poissonverteilung

Die Poissonverteilung modelliert seltene Ereignisse

Selten bedeutet, dass sich die Einzelereignisse nicht beeinflussen
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Poissonverteilung: Definition

Es sei A > 0. Die Poissonverteilung zum Parameter A ist definiert
durch .
A A

P)\(k):Fe
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Poissonverteilung, Bedeutung

Unter den folgenden Voraussetzungen ist eine Zufallsvariable X
poissonverteilt zum Parameter A:

o X zahlt das Auftreten eines Ereignisses pro Zahleinheit

o Im Mittel treten A Ereignisse pro Zahleinheit auf

o Die Ereignisse beeinflussen sich nicht gegenseitig
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Beispiel: «-Strahlung

Diskrete Zufallsvariable
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Versuchsaufbau:
o Wir beobachten die Einschlage von «-Teilchen in eine Zelle

o Im Mittel gebe es einen Einschlag alle 10 Minuten, also
6 Einschldge pro Stunde.

o Welcher Prozentsatz der Zellen libersteht eine Stunde ohne
Einschlag?

Es ist A = 6, und wir suchen den Wert von P, fiir k =0

A0

P)\(O) = ae

=e%=0.002479

Nur ungefdhr jede 400-te Zelle bleibt unbeschadigt
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Stabdiagramm von Pg

0.18 T T T T T T T T
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