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Flacheninhalt

f(x) eine Funktion, die keine negativen Werte annimmt

©

©

a und b Intervallgrenzen

den Inhalt der Flache unter f(x) zwischen a und b bezeichnet
man mit

()

Jb f(x)dx

a

©

fg f(x)dx ist das Integral von f(x) in den Grenzen von a bis b
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Skizze: Flacheninhalt

Der Inhalt der griinen Fliche ist [° f(x)dx
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Beispiel f(x) = x




Verteilungsfunktionen

Integralrechnung
000000000000000O

000@000000000

Integral

o Funktion f(x) darf nun auch negative Werte annehmen

o Dann ist .
J f(x)dx
die Differenz zwischen dem Flacheninhalt oberhalb und dem
Flacheninhalt unterhalb der x-Achse
° f: f(x)dx ist also negativ, wenn die Flache unterhalb der
x-Achse groBer ist als die Flache oberhalb
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Skizze: Integral

Der Inhalt der griinen Flache abziiglich des Inhalts der roten Flache
ist fg f(x)dx
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Stammfunktion

o Falls

o dann ist f die Ableitung von F
o und F ist eine Stammfunktion von f

Man schreibt

()

Jf(x)dx = F(x)

©

Das Zeichen | ist das “unbestimmte Integral”

o Das Zeichen js ist das “"bestimmte Integral”

©

Wenn F(x) eine Stammfunktion von f(x) ist, dann ist auch
F(x) + C eine Stammfunktion von f(x), wenn C eine
beliebige Konstante ist
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wenn F(x) eine Stammfunktion von f(x) ist, dann

o Man schreibt

o Beispiel
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Wichtige Stammfunktionen

JX”dX: 1 XnJrl
n+1

falls n #£ —1

J exp(x)dx = exp(x)

Jsin(x)dx = —cos(x)
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Jln(x)dx = x-In(x) — x

J cos(x)dx = sin(x)
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Integrationsregeln

C eine Konstante

JC-f(x)dx: C-Jf(x)dx

Beispiele:
JS x3dx = §x4
4

J5 -exp(x)dx =5 - exp(x)
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Integrationsregeln

J(f(x) +g(x))dx = J F(x)dx + Jg(x)dx

Beispiel:
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Partielle Integration

Beispiele:

Jx -exp(x)dx = x - exp(x) — Jexp(x)dx

= x - exp(x) — exp(x)
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Substitutionsregel

Beispiel:

J:sin(Sx)dx _ ;JSnsin(x)dx _ % - (= cos(5m) + cos(0)) = %
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Beispiel aus der Physik, Fortsetzung

o Formel fiir die Geschwindigkeit

1
V(X):A‘<1s.x+1>

o Zuriickgelegte Wegstrecke zur Zeit t

t t 1
f(t) :Jo v(x)dx:JoA- (1—M> dx

A
=A-t—Z-In(B-t+1)

16 Geschwindigkeit 00 Wegstrecke

<
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00 O'CD

5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
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Dichten von Verteilungsfunktionen
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o Wenn F(x) Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen
ist, dann bezeichnet man f(x) = F’(x) als zugehdrige Dichte

o Beispiel: Dichte und Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung

1.0

0.8r

0.6r

0.4r

0.2r

0.0

— Dichte
— Verteilungsfunktion

23 =2 -1 0 T 2
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Bedeutung der Dichte

o Wenn f(x) die Dichte der Zufallsvariablen X ist, dann

b
Pla< X <b) :J f(x)dx

a

o Speziell

o Also
Pla<X<b)=Pla<xX<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)

fiir stetige Verteilungen
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Dichte und Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung

1.6

2
1.4t ' — =1 1

1.2 \ 1
1.0f
0.8}

0.6

Verteilungsfunktionen (durchgezogene Linien) und Dichten
(gestrichelt) von Exponentialverteilungen
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Dichte der Exponentialverteilung

o Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung
1—eMx >0
Flx) = e M x
0, x <0
o Zugehorige Dichte
Ae X >0
f)=Fl)=4" >~
0, x<0
o In welchem Intervall von einer Sekunde Dauer ist die

Wahrscheinlichkeit des Eintretens des erwarteten Ereignisses
am groBten?

o Im ersten, und zwar unabhingig von der mittleren Wartezeit
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Dichte und Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung

o Die Dichte der Standardnormalverteilung ist die GauBsche

Glockenkurve
= oo -3)
Xx) = xp | ——
27 P 2

u 2
O(u) = \/;771 Joo exp <—X2> dx

o Eine explizitere Formel gibt es nicht

o Also
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Beispiel: stetige Dreiecksverteilung

o Jede Funktion f(x) > 0 mit [*_f(x)dx = 1 ist Dichte eine
Verteilung
o Beispiel: Fiir welchen Wert A ist die Dreiecksfunktion

A-x, 0<x<?2
flx)=¢A-(4—x), 2<x<4
0, sonst

die Dichte einer Zufallsvariablen?

2A ¢
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Stetige Dreiecksverteilung, Fortsetzung

ro f(x)dx = J4 f(x)dx

—00 0

2 4
:J A-xdx—+—J A- (4 —x)dx
2 4

0 2
x2|? x2
=A — +A-<4X—>
2 o 2 /1
—2A+A-(16—8)—A-(8—2)
=2A+2A=14A

Fir A = % ist f(x) die Dichte einer Verteilung

Verteilungsfunktionen
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Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariablen

o f sei die Dichte von X

o Der Erwartungswert von X ist

o Das ist analog zur Formel

E(X)=) k-P(X =k
k

fir diskrete Zufallsvariable

Verteilungsfunktionen
0000000 800000000
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Erwartungswert fiir normalverteilte Zufallsvariable

o X sei standardnormalverteilt, dann
E(X)=0
o X sei N(u,0?)-verteilt, dann

E(X)=u
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Erwartungswert fiir exponentialverteilte Zufallsvariable

X sei exponentialverteilt zum Parameter A

E(X) :J x-A-e Mdx
0

A *° A
= x:— e M —J e Mdx
—A 0 0o —A
—0+J e
0
1 o0
- . e—)\'x
Y 0
1
=—=.(0—1)
1



Integralrechnung
0000000000000

Varianz einer stetigen Zufallsvariablen

o f sei die Dichte von X
E(X)=p

o Die Varianz von X ist

©

Var(X) = J'oo (x — )% - f(x)dx

—00

©

Das ist analog zur Formel

Var(X) = Y (k—w)?- P(X = k)
k

fiir diskrete Zufallsvariable
o Die Streuung von X ist 0 = 4/ Var(X)

Verteilungsfunktionen
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Varianz von normalverteilten bzw. exponentialverteilten
Zufallsvariablen

o X sei verteilt gemaB N(p, 02)
Var(X) = o2

o X sei exponentialverteilt zum Parameter A

1
Var(X) = 32
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Beispiel zur Modellbildung

©

Roggenpflanzen erreichen eine mittlere Hhe von 1m. Dabei
streut die Hohe um 20cm. Welcher Prozentsatz aller Pflanzen
erreicht mindestens 1.10m Hohe?

X sei die Hohe der Planze im m
Fritheres Modell: X verteilt gemaB N(1, 0.04)
(unbedeutender) Nachteil: P(X < 0) #0

Diesen Nachteil vermeidet das neue Modell

©

©

©

©

Ansatz: Verteilung mit Dichte der Form

©

f(X)_{b-(a2—(x—1)2), 1—-a<x<1+4a
0, sonst

fiir noch zu bestimmende Parameter a und b
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Graph der Dichte

b-(a®—(x—1)?), 1—a<x<1l+a
0, sonst

b'(l2 L

1;a 1 l—l,-a
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Bestimmung der Parameter

o Die beiden Parameter a und b bestimmen sich iiber die beiden
Gleichungen

Joo f(x)dx =1

—0Q

JOO (x —1)?- f(x)dx = 0.04

—00

©

Die erste Gleichung stellt sicher, dass f Dichte einer
Verteilung ist

o Die zweite Gleichung bedeutet Var(X) = 0.04

E(X) =1 ist aus Symmetriegriinden automatisch richtig

©
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Bestimmung der Parameter, Fortsetzung

o Bestimme Stammfunktion von f(x)

Jf(x)dx: b-J(a2—(X—1)2) dx

b-J(az—xz—i—Zx—l)dx

3
b- <a2-x—);+x2—x>

o Stammfunktion von f(x)
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Bestimmung der Parameter, Fortsetzung

2 1
F(l1+a)=b- <a3—|—a2—>

3 3
2 1
F(1—a)=b- <—3a3—|—a2—3>
1+a
J f(x)dx=F(1+a)— F(1—a)
1-a
4
=3 b-a°
Die erste Gleichung lautet
4
Z.p-B=1
3 a
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Bestimmung der Parameter, Fortsetzung

o Stammfunktion von (x —1)? - f(x)

J(x— 1)% - f(x)dx

X5 X3
:b-<—5+x4+(32—6)-3—(32—2)-x2+(a2—1)-x>

o 1+ aund 1— a einsetzen und vereinfachen

1+a 4
J (x—1)?-f(x)dx = — - b-a°
1-a 15

o Die zweite Gleichung ist

4
— . b-a>=0.04
15 bra=00
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Bestimmung der Parameter, Lésung der Gleichungen

4
~_.ph-a2=1
3 a
4
-b-23>=0.04
15 a>=0.0
Erste Gleichung in zweite einsetzen
4
04=—.b-2°
0.0 G a
1 5, 4 3
—Z.2.2.p.
5 7 377
1
5

Also
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Vergleich der beiden Dichten

— b(a® —(z-1)%)
— N(1, 0.04)

b-a2 L

l;a 1 1—‘}—a
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Vergleich der Verteilungsfunktionen

1.0 — z»/(a2 —(e-1)* )da
— N(1, 0.04)

0.8/
0.6}
0.4}
0.2}

0.0/
0.0 0.5 1.0 15 2.0
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