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@ Nichtparametrische Tests
o Ordinalskalierte Daten

@ Vergleich zweier Verteilungen
o Test fiir ein Merkmal mit nur zwei Auspragungen
o Mendelsche Erbregeln als Beispiel fiir mehr als zwei
Auspragungen
o Test auf Ubereinstimmung zweier Verteilungen
o Kleine Stichprobenumfinge
o GroBe Stichprobenumfinge
o Chi-Quadrat-Verteilung
o Der Chi-Quadrat-Test zum Vergleich zweier Verteilungen
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Ordinalskalierte Daten

o Beispiel: Tomaten sind “delikat”, “schmackhaft”, “genieBbar”
oder “ekelhaft”.
o Zahlenkodierung

delikat schmackhaft genieBbar ekelhaft
1 2 3 4

o Es handelt sich um ein diskretes quantitatives Merkmal.

o Je 12 Tester beurteilen die Qualitat von zwei Tomatensorten,
um herauszubekommen, ob die Neuziichtung besser schmeckt.

o Wir machen einen U-Test. Da nur vier Werte méglich sind,
sind Bindungen unvermeidlich.
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U-Test: Wiederholung

0 Ry sei die Summe sdmtlicher Riange in der ersten Gruppe und
R> sei die Summe siamtlicher Range in der zweiten Gruppe
o Die Zufallsvariable U wird definiert als

n - (n+1
U:nl‘ng—l—%—&
U gibt die Anzahl der Rangplatziiberschreitungen an
o r, rp, u sind die Realisierungen

o Die Teststatistik ist

wobei

\/nl-ng-(n1+n2+1)
12
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U-Test, Fortsetzung

o Das Signifikanzniveau sei «
o Entscheidung:
Ho = {u1 = up}: Die Nullhypothese Hy wird abgelehnt, wenn
|t| > q1—a/2
Ho = {u1 < uo}: Die Nullhypothese Hy wird abgelehnt, wenn
t<—q1—«
Ho = {u1 > uo}: Die Nullhypothese Hy wird abgelehnt, wenn
t> g1«
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U-Test mit Bindungen

o Wenn mehrere Werte den gleichen Rang aufweisen, spricht
man von Bindungen

o Dann wird jedem Messwert als Rangplatz das arithmetische
Mittel der fortlaufend vergebenen Rangplitze zugewiesen

o und o muss durch die korrigierte GroBe

K

N L L S . S 3_
Okorr = 12n-(n—1) (n n %“ik tk))

ersetzt werden
o Dabei

n=n;+no
K = Anzahl der Messwertgruppen mit gleichen Werten
tx = Anzahl der Bindungen in der k-ten Gruppe
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Beispieldaten

Bewertung der Tomaten

Sorte A Sorte B

Urteil Anzahl  Anzahl
delikat 2 1
schmackhaft 3 7
genieBbar 6 4
ekelig 1 0

Kann man zum Signifikanzniveau o = 0.05 sagen, dass Sorte B
bessere Bewertungen bekommt als Sorte A?
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Beispiel, Fortsetzung

Sorte A Sorte B

Urteil Rang  gemittelt | Urteil Rang  gemittelt
1 1 2 1 2 2
1 3 2 2 4 8.5
2 5 8.5 2 6 8.5
2 7 8.5 2 8 8.5
2 9 8.5 2 10 8.5
3 14 185 2 11 8.5
3 15 185 2 12 8.5
3 16 185 2 13 8.5
3 17 185 3 18 185
3 19 185 3 20 18.5
3 21 185 3 22 18.5
4 24 24 3 23 18.5

Rangsumme ry: 164.5 Rangsumme ry: 135.5



Nichtparametrische Tests Vergleich zweier Verteilungen
000000e0 00000000000000000000OC

Beispiel, Fortsetzung

Damit kann man u ausrechnen

- 1
u:nl.n2+%—r1:57.5
ni - no
— —72
="
K=3

Die Bindungszahlen sind

t1 =3 tr =10 t3 =10
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Beispiel, Fortsetzung

o Berechnung des korrigierten o

K
_ m -2 3 3 )
orr — 1 - (- 1\ — ty— 1t
Ok 12~n-(n—1)<n n Z(k )
k=1
12-12
— T op3 a4 (33 _ 3_ 3_
\/12.24‘23 (243 — 24 — (33 —3+103—10+ 103 —10))
=v256.4 = 16.01
o Das unkorrigierte o ist v/300 = 17.31
o Damit 57570
g 20 — —0.906

Okorr 16.01

o Das Quantil ist gg.95 = 1.645. Daher kann die Nullhypothese
nicht abgelehnt werden
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Test fiir ein Merkmal mit nur zwei Auspragungen

o Beispielaufgabe:

An der HHU sind 60.6% der Studierenden weiblich.
Im Fach Biologie sind 530 von 906 Studierenden
weiblich. Das sind 58.5%. Ist der Unterschied beim
Anteil weiblicher Studierender signifikant?

o Fiir solche Fragestellungen verwendet man einen
Chi-Quadrat-Anpassungstest. Diese Tests dienen zur
Uberpriifung der Gleichheit zweier Verteilungen.

o Die Beispielaufgabe ist aber untypisch einfach; wir kdnnen sie
als Binomialtest mit Normalapproximation rechnen.
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Beispielaufgabe

o Die Zufallsvariable X ist Bggg, p-verteilt mit unbekanntem p
o Die Nullhypothese ist Hy = {p = po} fiir pp = 0.606

o Wir machen einen zweiseitigen Binomialtest zum
Signifikanzniveau o« = 0.05
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Beispiel, Fortsetzung

Der kritischen Wert ¢; und ¢ sind so zu wahlen, dass

= n k ko &
e
Z<k>'P0'(1—P0) <5
k=0
< n . k(l_ )n—k>§
k Po Po 5
k=0
i V) ok 1—p) 212
k) "o 0 =777
k=0
-1
5 (7. K (l—p)k<1-2
k Po Po 2
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Beispiel, Fortsetzung

o Wir approximieren die erste und die dritte Formel mit der
Normalapproximation

b+3—n-
P(X < b)=® 2 "' Po
n-po-(1—po)

o Hier n- pp = 906 - 0.606 = 549.0 und n - po - (1 — po) = 216.3
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Beispiel, Fortsetzung

o Also st ¢; die Gleichung

©

©

(D<c1 —1+1/2 —549.0) B
V216.3

Die Gleichung ist dquivalent zu

c1 — 549.5
- - - — = . 2
) < 1271 ) 0.025

08

2
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go.025 ist das Quantil der Standardnormalverteilung

c1 — 549.5
14.71

Daher ¢; =549.5 —14.71 - 1.960 = 520.7
Gerundet ¢; = 521

= q0.025 = —qo.975 = —1.960
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Beispiel, Fortsetzung

o Der kritische Bereich ist

906 906

Ki = {(Xl,...,Xgoﬁ) ’ ZXJ < ¢ oder ZXJ > C2}
j=1 j=1

o ¢; =521 und ¢ ist auf jeden Fall groBer als 549.5

o Bei Z?g?l)g = 530 kann die Nullhypothese nicht abgelehnt

werden

o Der Frauenanteil in der Biologie entspricht dem Durchschnitt
iiber alle Studierenden der HHU
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Mendelsche Erbregeln

o Bei den Mendelschen Erbversuchen tritt das Merkmal
Bliitenfarbe in drei Auspragungen auf, ndmlich weiB, rosa und
rot

weiBl und rot haben dieselbe Wahrscheinlichkeit, rosa die
doppelte

()

4 Bliten werden beobachtet, alle sind rosa

Widerspricht diese Beobachtung den Mendelschen Regeln?

©

©
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Interpretation als Vergleich zweier Verteilungen

Modellannahme: Die Mendelschen Regeln gelten fiir die

Q
untersuchte Situation
o Das entspricht der Verteilung
Nummer ‘ Auspriagung ‘ Wabhrscheinlichkeit
1 weill 25%
2 rosa 50%
3 rot 25%
o Zu vergleichen mit der tatsichlichen Verteilung der
Bliitenfarben in dem Kollektiv
o Der Stichprobenumfang ist 4
o Das ist fiir praktische Zwecke zu wenig
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Mendelsche Erbregeln, Fortsetzung

o Strategie: Ordne die mdglichen Ergebnisse mit aufsteigender
Wabhrscheinlichkeit an

o Der kritische Bereich besteht dann aus den
unwahrscheinlichsten Ergebnissen

o Dabei werden aus der Liste die obersten Ereignisse
genommen, bis die erlaubte Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art
ausgeschopft ist



Vergleich zweier Verteilungen

Nichtparametrische Tests
000000000®0000000000OC

00000000

Test auf Ubereinstimmung zweier Verteilungen

o Unabhangige Zufallsvariable Xi,...,X,, die alle mit
Wahrscheinlichkeit p; den Wert wy, mit Wahrscheinlichkeit p>
den Wert wy, ..., mit Wahrscheinlichkeit ps den Wert ws
annehmen

o Vergleichswahrscheinlichkeiten 71y, 710, ..., 7Ts Mit
M +T+- -+ =1

o Nullhypothese und Alternative:

Ho : p1=Tm1,p2 =T2,...,ps = Tis
Hy : mindestens ein p; # 7;
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Test auf Ubereinstimmung zweier Verteilungen:
Summenvariable

o Summenvariable

Y1 = Anzahl aller X; mit X; = w;
Y> = Anzahl aller X; mit X; = w»

Ys = Anzahl aller X; mit X; = ws
o Erwartungswerte unter Hy
E(Yi)=n-m
E(Y2)=n-m

E(Ys)=n-ms
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Test auf Ubereinstimmung fiir kleine Stichproben

o Bestimme fiir jede mogliche Kombination von Werten von
Y1,..., Ys deren Wahrscheinlichkeit

o Ordne diese Wahrscheinlichkeiten aufsteigend in einer Liste

o Der kritische Bereich besteht aus den obersten Zeilen dieser
Liste

o Man nimmt genau so viele Zeilen, dass die erlaubte
Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art nicht tiberschritten, aber
moglichst gut ausgeschopft wird
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Beispiel Mendel: Formalisierung

0s5s=3

o Xj ist die (der Zahlencode der) Bliitenfarbe der ersten Bliite,
X3 dasselbe fiir die zweite Bliite, ...

o Y7 bezeichnet die Anzahl der weiBen, Y5 die der rosafarbenen
und Y3 die der roten Bliiten

o Dann Y1+ Yo+ Y; =4
o Im Beispiel Y1 =0, Yo =4, Y3=0
o Rechne simtliche Einzelwahrscheinlichkeiten aus
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Beispiel Mendel: Wahrscheinlichkeiten der Einzelereignisse

P(Y1 = ki,Y2 = ko, Y3 = k3)
() ()66
ki ko 4 2 4
B 41 (4— k) '(1)?(1)@ <1>k3
kil - (4— ki)l (4—ki —ko)! \ 4 2 4

4! 1\ 1Nk 1\
:kll‘k2!‘k3!‘<4> <2> ’<4>
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Beispiel Mendel: Tabelle der W'keiten der Einzelereignisse

ki ko ks P(Xl = k1, Xo = kp, X3 = k3) | kumulierte Summe
0 0 4 0.0039 0.0039
4 0 O 0.0039 0.0078
1 0 3 0.0156 0.0234
3 0 1 0.0156 0.0391
2 0 2 0.0234 0.0625
0 1 3 0.0312 0.0938
3 1 0 0.0312 0.1250
0 4 0 0.0625 0.1875
0o 2 2 0.0938 0.2812
1 1 2 0.0938 0.3750
2 1 1 0.0938 0.4688
2 2 0 0.0938 0.5625
0 3 1 0.1250 0.6875
1 3 0 0.1250 0.8125
1 2 1 0.1875 1.0000
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Beispiel Mendel: Balkendiagramm

100%

1,21
0,3,1
0,2,2
0,4,0

)
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)
)
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)
)
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80%;

2,0,2
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60%

(3,0,1)
(0,0,4)

|
|
=3
|
)
|
[}
|

(
(
(
(
(
(
(
(

40%

20%+

0%

Der linke Balken zeigt die kumulierten Werte aus der Tabelle, der
rechte die 5%-Schwelle
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Beispiel Mendel: Ergebnis

o In den folgenden Fillen kann die Nullhypothese zum
Signifikanzniveau o« = 0.05 abgelehnt werden

o 4 weiBe oder 4 rote Bliiten
o keine rosa, aber 3 weiBe oder 3 rote Bliten
o Der p-Wert des beobachteten Ereignisses “4 rosa Bliiten"”
betragt 18.75%
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GroBe Stichprobenumfange

o Fiir groBe Stichprobenumfénge ist der soeben besprochene
Test unpraktikabel

o Ziel: Zur Realisierung eine Teststatistik berechnen und dann
mit einem passenden Quantil vergleichen
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Teststatistik des Chi-Quadrat-Tests, Fortsetzung

Die Teststatistik misst die Abweichung der Realisierungen
Y1, Y2, .-+, Ys von den Erwartungswerten

S

(yj—n-7'cj)2

t: .
.Z n.’r[j
Jj=1

GroBe Werte von t sprechen gegen Hp
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ki ko k3 | P(X1 = ki, Xo = kp, X3 = k3) t
0O 0 4 0.0039 | 12.0000
4 0 O 0.0039 | 12.0000
1 0 3 0.0156 6.0000
3 0 1 0.0156 6.0000
2 0 2 0.0234 | 4.0000
0O 1 3 0.0312 5.5000
3 1 0 0.0312 5.5000
0 4 O 0.0625 4.0000
0 2 2 0.0938 2.0000
1 1 2 0.0938 1.5000
2 1 1 0.0938 1.5000
2 2 0 0.0938 2.0000
0o 3 1 0.1250 1.5000
1 3 0 0.1250 1.5000
1 2 1 0.1875 0.0000
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x2-Verteilung

©

Die Quantile der x?-Verteilung sind die ReferenzgréBe beim
Vergleich zweier Verteilungen fiir groBe Stichprobenumfinge

Sprich: "Chi-Quadrat”
o Die x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden besitzt die Dichte

()

—x/2 . X"/2_1,

fn(X):Cn'e x>0

Dabei ist ¢, bestimmt durch das Erfordenis, dass

©

J:O fo(x)dx = 1

Die Quantile der X2—Vertei|ung sind tabelliert

©
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Graphen von Dichten von x2-Verteilungen

0.25 . : : : - T T
— 1 Freiheitsgrad
— 4 Freiheitsgrade
0.20F — 10 Freiheitsgrade |-
0.15F |
(0]
=
o
a
0.10F |
0.05F g
0-005 2 1 6 0 12 14 16

Ko



Nichtparametrische Tests Vergleich zweier Verteilungen
00000000 00000000000000000000OC

Graphen von Verteilungsfunktionen von x2-Verteilungen

100%
80%
60% [
40% 1
20% — 1 Freiheitsgrad
— 4 Freiheitsgrade
— 10 Freiheitsgrade
0% \ ‘ ‘ : |
0 2 4 6 10 12 14 16

&Koor
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f 1 90% | 95% | 97.5% | 99% | 99.5% | 99.9%
11 271 | 3.84 5.02 | 6.63 7.88 | 10.83
2| 461 | 599 7.38 | 9.21 | 10.60 | 13.82
3] 6.25| 7381 9035|1134 | 12.84 | 16.27
4| 7.78| 949 | 11.14 | 13.28 | 14.86 | 18.47
5] 9.24 | 11.07 | 12.83 | 15.09 | 16.75 | 20.52
6| 10.64 | 1259 | 14.45 | 16.81 | 18.55 | 22.46
71 12.02 | 1407 | 16.01 | 18.48 | 20.28 | 24.32
81 13.36 | 15.51 | 17.53 | 20.09 | 21.95 | 26.12
9| 14.68 | 16.92 | 19.02 | 21.67 | 23.59 | 27.88
10 | 15,99 | 18.31 | 20.48 | 23.21 | 25.19 | 29.59
11| 17.28 | 19.68 | 21.92 | 24.72 | 26.76 | 31.26
12 |1 18,55 | 21.03 | 23.34 | 26.22 | 28.30 | 32.91
131 19.81 | 22.36 | 24.74 | 27.69 | 29.82 | 34.53
14 1 21.06 | 23.68 | 26.12 | 29.14 | 31.32 | 36.12
15| 22.31 | 25.00 | 27.49 | 30.58 | 32.80 | 37.70
16 | 23.54 | 26.30 | 28.85 | 32.00 | 34.27 | 39.25
1712477 | 2759 | 30.19 | 33.41 | 35.72 | 40.79
18 | 256.99 | 28.87 | 31.53 | 34.81 | 37.16 | 42.31
19 | 27.20 | 30.14 | 32.85 | 36.19 | 38.58 | 43.82
20 | 28.41 | 31.41 | 34.17 | 37.57 | 40.00 | 45.31
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Der Chi-Quadrat-Test zum Vergleich zweier Verteilungen

©

Gegeben ein Signifikanzniveau «
Berechne Teststatistik

©

2

)
(yj —n-m)
t=y 22— I
> oo

j=1

©

Bestimme Quantil x2_;, , der x>-Verteilung mit s — 1
Freiheitsgraden

Falls

©

2
t> Xs—1,1—«
dann lehne Hy ab



Nichtparametrische Tests Vergleich zweier Verteilungen
00000000 00000000000000000000OC

Bemerkungen zum x2-Test

o Der x?-Test verwendet eine Approximation

o Er ist daher nur zuldssig, wenn
n-m > 5
n-To > 5

n-mg>5

o Die Zahl der Freiheitgrade betrigt s — 1
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Beispiel zum x2-Test

Wiirfelexperiment aus Aufgabe 1 Blatt 4

0.20

I Blatt 1, A4

I Dreiecksverteilung

0.15F

0.10

relative Haufigkeit

0.05F

0.00
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Beispiel zum x?-Test, Fortsetzung
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o Die Tabelle zeigt die empirische Haufigkeitsverteilung
von X1 — X5

o Wir vergleichen mit der Dreiecksverteilung

j -5 -4 -3 -2 -1 | 0
pj 0.040 | 0.065 | 0.089 | 0.121 | 0.162 | 0.183
us 0.028 | 0.056 | 0.083 | 0.111 | 0.139 | 0.167
j 5 4 3 2 1
pj 0.030 | 0.036 | 0.063 | 0.088 | 0.122
us 0.028 | 0.056 | 0.083 | 0.111 | 0.139
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Beispiel zum x?-Test, Fortsetzung

Vergleich zweier Verteilungen
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o Ziel: Widerlege die Nullhypothese, dass die Daten gemaB der
Dreiecksverteilung verteilt sind, zum Signifikanzniveau

o =0.1%

o Stichprobenumfang n = 1798

j 5| -4 -3 -2 -1 | 0
Yj 72| 117 | 160 | 218 | 292 | 329
n-m; | 49.9 | 99.9 | 149.8 | 199.8 | 249.7 | 299.7
j 5 4 3 2 1

v 54 | 65| 114 | 158 | 219

n-m; | 49.9 | 99.9 | 149.8 | 199.8 | 249.7
os=11

o Der kleinste Wert von n - 7; ist 49.9

o Daher ist der x?-Test zul3ssig
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Beispiel zum x?-Test, Fortsetzung

©

Es gibt 10 Freiheitsgrade
o Das ist
X30,0.909 = 29.59

©

Die Nullhypothese kann abgelehnt werden

o Die experimentell ermittelte Verteilung ist nicht die
Dreiecksverteilung
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