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Übungen zur Funktionalanalysis

1. Sei (Ω,Σ, µ) ein Maßraum. Für 1 ≤ p <∞ definiere

Np =
{
f : Ω→ IK messbar

∣∣ ∫
Ω

|f |p dµ = 0
}
.

Zeigen Sie Np = N1 für alle p.

2. Sei E1, E2, . . . eine Folge von Banachräumen, und es sei 1 ≤ p <∞. Man setzt⊕
p
En =

{
(xn)n∈N ∈

∞∏
n=1

En

∣∣∣ ∞∑
n=1

‖xn‖p <∞
}

und versieht
⊕

pEn mit der Norm

‖(xn)n∈N‖ =
( ∞∑
n=1

‖xn‖p
)1/p

.

Zeigen Sie:

(a)
⊕

pEn ist ein Banachraum.

(b) Für q mit 1
p

+ 1
q

= 1 gilt (⊕
p
En

)′
=
⊕

q
E ′n.

3. Sei (Ω,Σ, µ) ein Maßraum, sei Ω =
⋃∞
j=1 Ωj mit paarweise disjunkten,

messbaren Ωj. Zeigen Sie

Lp(Ω) =
⊕

p
Lp(Ωj).

4. Komplettieren Sie den Beweis von Satz 5.7 der Vorlesung.

Genauer: Es sei bereits bewiesen, dass Lp(Ω)′ ∼= Lq(Ω) falls µ(Ω) <∞, 1 < p <∞
und 1

p
+ 1

q
= 1. Folgern Sie daraus die entsprechende Aussage für den Fall, dass Ω

σ-endlich ist.

Hinweis: Verwenden Sie die beiden vorangehenden Aufgaben.
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