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FUNKTIONALANALYSIS 3
1. NORMIERTE RAUME UND STETIGE LINEARE ABBILDUNGEN

1.1. Motwation. Gemeinsame Schlussweisen der Analysis herausarbeiten, Beispiel:
Losbarkeit von Integralgleichungen.

Uberall K = C oder K = R. Null ist keine natiirliche Zahl.

1.2. Definition. Sei E ein K-Vektorraum. Eine Norm auf E ist eine Funktion ||-||: E —
[0, co[ mit den folgenden Eigenschaften:

(N1) [|[Ax|| = [Al||x]| fir alle A € K, x € E.
(N2) [|x +yl| < [Ix|l + |ly|| fiir alle x,y € E (Dreiecksungleichung).
(N3) ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0.

Ein normierter Raum (E,|||) ist ein K-Vektorraum mit einer Norm.
1.3. Bemerkung. Auf einem normierten Raum wird durch

d(x,y) = [Ix =y
eine Metrik definiert. Daher sind alle Begriffe, die fiir metrische Raume erklart sind,
auch fiir normierte Raume definiert. Ich wiederhole die wichtigsten:

Grenzwert: lim, ,,, X, = x genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein N gibt, so
dass ||xn, —x|| < € fiir alle n > N.

Cauchy-Folge: Die Folge (x)nen ist eine Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0
ein N gibt, so dass ||x, — x| < € fiir alle n, m > N.

e-Umgebung: Fiir € > 0 bezeichnet man die Menge

Uc(x) ={y e E||x—y| <€}

als e-Umgebung von x.
Umgebung: Eine Menge U heifit Umgebung eines Punktes x € E, wenn U eine
e-Umgebung von x umfasst.

Ist F C E ein linearer Unterraum eine normierten Raums (E, ||-||) und ist ||-||f die
Einschrénkung von ||-|| auf F, so ist (F, ||-||r) ebenfalls ein normierter Raum.

1.4. Beispiele.  (a) Der K" sei versehen mit der Norm

¥l = max .

Dann ist (K", ||-||«) €in normierter Raum.
(b) Allgemeiner sei M eine nicht-leere Menge. Dann ist

loo(M) = {(Xn)nEM ‘ SuP‘Xn’ < OO})
nemM
versehen mit der Norm
H(Xn)neM”oo — Sup‘xn‘)

nem

ein normierter Raum.
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(c) Mit c bezeichnet man den Unterraum von 1*°(N), der aus den konvergenten
Folgen besteht. Mit ¢, bezeichnet man den Unterraum von c, der aus den
Nullfolgen besteht.

(d) Sei X ein kompakter topologischer Raum (also beispielsweise eine kompakte
Teilmenge des K"). Dann bezeichnet

C(X)={f: X 2 K| fstetig}

den Raum der stetigen Funktionen auf X. Wegen der Kompaktheit von X ist
C(X) ein Unterraum von 1*°(X). Wir versehen ihn mit der Norm ||-||.

(e) Sei K C R™ kompakt. Ferner gebe es eine offene Menge G C R™, so dass G = K.
Fir n € N definieren wir

C"(K) = {f e C(G) ‘ alle partiellen Ableitungen von f bis einschliellich

zur Ordnung n existieren und sind gleichmiBig stetig}.

Aus der Analysis ist bekannt, dass jede gleichmafiig stetige Funktion auf G
stetig auf den Abschuss K von G fortgesetzt werden kann. Also in Wirklichkeit
f € C(K). Es besitzt sogar jede Ableitung f® mit || < n eine stetige Fortset-
zung f, auf K (ohne dass wir uns dem schwierigen Problem gestellt hédtten, in
Randpunkten eine Ableitung zu erkldren). Wir versehen C™(K) mit der Norm
|| f|ln = max sup|fy(x)| = maxsup|f'¥(x)|.
asn 4ok XN xeG
1.5. Satz. Seien E und F normierte Raume, und sei A: E — F eine lineare
Abbildung. Es sind dquivalent:
(a) A 1st stetig.
(b) A st gleichmdig stetig.
(c) Zu jeder Nullumgebung U in F ezxistiert eine Nullumgebung V in E mait
A(V) c U.
(d) Es gibt C > 0 mit |Ax|| < C||x| fiir alle x € E.

1.6. Definition. Bei linearen Abbildungen zwischen normierten Raumen werden die
Worte ,stetig” und ,,beschrankt” synonym verwendet. Stetige lineare Abbildungen
zwischen normierten Raumen werden auch als beschrankte Operatoren bezeichnet.
Fiir einen beschrankten Operator A: E — F definieren wir

(1.1) |A]l = sup{|Ax|| | ]| = 1}

Wegen Satz 1.5 ist das Supremum endlich. Alle stetigen linearen Abbildungen von E
nach F bilden einen Vektorraum, den wir mit L(E, F) bezeichnen. Man sieht sofort,
dass ||| aus (1.1) eine Norm auf L(E, F) ist. Sie heifit Operatornorm.

Spezialfdlle mit eigener Bezeichnung: L(E) = L(E,E) und E’ = L(E,K). Die Ele-
mente von E’ heiflen stetige Linearformen oder Funktionale.
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1.7. Satz. Sei E ewn endlich-dimensionaler normierter Raum, und set F ein be-
liebiger normierter Raum. Dann 1st jede lineare Abbildung A: E — F stetig.

1.8. Bemerkung.  (a) Wenn umgekehrt F endlich-dimensional und E beliebig ist,
dann gibt es sehr wohl unstetige lineare Abbildungen von E nach F. Solche
Abbildungen kann man mit Hilfe einer Vektorraumbasis von E konstruieren.

(b) Die Bestimmung der Operatornorm von A ist meist auch im endlich dimen-
sionalen Fall trickreich. Derartige Fragen filhren in das Gebiet der Banach-
raumgeometrie.

1.9. Definition. Zwei Normen ||-||; und ||-||; auf E heifen dquivalent, wenn es C > 0
gibt mit

1

—1I-lly < II-ll, < Cll-]1.

cllh =z = €l

1.10. Korollar. Auf einem endlich dimensionalen Vektorraum sind je zweir Nor-
men daquivalent.

1.11. Definition. Eine lineare Abbildung zwischen normierten Raumen heifit Iso-
morphismus, wenn sie bijektiv und stetig ist und auch ihre Inverse stetig ist.

Bemerkung. Ein Isomorphismus normierter Raume ist also ein Isomorphismus der
zu Grunde liegenden Vektorraume, der gleichzeitig ein Homoomorphismus der zu-
gehorigen metrischen Raume ist.

Zwei Normen ||-||; und |||, auf einem Vektorraum E sind genau dann &quivalent,
wenn id: (E, ||-||;) — (E, ||-|l2) ein Isomorphismus ist.

1.12. Beispiel. Es sei K: [0, 1] x [0, 1] — K stetig. Definiere

1
(Tf)(s) = L K(s,t)f(t)dt, fe C[0,1,0<s<1.

T: C[0,1] — CI[0, 1] ist ein stetiger Operator. Es ist ein Fredholmscher Integral-
operator mit Kern K.

2. BANACHRAUME

2.1. Definition. Ein Banachraum ist ein vollstdndiger normierter Raum.

2.2. Beispiele.  (a) Der K" ist ein Banachraum.
(b) Fiir jede Menge M ist {>°(M) ein Banachraum.

Fiir weitere Beispiele ist der folgende Satz interessant.

2.3. Satz. (a) Ist E ein Banachraum und F ein abgeschlossener Untervektor-
raum von E, so ist F ein Banachraum.
(b) Ist E eine normierter Raum und F ein Untervektorraum von E, der ein
Banachraum 1st, so 1st F abgeschlossen in E.
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2.4. Bemerkung. Der Kern eines stetigen linearen Operators ist abgeschlossen (klar).
Diese Bemerkung liefert gelegentlich einen einfachen Nachweis der Bedingung aus
Teil (a) des Satzes.

2.5. Bewspiele.  (a) c und ¢, sind Banachrédume.
(b) Sei X ein kompakter topologischer Raum. Dann ist C(X) eine Banachraum.
Das ist klar, weil der gleichmaflige Limes einer Folge stetiger Funktionen
wieder stetig ist.
(c) Sei K ¢ RN kompakt von der Form K = G fiir eine offene Menge G. Sei m € N.
Dann ist C™(K) ein Banachraum.

2.6. Satz. Ser E ein mormierter Raum, set F ein abgeschlossener Unterraum
von E. Dann wird auf E/F wie folgt eitne Norm erkldrt

|x + F|| = inf||x +w||.
weF
Falls E vollstandig ist, so auch E/F.

2.7. Satz (Homomorphiesatz). E und G seien mormierte Rdume, und F set ein
abgeschlossener Unterraum von E. Die Quotientenabbildung werde mit m: E —
E/F bezeichnet. Fir ¢ € L(E,G) gelte F C ker ¢. Dann ezistiert ein eindeutig
bestimmtes Y € L(E/F,G) mit @ =V om. Es gilt ||V < |o]-

2.8. Definition. Fiir 1 < p < oo definiere
0 = {(tn)neny € KN Z|t P < oo}

Eine kleine Rechnung, deren Trick in der Abschédtzung |x +y| < 2max(|x|,|y|) be-
steht, zeigt, dass {7 ein Vektorraum ist. Fiir t € {P definieren wir

> 1/p
Ity = (X [tal?)
n=1

Um zu zeigen, dass ||-||, eine Norm ist, sind Vorbereitungen erforderlich.

2.9. Lemma. Fir alle o,t>0und 0 <r <1 gult
(2.1) o't T <ro+ (1-7)T.

2.10. Satz (Holdersche Ungleichung). Set 1 < p < oo, sei q bestimmt durch

1T 1
—+—-=1
P A
(Dann auch 1 < q < 00.) Fiir x € {° und y € {9 1st xy := (XxnYn)nen n L', und es
gult
Iyl < lixllpllyllg-

Die Dreiecksungleichung fiir {P-Raume hat einen eigenen Namen.
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2.11. Satz (Minkowskische Ungleichung). Fiir x,y € {?, 1 <p < o0, gilt
X +yllp < lIxllp + lyllp-
Damit ist endlich klar, dass (P ein normierter Raum ist.

Bemerkung. Fir p = 2 gilt auch q = 2. In diesem Fall heif3t die Holdersche Unglei-
chung iiblicherweise Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

2.12. Satz. Fiir 1 <p < oo st {? ein Banachraum.

Bemerkung. Auch fiir 0 < p < 11ist {” ein Vektorraum. Allerdings ist ||-||, dann keine
Norm mehr, sondern erfiillt statt der Dreiecksungleichung nur noch die schwachere
Bedingung

I +yllp < CIxll + [[yllp)
fiir ein von x und y unabhéngiges C > 1. Auch fiir p < 1 kann ||-||, benutzen, um eine
Metrik auf (P zu erklaren. Dieser Raum hat aber sehr viel schlechtere Eigenschaften
als ein normierter Raum.

2.13. Satz. Es sei (E, ||-||) ein normierter Raum. Dann gibt es etnen Banachraum
(E, I-|l[1) mit den folgenden Eigenschaften:

(a) E C E und ||x|| = ||| fiir alle x € E.
(b) Zu jedem Banachraum F und jeder stetigen linearen Abbildung A:E — F
existiert genau eine stetige lineare Abbildung A:E 5 F mit Al = A.
E ist die vollstandige Hiille von E.

3. HILBERTRAUME

3.1. Definition. Ein Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum E ist eine Abbildung
(-,-): E x E — K mit den folgenden Eigenschaften:

(81) (Ax + py,z) = A(x,y) + w(y, z) fiir alle A, p € K, x,y € E,

(52) (x,y) = (y,y) fiir alle x,y € E,

(S3) (x,x) > 0 fiir alle x € E und (x,x) genau fiir x = 0.

Das Paar (E, (-,-)) bezeichnet man als Prdhilbertraum.

3.2. Lemma. Fir einen Prdhilbertraum (E, (-, -)) definteren wir ||x|| = 1/(x,x).
Dann gelten

@) Ix+yll*> = lIx]> + 2Re(x,y) + [[y||* fiir alle x,y € E,

(®) [ y)| < IX|llly]| fiir alle x,y € E (Cauchy-Schwarz Ungleichung),

(c) ||]| st eine Norm auf E,

(d) fiir jedes y € E ist O(y): x — (x,y) eine stetige Linearform auf E.

Bemerkung. Der Beweis der Cauchy-Schwarz Ungleichung zeigt auflerdem, dass
Gleicheit genau dann gilt, wenn x und y linear abhéngig sind.

3.3. Lemma. In jedem Prahilbertraum gelten die folgenden Identitaten:



8 RUDIGER W. BRAUN

(a) Ix +l> + x —yI* = 20| + |ly||*) (Parallelogrammgleichung),
(b) (Polarisationsgleichngen )

1
(oy) = 7k +yllF = x—yl*), folls K =R,
1 i .
(ay) = 2k +yl* ==yl + ZUx +yl* =[x —iylI"),  falls K=C.

3.4. Definition. Durch die Definition ||x|| = /(x,x) wird ein Prahilbertraum E zu
einem normierten Raum. Falls der Prahilbertraum E vollstdndig ist, so bezeichnet
man ihn als Hilbertraum.

3.5. Beispiele.  (a) (* ist ein Hilbertraum. Speziell ist K", versehen mit der eukli-
dischen Norm ||[x|| = v/[x1]* 4 - - - + |xn|? ein Hilbertraum.

(b) Jeder abgeschlossene Unterraum eines Hilbertraums ist ein Hilbertraum.

(c) Die Vervollstdndigung eines Prahilbertraums, aufgefasst als normierter Raum,
ist ein Hilbertraum, wenn man das Skalarprodukt durch die Polarisationsglei-
chung erklart.

(d) Beispielsweise besitzt C[0, 1] das folgende Skalarprodukt

] —

(f,q) = JO f(x)g(x)dx.

Der zugehérige Hilbertraum ist L?[0, 1].
(e) Fiir m € N besitzt der C™[0, 1] das Skalarprodukt

mooel

9 =3 | fxgikia.
j=0 70
Seine Vervollstdndigung ist der Sobolevraum W,,(]0, 1[), den wir spédter noch
ausfiihrlicher betrachten.

3.6. Lemma. Sei A # () eine abgeschlossene, konveze Teilmenge eines Hilber-
traums E. Dann ezistiert zu jedem x € E ewn eindeutig bestimmtes y € A mat
IIx —y|| = dist(x, A).

3.7. Definition. Zwei Elemente x und y eines Préahilbertraums E heiflen orthogonal,
falls (x,y) = 0. Man schreibt dann x L y. Falls F ein Unterraum von E ist, so
bezeichnet man

F'={xecE|xLyfiralley e F}

als das orthogonale Komplement von F in E.

3.8. Bemerkungen. (a) Das orthogonale Komplement ist offenbar abgeschlossen.
(b) Fiir orthogonale Elemente x,y € E gilt der Satz des Pythogoras

I +yll? = lIx]1* + yll*.

3.9. Lemma. Sei F ein Unterraum eines Prahilbertraums E, und seten x € E und
y € F. Dann sind dquivalent
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(@) [x =yl = dist(x, F),
(b) x —y € F*.

3.10. Definition. Sei E ein Prahilbertraum. Zwei Unterrdume G und H von E heiflen
orthogonal, wenn x L y fiir x € G und y € H. Man schreibt dann G L H.

Eine Abbildung P € L(E) heit Projektion, wenn P? = P. (Der Begriff der Pro-
jektion macht auch fiir normierte Rdume Sinn.) Eine Projektion heifit orthogonal,
wenn Bild P 1 ker P.

3.11. Bemerkungen. (a) Falls G L H, so folgt GNH ={0}.
(b) Sei P # 0 eine orthogonale Projektion in einem Prdhilbertraum E. Dann gilt
|IP|| =1, denn aus dem Satz des Pythogoras folgt

|Px||* < ||Px||* + ||[x — Px||* = ||x||* fiir alle x € E.

Dieselbe Rechnung zeigt, dass eine lineare Abbildung P: E — E mit P? =
und Bild P | ker P bereits stetig ist.
(c) Aus dem vorstehenden Lemma folgt ferner ||x — Px|| = dist(x, Bild P).

Sei E ein normierter Raum. Ein Unterraum F C E heifit komplementiert, wenn es
eine Projektion P € L(E) mit Bild P = F gibt.

3.12. Lemma. Seien E ein Hilbertraum und F C E ein abgeschlossener Unter-
raum. Dann ist F komplementiert.

3.13. Bemerkung. Wir haben soeben gesehen, dass jeder abgeschlossene Unterraum
eines Hilbertraums komplementiert ist. Lindenstrauss und Tzafriri haben 1971 ge-
zeigt, dass umgekehrt jeder Banachraum, dessen samtliche abgeschlossenen Unter-
rdume komplementiert sind, isomorph zu einem Hilbertraum ist.

3.14. Korollar. Seien E ein Hilbertraum und F C E ein Unterraum. Dann gelten

F=F und F=F-L.

3.15. Theorem (Rieszscher Darstellungssatz fiir Linearformen auf Hilbertrdumen).
Seien B ein Hilbertraum und y € E'. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes
n €k mit

y(x) = (x,m) fiir alle x € E.

Fiir dieses n gilt |n| = [ly]l-

4. DIE WICHTIGSTEN SATZE DER INTEGRATIONSTHEORIE

Das Lebesguemafl ist vollstandig, das heiflit jede Teilmenge einer Nullmenge ist
messbar.

4.1. Theorem (Satz von Fubini). Es se: f: R? — K eine messbare Funktion, und
es bezeichne A" das n-dimensionale Lebesguemays.
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(a) Fir alle s € R ist t — f(s,t) messbar, und fir alle t € R ist s — f(s, 1)
messbar. Ferner sind s — [L[f(s,t)|dA(t) und t — [L[f(s,t)|dA(s) messbar
(mit Werten in [0, 00]).

(b) Falls

J J [f(s,t)| dA(s) dA(t) < oo,
R JR

so st f integrierbar.
(c) Ist f integrierbar, so ist fi: s — f(s,t) fir fast alle t integrierbar,

et { JrfedA,  falls f, integrierbar,
tt

0, sonst

15t integrierbar, und es gult

J £ dA? :J hdA.
R2 R

Es ist klar, wie hoherdimensionale Versionen des Satzes von Fubini aussehen.

4.2. Theorem (Lemma von Fatou). Es sei u ein MafS auf T. Fir n € N se:
fo: T — [0, 00] messbar. Der punktweise Grenzwert f = lim,,_, T, ezxistiere. Dann
1st f messbar, und es gilt

J fdu < limian fdu.
T T

n—oo

4.3. Beispiel. Setze

fn(t) =

T—|t—m|, falsn—1<t<n+1,
0, sonst.

Dann [, fndA =1 fiir alle n, aber lim, o, f, =0.

4.4. Theorem (Satz von Beppo Levi, Satz {iber monotone Konvergenz). Es set p
emn Mafl auf T. Seien f1,f,,...: T — [0,00] messbar mit 0 < f; < f, <.... Es set
lim,,_, f, = f punktweise. Dann ist f messbar mait

lim J fndu:J fdu € [0, oc].
n—oo |1 T
4.5. Theorem (Konvergenzsatz von Lebesgue, Satz von der majorisierten Konver-
genz). Es sei u ein vollstindiges Maf auf T. Seien f,f,,...: T — K integrierbar
mat lim, ., f, = f fast iberall. Es existiere ferner eine integrierbare Funktion g,
so dass fiir jedes n € N die Ungleichung |f,| < g fast iberall gilt. Dann st f
integrierbar, und es gilt
limJ fndu:J fdp.

T T

n—oo
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5. [P-RAUME

[P-Raume sind die Versionen der {P-Raume fiir Funktionen statt Folgen. Der
Gang der Handlung ist derselbe wie bei (P, allerdings kommen noch mafitheoretische
Schwierigkeiten hinzu. Man kénnte sogar die {P-Raume als Spezialfalle der [P-Raume
behandeln, indem man das Zahlmafl benutzt.

5.1. Definition. Sei p ein Mafl auf T, sei 1 <p < co. Dann

1/
LP(T) = {f: T — K messbar ‘ J If]P < oo}, Il = (J |f|p> "
T T

Dann ist £P(T) ein Vektorraum, und ||f||; erfiillt (N1) und (N2). Falls das Ma8
nichtleere Nullmengen besitzt, so erfiillt ||f[|; aber nicht (N3), ist also nicht definit.
Die Holdersche und die Minkowskische Ungleichung beweist man wie bei den {P-
R&umen.

5.2. Satz (Holdersche Ungleichung). Set 1 < p < oo, sei q bestimmt durch

11
=1
P q

Fiir f € LP(T) und g € L9(T) gelten fg € LY(T) und

Ifglli < [Ifli;11glls-

Bemerkung. Fir p = 2 gilt auch q = 2. In diesem Fall heifit die Holdersche Unglei-
chung iiblicherweise Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

5.3. Satz (Minkowskische Ungleichung). Fir f,g € LP, 1 <p < oo, gilt
1T+ glly < [III5 + llgll-
5.4. Definition. Sei p ein Mafl auf T, und sei 1 < p < oo. Setze
Np:{ﬂT—wQJyW:o}:{ﬁT-ﬂKm%wa|Mh|ﬂm¢opzo}

Dann folgt fiir f € £P(T) und g € N, aus der Minkowskischen Ungleichung

1T+ ally < IFll5 + llglly =[5 < If 4 gll; + l=gll; = It + glI5,
also ||f + gl = [|f]|; fiir alle g € N. Wir konnen daher definieren

LP(T) = LP(T)/Ny - [[fllp = [If[]5-

5.5. Satz. Ser u ein Maf$ auf T. Dann st LP(T) ein Banachraum.

Bemerkung. Man kann auch den Raum [*°(T) definieren. Da er in dieser Vorlesung
voraussichtlich keine Rolle spielen wird, verzichte ich darauf.
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5.6. Definition. Fiir f € C(RY) bezeichnet man

Suppf ={x € R4 | f(x) # 0}

als Trager von f.
Der Vektorraum

D(RY) = {f € C*(R?) | Supp f kompakt}.

heiflt Raum der Testfunktionen.

Beachte, dass weder C*°(R%) noch D(RY) Banachriume sind.

5.7. Lemma. Fiir jedes € > 0 existiert x € D(RY) mat
() 0<x<T,
(b) Suppyx C [-1—¢€,1+ €]9,
(c) x(x) =1 fiir alle x € [-1,1]4.

5.8. Satz. D(RY) ist dicht in 1P (RY, B,AY). (Hier bezeichnet A das d-dimensionale
Lebesguemaf.)

6. ORTHONORMALSYSTEME

6.1. Definition. Eine Folge (x,)nen in einem Banachraum heifit (Schauder)-Basis,
wenn es zu jedem x € E eine eindeutig bestimmte Folge (A,)nen in K gibt, so dass

X = o0 AnXn.

Bemerkung. Vektorraumbasen bezeichnet man als Hamel-Basen. Sie spielen bei
Banachraumen keine grofie Rolle.

6.2. Definition. Sei E ein Prahilbertraum. Eine Teilmenge (e;)ic; heiflt Orthogonal-
system in E, falls e; # O fir alle i € I und e; L ¢ fir i # j. Falls zusétzlich noch
le|li = 1 fiir alle i € I, so spricht man von einem Orthonormalsystem. Ein Ortho-
normalsystem heiflt vollstdndig, wenn seine lineare Hiille dicht ist. Ein vollstandiges
Orthonormalsystem wird auch als Orthonormalbasis bezeichnet.

6.3. Bemerkung. Sei (e;)icm ein endliches Orthonormalsystem in einem Prahilbert-
raum E. Dann wird durch P: x — ) ;. \.(X,ei)e: eine orthogonale Projektion mit
Bild P = LH{e; | i € M} gegeben. Fiir jedes Tupel (Ai)iem gilt

HZ Aigy = <Z 7\161,27\;'61'> = Z Aikj (e, €5) = Z|7\|2-
ieM ieM jeEM i

ijeM ieM
Damit ist gezeigt, dass jedes (nicht notwendig endliche) Orthonormalsystem linear
unabhangig ist. Da die Projektion P orthogonal ist, folgt ferner fiir endliches M

Dl ed? = IPx|I* < IP[Ix]|* = |IxII*.

ieM
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Fiir I = N oder endliches I folgt hieraus sofort die Besselsche Ungleichung:

> I(x,e)]* < |[x||* fiir alle x € E.

iel
6.4. Satz. Setr E ein Prdhilbertraum, set (en)nen ein Orthonormalsystem in E.
Dann sind aquivalent

(a) (en)nen st vollstindig,
(b) (en)nen st eine Schauderbasis,
(c) fiir jedes x € E gilt die Parsevalsche Gleichung

o0
D e = [Ix]1%
n=1

6.5. Korollar. Sei (e, )nen €tn Orthonormalsystem in einem Hilbertraum E. Dann
15t (en)nen genau dann vollstandig, wenn es kein x € E\ {0} gibt mat x L e, fiir
allen € N,

6.6. Satz (Gram-Schmidt Orthogonalisierung). Set E ein Prdahilbertraum, set (Xn)nen
eine Folge linear unabhdngiger Elemente von E. Dann ezistiert ein Orthonor-
malsystem (e, )neny mit

LH{x,...,xn} = LH{ey,...,e,} fiir alle n € N.

6.7. Definition. Ein Banachraum heif3t separabel, wenn er eine abzdhlbare dichte
Teilmenge besitzt.

6.8. Beisptel.  (a) Fiir 1 < p < oo ist der £P sparabel. Der c, ist separabel. Der £>
ist nicht separabel.
(b) Offenbar impliziert die Existenz einer Schauderbasis die Separabilitét.
(c) Enflo konstruierte in einem 1973 verdffentlichten Artikel einen separablen Ba-
nachraum ohne Basis.

6.9. Satz. Ser E ewn separabler Prahilbertraum. Dann besitzt E ewn vollstdndiges
Orthonormalsystem.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass jeder Hilbertraum ein vollstandiges Orthonor-
malsystem besitzt. Man muss dazu Reihen mit iiberabzéhlbaren Indexmengen einfiihren.
Dies ist nicht weiter schwierig.

6.10. Korollar. Jeder unendlich-dimensionale, separable Hilbertraum ist isome-
trisch isomorph zum {°.

Bewe1s. Sei (eq)ney eine Orthonormalbasis von E. Setze
T:E— 06 x— ((x &) cx-

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt, dass das Bild von T in der Tat im (* liegt und
dass T eine Isometrie auf ihr Bild ist. Andererseits rechnet man sofort nach, dass fiir
(tn)nen € € der Vektor x = Y 7 t,e, in E liegt und ein Urbild unter T ist. O
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6.11. Definition. Ein Unterraum E eines normierten Raums F heifit Hyperebene,
wenn er der Kern eines stetigen, linearen, nicht-trivialen Funktionals ist.

6.12. Korollar. Jeder unendlich-dimensionale separable Hilbertraum ist isomorph
zu allen seinen Hyperebenen.

6.13. Bemerkung. Diese Aussage gilt in allen unendlich-dimensionalen Hilbertraumen.
Tomothy Gowers erhielt 1998 die Fields-Medaille unter anderem fiir das folgende Er-
gebnis:

Es gibt einen unendlich-dimensionalen Banachraum, der zu keiner seiner
Hyperebenen isomorph 1st.

Die konkrete Bestimmung eines Isomorphismus zwischen einem gegebenen sepa-
rablen Hilbertraum E und dem ¢’ ist nicht immer einfach. Man geht meist von einer
bekannten dichten, linear unabhangigen Folge in E aus. Wir werden nun die Satze
von Weierstrafl und von Stone-Weierstraf zeigen, die hdufig benutzt werden kénnen,
um zu zeigen, dass in einem Funktionenraum die Polynome einen dichten Unterraum
bilden.

6.14. Definition. Sei X ein kompakter topologischer Raum. Ein Unterraum A C
C(X,R) ist eine Unteralgebra, wenn A die konstanten Funktionen und zu je zwei
Funktionen f,g € A deren Produkt fg enthalt.

6.15. Lemma. Seien X ein kompakter topologischer Raum und A C C(X,R) ez-
ne abgeschlossene Unteralgebra. Falls f € A keine negativen Funktionswerte
annimmt, so liegt /T in A.

6.16. Satz. Set X ewn kompakter topologischer Raum, und seir A eine abgeschlos-
sene Unteralgebra von C(X,R). Falls A die Punkte von X trennt, d. h. falls es
zu je zwer x,y € X mit x #y ewn f € A mat f(x) # f(y) gibt, so gilt A = C(X,R).

6.17. Theorem (Satz von Stone-Weierstral). Seien X ein kompakter topologischer
Raum und A eine abgeschlossene Unteralgebra von C(X,C) mit den folgenden
Eigenschaften

(a) A trennt die Punkte von X,
(b) mit f liegt auch f in A.
Dann A = C(X,C).
6.18. Theorem (Weierstrafischer Approximationssatz). Sei X # () eine kompakte

Teilmenge des R™. Dann kann jede stetige Funktion auf X gleichmdfsig durch
Polynome approximiert werden.

6.19. Korollar. Sei A das Lebesguemaf auf [0,1]. Dann sind die Polynomfunk-
tionen dicht in LP([0,1],A) fir 1 <p < oo.



FUNKTIONALANALYSIS 15

6.20. Beispiel. Sei E = 1%([0,2m]), versehen mit dem Lebesguemaf. Die Funktionen

1 .
et — ——e'*t keZ,

V2n

bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem in L?([0, 271]).
Die Orthonormalitat rechnet man sofort nach. Wir zeigen die Vollstandigkeit. Sei
S' der Einheitskreis. Betrachte

T: C(S") — %[0,2n], f— g mit g(t) = f(e™).

Das Bild von T ist dicht in L?[0,2n]. Dies folgt leicht aus dem Satz, dass D(R)
dicht in [?(R) ist. Mit dem Satz von Stone-Weierstraf sieht man aber sofort, dass
die Polynome in z und z dicht in C(S') sind. Wegen z = 1/z fiir z € S' folgt die
Behauptung.

6.21. Beispiel. Sei E = [%([0,2m]), versehen mit dem Lebesguemaf. Die Funktionen

e (t) — L

0 - \/2—7_[)
ex(t) = %T cos(kt), k e N,
ex(t) = %T sin(kt), —k e N,

bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem in L?([0, 271]).
Die Orthonormalitdt rechnet man sofort nach. Die Vollstandigkeit folgt aus dem
vorstehenden Beispiel.

6.22. Bemerkung. Fiir ein f € L?([0,27]) und (ey)xez eine der beiden zuletzt vorge-
stellten Orthonormalbasen bezeichnet man die Reihe

o0

Z <f> ek) (<%

k=—o00

als Fourierreihe von f. Es ist sofort klar, dass die Fourierreihe in L%([0, 271]) konver-
giert. Eine ausfiihrliche Behandlung der Fouriereihen bietet Kérner [4].

Ich gebe noch zwei vollstandige Orthonormalsysteme ohne Beweis an.

6.23. Beispiel. Die Legendre-Polynome sind definiert als

2n4+1 1 d" 0
P.(x) = > Z“n!dx“(xz_”’ n € No.

Sie bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem in L2[—1, 1].

6.24. Beispiel. Die Hermaite-Polynome sind definiert als

dn
ha(x) = (—1)%*%(*2, n € Np.
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Die Hermate- Funktionen sind definiert als
1

vy 2!

Die Hermite-Funktionen bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem in L?(RR).

Hp(x) = e /?h,(x), neN,.

7. DUALRAUME

7.1. Satz. Sei E emn normierter Raum. Dann 1st sein Dualraum B’ ein Banach-
raum.

Dieser Satz ist ein Spezialfall des folgenden.

7.2. Satz. Seien E ein normierter und F ein Banachraum. Dann 1st L(E,F) ewn
Banachraum.

Bewes. Sei (T, )ney eine Cauchyfolge in L(E,F). Dann ist fiir jedes x € E die Folge
(Ta(x))nen eine Cauchyfolge in F, besitzt also einen Grenzwert T(x). Der hierdurch
definierte Operator T ist jedenfalls linear. Zeige

TelL(E,F), lmT,=T

n—oo

Der Beweis des zweiten Teils dieser Behauptung zeigt wie immer auch den ersten.
Sei also € > 0 gegeben. Dann existiert N € N mit || T, — T,y|| < € falls n,m > N.
Fixiere x € E \ {0}. Dann existiert m > N, so dass ||T,,x — Tx|| < €]|x||. Daraus folgt
fiir beliebiges n > N

[[Tox = Tl < I Tox = T[] + ([ Tinx = T[] < ([T = Tn[[[x]] + el|x]| < 2ef|x][.
Damit ist gezeigt, dass ||T, — T|| < 2e fiir alle n > N. O

7.3. Satz. Fiirp mit 1 <p < oo wdhle q mit 1 < q < oo, so dass :—)+% = 1. Dann
gult (€°)" = (9.
Genauer gilt folgendes: Die Abbildung

T 00— (), (X)(Y) =D XnYn,
n=1

15t ein 1sometrischer Isomorphismus.

Bewess. Wir zeigen nur den Fall p > 1. Der Beweise des Falles p = 1 verlauft ahnlich.
Aus der Holderschen Ungleichung folgt, dass > .~ | xmYm tatsdchlich konvergiert
und dass

ITOIWI < Ixllqllyllp-

Da Tx offenbar linear ist, ist damit gezeigt, dass Tx € ({P)’ und dass fiir seine Ope-
ratornorm gilt ||Tx|| < |x|q. Daraus folgt wiederum, dass T wohldefiniert ist und fiir
seine Operatornorm gilt || T|| < 1.
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Wir konstruieren jetzt die Inverse S von T. Sei dazu e, der Vektor in (9, der in
der m-ten Komponente eine 1 und sonst den Wert 0 hat. Setze

S: () =0, f— (f(em))men.

Als erstes miissen wir zeigen, dass in der Tat (f(en))men € (9. Dazu definieren wir
uns hilfsweise

n —

. _{\f(enﬂq/f(en), falls f(en) # 0,

0, sonst.

Dann gelten fiir jedes N € N

N N N
D [t =D [fle) P9 = |f(en)|
n=1 n=1 n=1

und
N N N N p N p
>t =Y taflen) = £( 3 tuew)) < I (X tP) " = 11 (X fttenle)
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

1/p
Daraus folgt nach Division durch (ZL] |f (en)|q)

N 1/q
(3 Itteats) ™ < el
n=1

Hieraus folgt durch Ubergang N — oo, dass in der Tat S(f) € ¢9 und dass ||S(f)|q <
||f||. Hieraus wiederum folgt ||S|| < 1. Es gilt (SoT)(en) = S(y — yn) = ey, also
SoT =id, denn die endlichen Linearkombinationen der e, sind dicht in (9. Umgekehrt
gilt fiir f € (€°)’ und x € (7

(To$)((x) = T((Flen)nen) (x) = Y flenlxn = (Y ewxn) = f(x),
n=1 n=1
wobel man sich im vorletzten Schritt noch kurz {iberlegen muss, dass Z§:1 Xn€n — X
fiir N — oco. Schliefllich folgt die Isometrieeigenschaft von T (und S) aus
Ixllg = 1IS o Txllg < Tl < ix]la- U
7.4. Satz. cf = (' mit derselben Abbildung wie Satz 7.3.
Beweis. Ubung. O

Bemerkung. Man kann auch den Dualraum von (> angeben, er ist aber haflich.
Man findet diese Darstellung z.B. im ersten Band der Trilogie von Dunford und
Schwartz [2].

Fiir LP(T) gilt das Analogon zu Satz 7.3. Wir beweisen es nicht.
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7.5. Satz. Se1 1 < p < oo und ser (Q,X,u) ein o-endlicher MafSraum. Es gelte
% + 15 = 1. Dann definiert

TL) - (W), (To)f) = | fadu
Q
einen isometrischen Isomorphismus.

8. DER SATZ VON HAHN-BANACH

8.1. Definition. Es sei (A, <) eine partiell geordnete Menge. Eine Kette in A ist eine
total geordnete Teilmenge, also eine Teilmenge, in der je zwei Elemente vergleichbar
sind.

8.2. Satz (Zornsches Lemma). Set (A, <) eine partiell geordnete, nichtleere Men-
ge, 1n der jede Kette eine obere Schranke besitzt. Dann besitzt A ein mazimales
Element.

Das Zornsche Lemma ist aquivalent zum Auswahlaxiom.

8.3. Definition. Ein sublineares Funktional auf einem K-Vektorraum E ist eine
Funktion p: E — R mit den Eigenschaften

(a) p(Ax) = Ap(x) fiir alle A > 0, x € E,
(b) plx+y) <p(x) +p(y) fiir alle x,y € E.

8.4. Beispiele.  (a) Jede Norm und sogar jede Halbnorm (d.h. (N1), (N2)) ist ein
sublineares Funktional.
(b) Ein sublineares Funktional, das nicht von dieser Form ist, wird gegeben durch

p:{* —- R, x+— limsupx,.

n—oo

8.5. Beuspiel. Sei E ein R-Vektorraum, und sei p ein sublineares Funktional auf E.
Sei F ein Unterraum von E und sei y: F — R linear mit

y(x) < p(x) fiir alle x € F.

Setze

Z ={(G,Y) | G Unterraum von E mit F C G,
Y: G — R linear mit Y|r =y und Y(x) < p(x) fiir alle x € G}.
Auf Z definieren wir wie folgt eine (partielle) Ordnung
(G, Y1) < (G, Y2) & Gy C G, und Yalg, = Yi.

Wir zeigen, dass jede Kette A C Z ein maximales Element besitzt. Dazu definieren
wir Gy C E und Yy: Gy — R durch

Go={x € E| esgibt (G,Y) € A mit x € G},
Yo(x) = Y(x), falls x € G fiir ein (G,Y) € A.
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Da A eine Kette ist, zeigt man leicht, dass G, ein Vektorraum und dass Y, wohlde-
finiert ist. Daher (Gy, Yy) € Z. Es ist klar, dass (Gy, Y,) eine obere Grenze fiir A ist.
Aus dem Zornschen Lemma folgt, dass (Z, <) ein maximales Element (Gmax, Ymax)
besitzt.

8.6. Lemma. Es seien E eimn R-Vektorraum, p ewn sublineares Funktional auf E,
G C E ein Unterraum und Y: G — R linear mit Y(x) < p(x) fiir alle x € G. Dann
ezxistiert fiir jedes z € E\ G eine lineare Abbildung Y;: H:= LH(G U{z}) — R mit
Yile =Y und Y;(x) < p(x) fiir alle x € H.

8.7. Theorem (Satz von Hahn-Banach). Seten E ein R-Vektorraum, p ein sub-
lineares Funktional auf E, F C E ein Unterraum und y: F — R ein lineares
Funktional mit y(x) < p(x) fiir alle x € F. Dann ezistiert ein lineares Funktio-
nal Y auf E mit Ylr =y und Y(x) < p(x) fir alle x € E.

8.8. Satz. Sei E ein K-Vektorraum, sei p eine Seminorm aufE (d. h. p hat (N1)
und (N2)), ses F C E ein Unterraum, und sei y: F — K linear mit [y(x)| < p(x)
fur alle x € F. Dann existiert Y: E — K linear mat Ylr =y und |Y(x)| < p(x) fir
alle x € E.

8.9. Korollar. Sei E ein normierter K-Vektorraum, set F C E ein Unterraum,
und sety € F'. Dann existiert Y € E' mut Y|y =y und [|Y|| = |ly]|-

8.10. Korollar. In jedem normierten Raum E ezistiert zu jedem x € E, x # 0,
einy € B mit

lyll =1 und y(x) = ||x||.
Speziell trennt B’ die Punkte von E, d.h. zu je zwei verschiedenen Punkten
x1,x2 € B ezistiert y € B/ mat y(x1) £ y(xz2).
8.11. Korollar. In jedem normierten Raum gilt fir jedes x € E

x|l = max{ly(x)| [y € &', [yl =1}

8.12. Definition. Es seien E ein normierter Raum und F C E ein Unterraum. Der
Raum
Fr={y e ¥/ |y(x) =0 fiir alle x € F}

heifit Annihilator von Fin E’.

8.13. Korollar. Seizen E ein normierter Raum und F C E ein Unterraum. Dann
sind dquivalent

(a) F ist dicht in E,
(b) F+ ={0}.

8.14. Beispiel. Betrachte

y:c— R) (Xn)nEN = nhjn Xn-

o0
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Dann besitzt y eine lineare Fortsetzung Y: {* — R mit

(8.1) liminfx, < Y(x) < limsup x,.

n—o0 n—oo
Speziell Y € (£)’.
Wegen der Sublinearitdt von limsup (siehe Beispiel 8.4) ist alles klar bis auf die
erste Ungleichung von (8.1). Diese folgt aus
—Y(x) = Y(—x) < limsup(—x,) = — liminf x,,.
n—oo n—00

Im Falle K = C macht (8.1) keinen Sinn mehr, eine stetige lineare Fortsetzung von
lim: ¢ — C existiert aber ebenfalls.

8.15. Beispiel. Die Abbildung T: &' — (), (Tx)(y) = Y o7, XnYn ist isometrisch
auf ihr Bild, aber nicht surjektiv.

Der Beweis der Isometrieeigenschaft verlauft wie gehabt. Wir nehme nun an, die
Abbildung T sei surjektiv. Dann besitzt Y aus Beispiel 8.14 ein Urbild x € {'. Es gilt
fir allen e N

xn = (Tx)(en) = Y(en) =y(en) =0.

Das ist aber ein Widerspruch zu Y # 0.

8.16. Satz. Sei E ein normierter Raum, dessen Dualraum E’ separabel 1st. Dann
1st auch E separabel.

8.17. Definition. Sei E ein Vektorraum. Eine Teilmenge A C E heifit konvez, wenn
Ax+ (1 —A)y € A fiir alle x,y € A und A € [0, 1].

8.18. Definition. Sei E ein Vektorraum, sei A C E. Das Minkowskifunktional
pa: E — [0, 00] wird definiert als

pa(x) = inf{A>0 | ; e Al
A heilt absorbierend, falls pa(x) < oo fiir alle x € E.

8.19. Bemerkung. Ist A die offene Einheitskugel eines normierten Raums E, so ist
pa =l

8.20. Lemma. Sei E ein normierter Raum und set U C E konvex mat U (0) C U.
Dann gelten

(a) pu < |||, speztell ist U absorbierend,
(b) pu st sublinear,
(c) st U offen, so gilt U =py ([0, 10).

8.21. Lemma. Set E ein normierter Raum und setr V C E konver und offen mit
0¢V . Dann existiert y € £/ mat

Rey(x) < 0 fiir alle x € V.



FUNKTIONALANALYSIS 21

8.22. Theorem (Hahn-Banach Trennungsatz (Mazur)). Se: E ein normierter Raum.
V1, V; C E seien konvez, aufSerdem sei V; offen. Es gelte V1NV, = (). Dann exis-
tiert y € ' mait

Rey(vi) < Rey(vz), vi € Vi, v, €V,

8.23. Theorem (strikter Hahn-Banach Trennungsatz (Mazur)). Se: E ein normauer-
ter Raum. V C E set konvex und abgeschlossen, und set x ¢ V. Dann ezistieren
y et und e >0, so dass

Rey(x) < Rey(v) — € fir allev e V.

9. SCHWACHE KONVERGENZ UND REFLEXIVITAT

9.1. Definition. Fiir T € E’ und x € E schreiben wir (T,x) fiir T(x).

9.2. Definition. Es sei E ein normierter Raum. Eine Basis der offenen Mengen der
schwachen Topologie auf E wird gebildet aus allen Mengen der Form {x € E |
|(T,x)| < e} mit T € E' und € > 0.

9.3. Bemerkung. (a) Die schwache Topologie ist hausdorffsch, d.h. zu je zwei
verschiedenen Punkten x,y € E gibt es disjunkte offene Mengen U,V mit
xe€lUundyeV.

Das folgt aus dem Satz von Hahn-Banach.
(b) Eine Folge (x,)neny konvergiert genau dann in der schwachen Topologie ge-
gen x, wenn lim, ,, (T,x,) = (T,x) fiir alle T € E'.

Die schwache Topologie hat weniger offene Mengen und daher mehr konvergente
Folgen als die Normtopologie. Die schwache Topologie ist i.a. nicht metrisch.

9.4. Beispiel. Fir 1 < p < oo bezeichne e; = (8y)xen die Standardbasis des {P. Die
Folge (e;)jen konvergiert schwach gegen 0.
Daher ist die Einheitssphére {x € {? | ||x||, = 1} nicht schwach abgeschlossen.

/

9.5. Satz. Es set E ein normierter Raum, und seir E” = (E’)’ sein Bidual. Die

Abbildung
J;E=EY J)(y) =y,
st eine Isometrie auf thr Bild, d. h. es gilt ||J(x)|| = ||x|| fiir jedes x € E.

9.6. Definition. Ein normierter Raum E, fiir den die Abbildung J: E — E” aus
Satz 9.5 surjektiv (also ein Isomorphismus) ist, heifit refleziv.

9.7. Bemerkungen. (a) Jeder reflexive normierte Raum ist ein Banachraum.
(b) Wenn E reflexiv ist, so ist E = E”. Die Umkehrung gilt nicht, denn James
hat 1951 einen Raum konstruiert, der isometrisch isomorph zu seinem Bidual,
aber nicht reflexiv ist.
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9.8. Satz. Set E ein Banachraum. E st genau dann reflexiv, wenn E' reflexiv

18t.

9.9. Satz. Sei u ewn o-endliches Mafl. Fiir 1 <p < oo sind {? und LP(u) reflexiv.
Dagegen sind cy, (' und (® nicht refleziv.

9.10. Bemerkung. Ein reflexiver Raum ist genau dann separabel, wenn sein Dual-
raum separabel ist.

Um das folgende Theorem auch fiir nicht separable Raume zeigen zu konnen,
bendtige ich noch den folgenden Satz.

9.11. Satz. Abgeschlossene Unterraume refleziver Raume sind reflexiv.

Das folgende Theorem stammt fiir den ¢* von Hilbert. Der allgemeine Fall ist von
Banach.

9.12. Theorem. In einem refleriven Raum E besitzt jede beschrankte Folge eine
schwach konvergente Teilfolge.

10. DER BAIRESCHE KATEGORIENSATZ

Der folgende Satz ist von Baire.

10.1. Satz. Sei X ein vollstdndiger metrischer Raum, sei X = J,_; M., wobet
alle M,, abgeschlossen sind. Dann besitzt mindestens eine der Mengen M,, einen
inneren Punkt.

10.2. Definition. Seien X ein metrischer Raum und M eine Teilmenge von X. M heifit
nirgends dicht in X, falls M keinen inneren Punkt besitzt. M heiBt von erster Kate-
gorie in X, wenn M abzdhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen ist. Andernfalls
heilt M von zweiter Kategorie in X.

10.3. Theorem (Bairescher Kategoriensatz). Ein vollstindiger metrischer Raum
1st von zweiter Kategorie in sich.

10.4. Definition. Seien X und Y topologische Raume. Eine Abbildung f: X — Y heifit
offen, wenn fiir jede offene Teilmenge U von X die Bildmenge f(Ul) ebenfalls offen
ist.

10.5. Lemma. Seien X und Y metrische Rdaume, ser X vollstandig. Sei1 f: X =Y
stetig mit der folgenden Eigenschaft

(10.1) Ve > 030 >0Vx € X: f(Uc(x)) D Us(f(x)).

Dann st f offen.
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10.6. Satz. Seien E ein Banachraum und F ein normierter Raum. Die Abbildung
A:E — F ser linear und stetig und erfille

Ve > 030 >0:A(U(0)) D Us(0).
Dann ist A offen und surjektiv.

10.7. Lemma. Seien E und F normierte Rdume und set A € L(E,F). Falls A(E)
in F von zweiter Kategorie 1st, so existiert zu jedem € > 0 emn 6 > 0 mat
A(Ue(0)) D Us(0).

10.8. Satz. Seien E ein Banachraum und F ein normierter Raum. Sei A € L(E,F)
so, dass A(E) in F von zweiter Kategorie ist. Dann ist A offen und surjektiv.

Der Bairesche Kategoriensatz besagt, dass die Bedingung an A automatisch erfiillt
ist, falls A surjektiv und F vollstdndig ist.

10.9. Theorem (Satz von der offenen Abbildung). E und F seien Banachrdume.
A:E — F ser linear, stetig und surjektiv. Dann ist A offen.

Der Satz von der offenen Abbildung gilt auch in vollstdndigen metrischen Vek-
torraumen. Hierbei ist vorausgesetzt, dass Metrik und lineare Struktur miteinander
vertraglich sind. Diese Erweiterung des Satzes von der offenen Abbildung kann mit
den uns zur Verfiigung stehenden Mitteln gezeigt werden. In hoheren Funktionalana-
lysisvorlesungen wird der Giiltigkeitsbereich des Satzes von der offenen Abbildung
dann noch einmal kréftig erweitert. Man konsultiere z. B. das Buch von Meise und
Vogt [6]. Analoge Bemerkungen gelten auch fiir den Satz vom abgeschlossenen Gra-
phen, der weiter unten gezeigt wird.

10.10. Theorem (Banachscher Isomorphiesatz). E und F seien Banachrdume, A €
L(E,F) set byektiv. Dann st A ein Isomorphismus.

10.11. Korollar. E und F seten Banachraume. Fir A € L(E,F) sind dquivalent:

(a) A ist injektiv und Bild A ist abgeschlossen in F,
(b) es gibt ¢ > 0, so dass ||Ax|| > c||x|| fir alle x € E.

10.12. Definition. Seien X und Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Der Graph

von f ist die Menge
G(f) = {(x,f(x)) [ x e X} C X x Y.

10.13. Bemerkungen. (a) Falls E und F Vektorrdume sind, so ist G(f) genau dann
ein Unterraum von E x F, wenn f linear ist.
(b) Falls X und Y topologische Rédume sind und f stetig ist, so ist G(f) abgeschlos-
sen. Die Umkehrung gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt
1

- t#0
fRoR, t—<{t 70,

0, t=0.
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(c) Seien E und F normierte Radume, und sei A: E — F linear. Dann ist G(A)
genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede Nullfolge (xn)nen, fiir die (Axn)nen
gegen ein Element y € F konvergiert, bereits y = 0 gilt.

10.14. Theorem (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Es seien E und F Ba-
nachraume. Die Abbildung A: E — F se: linear, und ithr Graph sei abgeschlossen
in E X F. Dann st A stetig.

Als Anwendungsbeispiel zeigen wir den folgenden Satz.

10.15. Satz. Seien |||y und ||-||, zwet Normen auf einem K- Vektorraum E. Be-
trachte die Dualrdume (E,|||[1)" und (E,||-||2)" als Unterrdume des algebraischen
Dualraums E*. Falls (E,|-|1)" = (E,||l2)’, so sind die Normen ||y und |||
aquivalent.

10.16. Theorem (Prinzip von der gleichméfigen Beschranktheit). Seien E ein Ba-
nachraum und F ein normierter Raum. Sev A C L(E,F) so, dass supac||Ax|| < o0
fiir jedes x € E. Dann suppc 4/|A|| < 0.

10.17. Satz. Seien E ein normierter Raum und M eine Teilmenge von E, so dass
sup,em|u(x)| < oo fiir jedes y € E'. Dann sup, ||| < oo.

10.18. Definition. Seien E und F normierte Riume.

(a) M C E heifit beschrdnkt, wenn sup, /x| < oco.

(b) M C E heiit schwach beschrdnkt, wenn sup,u|y(x)| < oo fiir alley € F'.

(c) A C L(E,F) heifit punktweise beschrinkt, wenn {Ax | A € A} fiir jedes x € E
beschrankt ist.

10.19. Korollar.  (a) In einem normierten Raum ist jede schwach beschrinkte
Menge beschrankt.
(b) Jede punktweise beschrdnkte Menge in L(E,F) ist beschrdnkt, falls E ein
Banachraum 1st.

Der folgende Satz ist aus dem Buch von Banach (p. 200 der franzdsischen Ausgabe).

10.20. Satz. Sei (xn)nen etne schwache Nullfolge 1m P, 1 < p < co. Dann gibt es
eine Teilfolge mat
| .
k=1

10.21. Lemma. Fir einen Banachraum E seir ®(E) das Supremum aller p > 1,
so dass jede schwache Nullfolge (x,)nen tn E eine Teilfolge besitzt mat

m
| X .
k=1

Dann st ® eine Isomorphieinvariante.

=0(m'?).
P

=0(m'?).
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10.22. Beisptel. Fiir 1 <p < oo gilt O({?) = p.

10.23. Korollar. (a) Fir1 <p<q<oo sind {? und {9 nicht isomorph.
(b) Fir1 <p < oo undp # 2 ist der {? nicht isomorph zu einem Hilbertraum.

10.24. Satz. Seir E ein Banachraum, sei F ein normierter Raum, und set (A, )nen
ewne Folge in L(E,F). Falls (AnX)nen fiir jedes x € E konvergiert, so wird durch

A:x— lim A, x

n—oo

emn A € L(E,F) gegeben.

10.25. Lemma. Seien E ein normierter Raum, F ein Banachraum und M ei-
ne dichte Teilmenge von E. Gegeben sei eine Folge (An)nen tn L(E,F) mit den
folgenden Eigenschaften

(a) supyenl|Anll < oo,

(b) fiir jedes x € M st (AnX)nen eine Cauchyfolge in F.
Dann konvergiert (Anx)nen flir jedes x € E, und durch A: x — lim,_,., Anx wird
ein A € L(E,F) definiert mit ||A| < sup,cnl/Anll-

10.26. Theorem (Satz von Banach-Steinhaus). Seten E und F Banachrdume, und
set M ewne dichte Teilmenge von E. Gegeben sei eine Folge (An)neny mit den
folgenden Eigenschaften

(a) sup,en|y(Anx)| < oo fiir allex € E, y € F/,

(b) (AnX)nen st fiir jedes x € M eine Cauchyfolge.
Dann konvergiert (AnX)nen flir jedes x € E, und durch A: x — lim,_,,, Ax wird
emn A € L(E,F) defintert.

Als Anwendung zeige ich die Existenz einer stetigen, 27-periodischen Funktion mit
divergenter Fourierreihe.

10.27. Definition. Mit C,, werde der Unterraum von {*(R, C) bezeichnet, der aus
allen stetigen, 27-periodischen Funktionen besteht. Fiir f € C,,; und k € Z definiere
den k-ten Fourierkoeffizienten durch

N ] 27 )
fi = —J f(t)e *tdt.
27

Die Reihe
to Y R
k=—00
heiflt Fourierreihe von f. Sie konvergiert im [%-Sinne.

10.28. Satz. Es gibt eine Funktion f in C,., deren Fourierreithe im Punktt =0
dwerguert.
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Beweis. Definiere
n

Sni Con — CZm Sn(f)(t) = Z ?keikt-

k=—n

T v e 1w e 1 et 2eilmtlt 7 eit 47
24—;6 o Z‘f’ge - Z"'_ eit—1 2(eit—1)

2etmt 1 it elmtl/2t _ o=it/2 _ pit/2 i1/t _ ¢og(t/2)

20t —1) 2(eit/2 — e—it/2) B 2isin(t/2)

Daraus folgt

n n n i(n+1/2)t ( —i(n+1/2)t
. . . e cos(t/2) e cos(t/2)
E elk‘t 1 E elkt § eflkt

p— = — 2isin(t/2) —2isin(t/2)
B eln+1/2)t __ o—i(n+1/2)t B sin((n 4+ 1/2)t)
2isin(t/2) ~ sin(t/2)

Daher gilt fiir f € Cy, n € Nund x € R

oy [ ettegy — [T e sinln +1/2)(t —x))
Su(f)(x) = > Z{L f(t)e ™ kdt—ZJo O =snitt=x/2

k=—n

Insbesondere haben die Linearformen
L.: Con = C, f— S,.(f)(0),
die Darstellung

Ln(f)

1 (P, sin((n+1/2)t)
_EL O —an2)

Wir behaupten, dass (||L.|)neny unbeschrénkt ist. Setze dazu

441 443

92 Va2

M, jE Np.

Beachte

_|_1 E.—Mllj_*—]ﬂ— '_|_1 T +1 J— '_|_§ T
M) T T a2t UTg) A\ ) E U™

Also [sin((n + 1/2)t)| > V2/2 fiir t € (&, ;). Wahle €5 > 0 so klein, dass sin((n +
1/2)t) # 0 fiir t € [E; — €j,m; + €;]. Beachte, dass 0 < & < 1; < 27 falls j < 2n.
Wahle h € Cyr mit —1 <h <1 so, dass h(t) =1 falls & <t <n; fiir ein j < 2n und
h(t) =0 falls t ¢ Uji‘] [&; — €5,m; + €;]. AuBerdem soll h auf [§; — €;,1; + €;] dasselbe
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Vorzeichen haben wie sin((n + 1/2)t). Dann

2n S . 2n .
1 (" sin((n+1/2)t) 1 J"] V2
L.(h) > — - > — | —
(h) 2 ; 271 Li sin(t/2) - Z 27 g t
-3 -3 P (14 g)
27( 4 +1
Also sup,cy||Ln|| = oo, denn In(1 4 x) > x/2 fiir hinreichend kleine, positive x.

Wenn nun die Fourierreihe fiir jedes f € C,, konvergieren wirde, so ware speziell
die Folge (L.)neny punktweise beschrankt. Mit dem Prinzip von der gleichmafigen
Beschranktheit folgt dann aber auch die Beschranktheit in der Operatornorm, welche
wir gerade widerlegt haben. Die Annahme war also falsch, und es gibt Funktionen in
Con, deren Fourierreihe in 0 nicht konvergiert. O

11. TRANSPONIERTE OPERATOREN

11.1. Definition. Seien X und Y normierte Rdume, und sei T € L(X,Y). Der trans-
ponzerte Operator T' € L(Y’,X’) wird definiert durch

(Ty)(x) =y(Tx), yeY,xeX
Es ist klar, dass in der Tat T’ € L(Y’, X’).

11.2. Beispiele. (a) Das folgende, simple Beispiel ist das in den Anwendungen
haufigste:
Sei t: X < Y die Einbettung des Unterraums X nach Y. Dann gilt fiiry € Y’
und x € X t'(y)(x) =y(x). Also V/(y) = ylx.
(b) Sei 1 <p < oo, und sei T € L({P) der Linksshift

T(X],Xz,...) = (Xz,X3,...).

Wir identifizieren (£P)’ mit {9, wobei q der zu p konjugierte Exponent ist. Wir
schreiben die Identifikationsabbildungen nicht mehr explizit hin. Dann gilt fiir
ye ) =09und x €

(Ty)(x) Zynxnﬂ > Ynixn = wi(x)
n=2

0, n=1,
Wy, =
Yn—1, sonst.

Also ist T’ der Rechtsshift

fiir

T/(yhyZ»---) = (O)UHUZ)---)-
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(c) Sei k € L2([0,1]?). Sie werden in den Ubungen zeigen, dass dann ein Operator
T € L(L%([0,1])) gegeben wird durch

1

T (f)(s) = J k(s,t)f(t) dt.

0
Dann gilt T = T; fiir E(s,t) = k(t,s). Auch das werden Sie in den Ubungen
zeigen.

11.3. Satz. (a) Die Abbildung T +— T' won L(X,Y) nach L(Y',X’) ust linear und

1sometrisch (aber, wie spdter gezeigt werden wird, t. a. nicht surjektiv).
(b) (ST)' =T'S’ fiir T € L(X,Y), S € L(Y,Z).

11.4. Lemma. Seine X und Y normierte Rdume. Wie im vorigen Kapitel seien
Jx: X = X" und Jy: Y — Y” die kanonischen Einbettungen in die jeweiligen
Bidualrdgume. Dann gilt fir T € L(X,Y) (Diagramm!)

T" o JX = IY oT.

11.5. Beispiel. Sei X = Y = ¢o. Dann X’ = Y’ = (' und X” = Y” = {*. Definiere

S e L({') durch N
S(y) = (Zyj,o,o,...>.
Dann fiir x € (= . - -
S'¥)Y) =x(Sy) =x1 ) _y=) xiy
=1 =1

und folglich

S'(x) = (x1,x1,).

Also S'(cy) ¢ co. Wir behaupten, dass daraus bereits folgt, dass S kein transponierter
Operator ist. Angenommen, S = T’ fiirein T € L(cp), dann S’(cy) = T"(co) = T(co) C
co. Da dies nicht zutrifft, ist S kein transponierter Operator.
11.6. Definition. Es seien E ein normierter Raum und F ein Unterraum vom E’. Der
Raum

Fi={x€E|y(x)=0firalley € F}
heilt Annihilator von F in E.

Wenn man sich auf reflexive Raume beschriankt, kommt man mit F* aus.
11.7. Satz. Seien E und F normierte Raume, und sexr T € L(E,F). Dann
BildT = (ker T'),.

11.8. Korollar. Seien E,F normierte Raume, set T € L(E,F) ein Operator mait
abgeschlossenem Bild. Seiy € F. Die Gleichung Tx =y besitzt genau dann eine
Losung x, wenn die folgenden Implikation gilt:

Tz=0=zy)=0, zcF.
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11.9. Satz. Seien E und F Banachrdume, ser A € L(E,F). Falls Bild A abgeschlos-
sen 1st, so gelten

(a) BildA = (ker A’),,

(b) (Bild A)t =ker A,

(c) BildA’ = (ker A)t,

(d) (BildA’), =kerA.

12. KOMPAKTE OPERATOREN

Erinnerung: Eine Teilmenge A eines metrischen Raums heifit relativ kompakt,
wenn ihr Abschluss kompakt ist.

12.1. Definition. Seien E und F normierte Raume. Eine lineare Abbildung A: E — F
heiflt kompakt, wenn A(U;(0)) relativ kompakt ist. Wir definieren K(E,F) ={A: E —
F | A kompakt} und K(E) = K(E, E).

Um zu zeigen, dass die Identitdt id: E — E nicht kompakt ist, wenn E unendliche
Dimension hat, benotigen wir etwas Vorbereitung.

12.2. Lemma (Rieszsches Lemma). Set F ein abgeschlossener Unterraum des nor-
mierten Raums E mit F # E. Fiir jedes d mit 0 < & < 1 ezistiert x € E mat ||x|| =1
und

Ix—u|| >1—08 fir alleueF.

12.3. Satz. Fir einen normierten Raum E sind dquivalent:
(a) dimE < oo,
(b) {x € E|[|x]| < 1} 1st kompakt,
(c) jede beschrdnkte Folge in E besitzt eine konvergente Teilfolge.

Speziell 1st id: E — E genau dann kompakt, wenn dimE < co.

12.4. Satz. Seien E ein normierter und F ein Banachraum. Dann ist K(E,F) ein
abgeschlossener Unterraum von L(E,F).

12.5. Korollar. Seien E ein normierter und F ein Banachraum, und sei1 T €
L(E,F). Falls es eine Folge (T,)nen Stetiger linearer Operatoren mit endlich di-
mensionalem Bild gibt, die gegen T konvergiert, so st T kompakt.

Bemerkung. Eine schwierige Frage, die die Funktionalanalysis lange beschéaftigt hat,
ist, ob die Umkehrung von Korollar 12.5 gilt. Sie wurde 1973 von Enflo mit ,nein*
beantwortet. Sein Gegenbeispiel ist aulerordentlich kompliziert.

12.6. Beispiel. In den Ubungen wurde gezeigt, dass fiir k € L2([0, 1]2) der zugehérige
Fredholmsche Integraloperator gegeben wird durch

1
Tie: L2[0,1] — L2[0, 1], Ti(f)(s) :J k(s,t)f(t)dt.
0
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Fir jedes k ist Ty kompakt. Das sieht man wie folgt: Fiir gegebenes € > 0 approxi-
miere k durch eine Treppenfunktion T mit ||k — ||, < €. Dabei diirfen wir die Tréger
der Treppenstufen sogar als Rechtecke voraussetzen. Es gilt | Ty — T:|| = ||Tk—r|| <
Ik — T||l2 < e. Wir zeigen, dass T, endliche Bilddimension besitzt. Dazu schreiben

wir T aus
N
T= § anEj ><Fj .
j=1

A']'SO Wegen XEj XF]' (S) t) = XE)’ (S)XFj (t)
N

1 N
TN =Y ajj X, (5) x5 (0 (1) dt = Y (o J #(t) dt)xe,(s)
j=1 j

=1 0

Also Bild T: € LH(Xg,y -« Xy )-
12.7. Satz. Seien E,F, G normierte Rdume, seien T € L(E,F) und S € L(F,G).

Falls eine der beiden Abbildungen S oder T kompakt ist, so auch die Hinterein-
anderausfuhrung SoT.

Aus der Analysis kennen wir den Satz von Arzela-Ascoli, der mit dem bereits 6fter
benutzten Diagonalfolgenargument bewiesen wird.

12.8. Theorem (Arzela-Ascoli). Sei (S,d) ein kompakter metrischer Raum, sei
C(S) wre tblich mat der Supremumsnorm versehen, und sei M eine Teilmenge
von C(S), welche beschrdnkt, abgeschlossen und gleichgradig stetig ist. Dann ist
M kompakt.

Zur Erinnerung: M heifit gleichgradig stetig, wenn gilt
Ve >036 >0Vfe M:d(s,t) < b= |f(s) —f(t)| <e.

12.9. Theorem (Satz von Schauder). E und F seien Banachrdume, und sei A €
L(E,F). Dann ist A genau dann kompakt, wenn A’ kompakt 1ist.

13. SPEKTRALTHEORIE FUR KOMPAKTE OPERATOREN

13.1. Definition. Seien E ein Banachraum und A € L(E).
(a) Das Spektrum von A ist definiert als

o(A) ={A € C|Aid —A ist kein Isomorphismus}.

p(A) =C\ o(A) ist die Resolventenmenge von A.
(b) A € C heifit Eigenwert von A, wenn es ein x € E \ {0} gibt mit Ax = Ax. Die
Menge
Ex={x € E| Ax = Ax} = ker(Aid —A)
heifit Eigenraum von A zum Higenwert A. Die von Null verschiedenen Ele-
mente von E, heiflen Eigenvektoren von A zum Eigenwert A.
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13.2. Bemerkung. Die Eigenwerte von A gehoren offenbar zu o(A). Falls dim E < oo,
so gilt o(A) = {A € C | A ist Eigenwert von A}. Falls dimE = oo, so enthilt das
Spektrum im allgemeinen Zahlen, die keine Eigenwerte sind. Betrachte z.B. den
Operator

1
AP 5 x— (—xn) .
n neN
Er ist injektiv, aber nicht surjektiv. Daher gehdrt 0 zu o(A), obwohl 0 kein Eigenwert
von A ist.

13.3. Lemma. Seien E ein Banachraum und A € K(E). Dann dimker(id —A) < oo.

13.4. Satz (Neumannsche Reihe). Es seten E ein Banachraum und A € L(E) ein
invertierbarer Operator. Falls fiir B € L(E) gult

1
A =B < ——+
[

so st B invertierbar.
13.5. Korollar. p(A) ist offen und o(A) ist abgeschlossen.

13.6. Lemma. Seien E ein Banachraum und A € K(E). Dann st Bild(id —A)
abgeschlossen.

13.7. Definition.  (a) Sei E ein Vektorraum und F C E ein Unterraum. Die Kods-
mension von F in E ist definiert als codim F = dim E/F.

(b) Seien E ein Banachraum und S € L(E). Der Operator S heiflt Fredholm-
Operator, wenn sein Kern endliche Dimension besitzt und sein Bild abge-
schlossen ist und endliche Kodimension besitzt.

(c) Fiir einen Fredholm-Operator S auf E bezeichnet man die Zahl

ind(S) = dimker S — codim Bild S
als Index von S.

13.8. Bemerkung. Sei E = C". Dann ist offenbar jeder Operator in A € L(E) ein
Fredholm-Operator. Aus dem Rangsatz folgt sogar ind(A) = 0.

13.9. Satz. Seien E ein Banachraum und A € K(E). Dann ist id —A ewn Fredholm-
Operator.

13.10. Bemerkung. Seien E ein Banachraum und A € K(E). Setze S = id —A. Dann
gilt firne N

Sh=(id AN =id— Y (;‘) (1) AL
j=1

Also ist S™ ebenfalls ein Fredholm-Operator. Ferner sind klar

ker(S™") O ker(S™), Bild(S™"") ¢ Bild(S"™).
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13.11. Lemma. Seien E ein Banachraum, A € K(E) und S =id—A. Dann ezxis-
tzert n € N mat ker(S™) = ker(S™) fiir alle m > n.

13.12. Lemma. Seien E ein Banachraum, A € K(E) und S =id —A. Dann gibt es
emn n € N, so dass fiir N =ker S™ und R = Bild S™ folgendes gilt:

(a) die Kodimension von R in E st endlich,

(b) NNR = {0},

(c) N+R=E,

(d) SN c N,

(e) SRCR,

(f) Sk: R —= R, x — S(x), st invertierbar,
(g) (SIn)™=0,

(h) ind S* = 0.

13.13. Lemma. Sei E ein Banachraum. Ewn abgeschlossener Unterraum Fy von E
1st komplementiert, wenn es einen weiteren abgeschlossenen Unterraum F, von E
gibt, so dass FyNF, ={0} und F; + F, = E.

Beweis als Ubung. Man sagt dann auch, F; sei komplementiert zu F,. Das Komple-
ment ist im allgemeinen nicht eindeutig.

13.14. Definition. Sei E ein Banachraum. Zwei abgeschlossene Unterrdume F; und
F, von E heiflen komplementiert, wenn F;y N F, = {0} und F; + F, = E. Man schreibt
dann auch E=F, & F,.

13.15. Lemma. Seien E ein unendlich-dimensionaler Banachraum und A € K(E).
Fiir jedes A € o(A) \ {0} gibt es komplementierte Unterrdume Ry und N, von E,
welche von Aid —A wn sich selbst abgebildet werden und fir die gelten
(a) (Aid—A)lg,: Ry — Ry tst ein Isomorphismus,
(b) es gibt ein (von A abhdngiges) n € N, so dass (Aid—A)[} =0,
(c) {0} # ker(Aid—A) C N, und dimN, < oo, speztell ist N ein Eigenwert
von A.

Ferner ist 0(A) abgeschlossen mit
0€o(A), o(A)CAeC| ] < [A[}

13.16. Satz. Ser E ein unendlich-dimensionaler Banachraum, und sei A € K(E).
Dann gelten
(a) 0 € o(A),
(b) jedes A € o(A) \ {0} ist ein Eigenwert von A, und der zugehérige Eigen-
raum E, st endlich-dimensional,
(c) o(A)\{0} ist hichstens abzdhlbar; wenn o(A)\{0} unendlich ist, dann ist O
der ewnzige Haufungspunkt von o(A),
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(d) fiir A € C\{0} gult ind(Aid —A) = 0; spezzell gilt fir A # 0 die Fredholmsche
Alternative:

Aid —A wnygektiv & Aid —A surjektiv.

Das Kapitel wird abgeschlossen durch ein Beispiel zur Fredholmschen Alternative.

13.17. Beispiel. Fiir k € C([0, 1]%) betrachten wir den Volterraschen Integralopera-
tor

T: C[0,1] — Clo, 1], Wu):rkﬁﬁﬁﬁﬂh
0

In Aufgabe 2 von Blatt 8 wurde die Kompaktheit von T gezeigt. Fiir A # 0 wollen
wir die Losbarkeit der Integralgleichung

Tf—Af=g

fiir beliebiges g € C[0, 1] zeigen. Wegen der Fredholmschen Alternative brauchen wir
dazu nur die Injektivitdt von T — Aid nachzuweisen. Da wir k durch k/A ersetzen
konnen, diirfen wir o. E. A = 1 annehmen. Sei nun f € ker(T — id). Dann gilt

[f(s)] = |Tf(s)] < J k(s, [f(t)|dt < s[[k]|oo[f][co-
0
Wir setzen diese Abschatzung wieder in die Formel fiir Tf ein

s SZ
£(5)] = [T6(8)] < | 1k(s, Dlelklol ot < IR 7]
0

Durch wiederholtes Einsetzen erhdlt man schliefllich
WMS%W%W@%OHMn%w

Daher f = 0. Folglich ist T — Aid injektiv und wegen der Fredholmschen Alternative
auch surjektiv.
Wir haben auflerdem gezeigt, dass o(T) = {0}, denn O ist immer im Spektrum.

14. BESCHRANKTE SELBSTADJUNGIERTE OPERATOREN

14.1. Definition. Seien E und F Hilbertraume, und sei A € L(E,F). Fiir jedesy € F
ist x — (Ax,y) stetig. Aus dem Rieszschen Darstellungsatz folgt daher die Existenz
eines eindeutig bestimmten Elements A*y € E mit (Ax,y) = (x, A*y) fiir alle x € E.
Die Abbildung A*: F — E ist die Adjungierte von A.

14.2. Bemerkung. A* € L(F, E). Die Linearitdt ist klar. Aus dem Rieszschen Dar-
stellungsatz wissen wir, dass ||A*y|| gleich der Norm des Funktionals x — (Ax,y)
ist. Diese ist wegen der Cauchy-Schwarz Ungleichung hochstens gleich ||All[|y||- Also
AT < [[Al-

14.3. Satz. E, F und G seien Hilbertrdume.
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(a) Die Abbildung A — A* st ein isometrischer, konjugiert-linearer Isomor-
phismus von L(E,F) auf L(F, E),

(b) A** = A fiir jedes A € L(E,F),

(c) [[AAll = |A]|* fir jedes A € L(E,F),

(d) (BoA)*=A*oB* fiir A€ L(E,F), BeL(F,G).

14.4. Definition. E sei ein Hilbertraum. Ein Operator A € L(E) heif3t selbstadjun-
giert, wenn A = A*. Ein Operator A € L(E, F) heifit unitdr, wenn A* = A~".

Bemerkung. Man spricht auch von beschrankten selbstadjungierten Operatoren, um
den Unterschied zu den unbeschrankten, d.h. unstetigen selbstadjungierten Opera-
toren hervorzuheben, mit denen wir uns spater noch beschaftigen werden.

14.5. Lemma. A sei ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum E.
Dann gelten

(a) (Ax,x) € R fir alle x € E,
(b) [IA]l = sup{[(Ax,x)| | [[x]| = 1).

14.6. Satz. Seien E ein Hilbertraum und P € L(E) eine Projektion. P ist genau
dann orthogonal, wenn P selbstadjungiert ist.

Beweis. Ubung. O

15. SPEKTRALTHEORIE FUR KOMPAKTE OPERATOREN AUF HILBERTRAUMEN

15.1. Lemma. Seien H ein Hilbertraum und A € L(H) kompakt und selbstadjun-
giert. Dann 1st mindestens eine der beiden Zahlen |A|| oder —||A|| ein Eigenwert
von A.

15.2. Definition. Seien E ein Banachraum und A € K(E). Eine Eigenwertfolge von A
ist eine Folge (A, )nen in o(A) derart, dass alle von O verschiedenen Eigenwerte von A
so oft aufgezdhlt werden, wie ihre algebraische Vielfachheit angibt, und die Folge
der Betrage monoton fallt. Falls es nur endlich viele Eigenwerte gibt, wird die Folge
durch Nullen aufgefiillt.

Bemerkung. D.h. (|A|)nen ist eine monoton fallende Nullfolge, und fiir jedes A €
o(A) \ {0} gilt #{n | A\, = A} = lim,,_, dimker(A — Aid)". Die Eigenwertfolge ist
eindeutig bis auf Permutationen von Eigenwerten mit gleichem Betrag.

15.3. Theorem. Seien H ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum und A € L(H)
kompakt und selbstadjungiert. Seir ferner (An)neny €ine Eigenwertfolge von A.
Dann A, € R fir alle n € N. Ferner existiert ein Orthonormalsystem (en)nen
in H, so dass A =Y 7, A(-, en)en, wobei die Folge in der Operatornorm kon-
vergiert.
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15.4. Satz. Seien H und G unendlich-dimensionale Hilbertrdume, und ser A €
K(H, G). Es existieren eine Nullfolge (sn)nen, n [0, 00 und Orthonormalsysteme
(en)nen, tn H und (fu)nen, tn G, so dass

A= Z Sn(') en>fm
n=0

wober die Rethe in der Operatornorm konvergiert.

15.5. Korollar. Seien H und G Hilbertrdume. Dann ist jeder Operator in K(H, G)
Grenzwert eine Folge von Operatoren mit endlichem Rang (also endlichdimen-
sionalem Bild) in der Operatornorm.

15.6. Bemerkung. Die Darstellung aus Satz 15.4 heifit Schmidt-Darstellung von A.
Man kann zeigen, dass die Zahlen s,, n € Ny, von der Wahl der Orthonormalsysteme
unabhangig sind. Sie heiflen singuldre Zahlen des Operators A.

Die kompakten Operatoren werden danach unterteilt, ob die singuldren Zahlen
in einem (P liegen. Diejenigen, fiir die (s, )nen, in €% liegt, heifien Hilbert-Schmidt-
Operatoren, diejenigen, fiir die diese Folge sogar in {' liegt, heiflen nuklear.

16. SOBOLEVRAUME

16.1. Definition. Fiir Q C R" offen definieren wir D(Q) = {f € D(R") | Suppf C Q}.

16.2. Bewspiel. Wir wollen den Begriff der schwachen Ableitung motivieren. Sei dazu
Q =1]0,1[. Wahle f € C'(Q) und ¢ € D(Q). Dann folgt durch partielle Integration

J‘thmdeZ—J flx) @’ (x)dx,
Q Q

denn die Randterme verschwinden. Das konnen wir vornehmer ausdriicken, wenn wir
das Skalarprodukt des L?(Q) zu Hilfe nehmen:

(t'y @) = —(f, ¢").
Um dasselbe Ergebnis in mehreren Verdnderlichen zu beweisen, kann man den Gau$-
schen Integralsatz verwenden. Man kann das Ergebnis aber auch zu Fufl mit partieller
Integration herleiten, weil alle Integranden kompakten Tréager in (O haben und daher
auf R™ fortgesetzt werden konnen. Jedenfalls gilt fiir jede offene Menge (O C R™ und
alle f € C'(Q) und @ € D(Q)

<f/> (P> = _<f> (P/>.
16.3. Definition. Sei QO C R" offen, sei « € N} ein Multiindex und sei f € [2(Q).
Dann heifit g € [?(Q) schwache Ableitung von f, wenn

(9, @) = (=1)*(f, ') fiir alle @ € D(Q).

Wir schreiben dann D*f oder f® fiir g.
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16.4. Beispiel. Sei Q =]—1,1], sei f(x) = |x|. Dann ist g mit g(x) = signum(x) die
schwache Ableitung von f. Das rechnet man sofort nach, indem man die Integrale
J": und j(]) einzeln partiell integriert.

16.5. Definition. Sei (O C R" offen, sei m € Nj.
(a) Wn(Q) ={f € L>(Q) | filr alle « mit |«| < m existiert die schwache Ableitung
D*f in [?(Q)}.
(0) {f,gwm = |y<m(D*f,D%g) fiir f,g € W™(Q).
(c) HF*(Q) ist der Abschlufl von D(Q) in W™(Q).
Die Raume W™(Q) und H{'(Q) heiflen Sobolevrdume.

16.6. Satz. W,,,(Q) und HF*(Q) sind Hilbertrdume.

16.7. Beispiel. Sei I =]—1,1[, sei f: [ = R, x — [x|. Dann f € W'(I) \ W2(I).

Wir hatten die schwache Ableitung von f bereits ausgerechnet, f’ = signum. Durch
Aufteilen des Integrals wie oben sehen wir, dass f_] signum/(x)@’(x) = 2¢(0) fiir alle
@ € D(1). Es gibt aber kein g € L*(1) mit f]_1 ge = @(0) fiir alle ¢ € D(I), denn ein
solches g miisste wegen der Dichtheit von D(]) in L*(]) auf jedem Teilinterval ] von
I\ {0} verschwinden.

Bemerkung. Der Begriff der verallgemeinerten Ableitung wurde von Sobolev ein-
gefithrt. Wenn man sich nicht darauf kapriziert, dass die Ableitung eine konkrete
[2-Funktion sein soll, dann geht es noch schwicher. Das hat Schwartz mit seiner Dis-
tributionstheorie gemacht. In dieser Theorie kann man jede stetige Funktion beliebig
oft ableiten.

17. DIE FOURIERTRANSFORMATION

17.1. Definition. Co(R") = {f € C(R") | lim}y_, f(x) = 0} ist der Raum der m
Unendlichen verschwindenden stetigen Funktion auf dem R". Er wird mit der
Supremumsnorm ||-||., versehen.

Es ist leicht zu sehen, dass Cy(R™) ein Banachraum ist.

17.2. Bezeichnung. Fir x, § € R™ setzen wir

n n 12
XE=) x&, ¥=) x, |x= <Z xf) :
i P

j=1
17.3. Definition. Fiir f € L'(R") setze

1 —ix n
(}-f)(i) = WJRT\ f(x)e E“dX, & e R™

Die Funktion Ff heit Fouriertransformierte von f, und die Abbildung F heifit
Fouriertransformation.

17.4. Satz. Fiir f € L'(R™) ist Ff € Co(R™). Ferner st F: L'(R™) — Co(R"™) stetig
und linear mit | F| < (2m) V2.
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17.5. Definition. Eine Funktion f: R™ — C heif}t schnell fallend, wenn

lim x%f(x) =0

[x] =00

fiir alle Multiindices « € N}. Der Raum
S(R™) = {f € C*°(R") | DPf schnell fallend fiir jedes p € Ng}
heifit Schwartzraum. Die Elemente von S(R™) heiflen Schwartzfunktionen.

17.6. Bemerkungen.  (a) Der Schwartzraum heifit nach Laurent Schwartz (1915-
2002).
(b) Ein Beispiel fiir eine Schwartzfunktion ist x — e .
(c) Offenbar S(R") C LP(R™) fiir jedes p > 1.
(d) Eine C*-Funktion f ist genau dann eine Schwartzfunktion, wenn

sup (1 + [x|™)|D*f(x)| < o0 Vm € Ny, a € Nf.
x€R"

(e) Der Schwartzraum kann nicht normiert werden. Er ist ein Fréchetraum, al-
so ein vollstandiger metrischer Vektorraum mit einem konvexen System von
Nullumgebungen.

17.7. Lemma. Fiur f € S(R") und « € Ny gelten

(a) Ff € C®(R") und D*(Ff) = (—i)l*F(x*f),

(b) F(D¥f) = il¥gxFr,

17.8. Lemma. Wenn f € S(R"), dann auch Ff € S(R").

17.9. Notation. Mit y(x) = e"/2 bezeichnen wir den Gaufs-Kern. Fir a > 0 setzen
wir ferner v.(x) = y(ax).

Der Gaufikern ist fast die einzige Funktion, deren Fouriertransformierte wir tatsdachlich
berechnen miissen. Aus der Analysis wissen wir

1
WJRnY(X) dx =1.

17.10. Lemma. ] .
Fy=v, (Fyd(&) =—(Fy) (—) :
a a
17.11. Lemma. Fir f € S(R") gult
(FFf)(x) =f(—x), xeR"
17.12. Theorem. Die Fouriertransformation ist eine Biektion von S(R") auf
sich. Ihre Inverse wird gegeben durch

1 J f(&)ei"‘idi, x € R™.

(F ) (x) = 22 .

Ferner gilt
<]:f)]:g>l_2 = <f» 9>L2-
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17.13. Bemerkung. Wir haben gezeigt, dass || Ff||;2 = ||f||;> fiir alle f € S(R"). Da
S(R™) dicht in L%(R") ist, 148t sich F stetig zu einer Isometrie F,: L*(R™) — L?(R")
fortsetzen. Diese Fortsetzung heiit Fourier-Plancherel-Transformation. Man be-
achte, dass /, nicht durch die Integralformel gegeben ist. Den Zusammenhang erlau-
tert das nachste Lemma.

17.14. Lemma. Fir R > 0 setze

1

— —ix§
gr(&) = G LXlSRf(X)e dé.

Dann gilt fir f € L'(R™) N L*(R")

1 .
WJ f(x)e ™tdx fast tberall.
RT‘L

Ferner gilt fiir jedes f € L*(R™)

(F2F)(E) =

72t = Jim o,
wobei Konvergenz im Sinne von L*(R™) vorliegt.
Wir werden ab sofort darauf verzichten, die Operatoren F und F, zu unterscheiden.
17.15. Lemma. Sei f € W™(R"). Dann gilt fir |« <m
F(D*f) = {ldgxFr,
17.16. Satz.
W™RM) = {f € L*(R™) | (1 + [§]))™2Ff € L*(R™)}.

Bemerkung. Diesen Satz kann man verwenden, um W*(R") fiir s ¢ Ny zu erkldren.
Fiir s ¢ Np und Q # R" wird die Definition von W*(Q) allerdings schwieriger.
In diesem Fall verwendet Taylor [8] die Methode der komplexen Interpolation. Sie
erlaubt es, zu je zwei Banachrdumen F < E eine Schar von Zwischenrdumen [E, Flo,
0 <0 <1, zu konstruieren.
Man braucht reelle positive Sobolev-Ordnungen s fiir die Untersuchung von Randern.

Fiir s > 1/2 und glatt berandetes Gebiet O C R™" setzt sich ndmlich jedes f € W*(Q)
zu g € WS 1/2(3Q) fort ([3], Proposition 4.4.5).

18. DiE EINBETTUNGSSATZE VON SOBOLEV UND RELLICH

18.1. Theorem (Sobolev-Lemma). Sei Q C R" offen und seien m,k € Ny mait
m > k+ 5. Zu jedem f € W™(Q) existiert ein Reprdsentant in Ck(Q).

18.2. Lemma. Sei () eine beschrdankte, offene Menge im R"™. Dann ist die Ein-
bettung H)(Q) — 1*(Q) kompakt.

18.3. Theorem (Rellichscher Einbettungssatz). Set O C R™ beschrankt und offen
und m € N. Dann st die Einbettung HJ'(Q) — HSH (Q) kompakt.



FUNKTIONALANALYSIS 39
18.4. Satz. S(R™) st dicht itn W™(R").
18.5. Bezeichnung. Wir bezeichnen den offenen Halbraum
{(x1y..eyxn) | X1 > 0,%x2,...,x, beliebig}
mit R?.
18.6. Lemma. Sei f € L*(R%). Definieren fir € > 0
T (F)x) = {f(x1 + €yX2y..0yXn)y, X1 > —E€,
0, X1 < —e€.
Dann Tl € L*(R}) und
meley (f) = dn L*(R}).
18.7. Lemma. Sezm € N, set f € W™ (R"). Wdhlex € C*(R) mit Supp(x) C ]0, oo[

und x(t) =1 fiir alle t > 1. Setze x.(t) = x((t+ €)/€). Dann st fiir jedes € > 0
die Funktion

fe(x) = Xe(x1)Te(f)(x)
in W™(R"™). Ferner gilt
Ei% fe ="~ m WM (RY).
18.8. Definition.
S(RY) = {flan | f € S(R)}.
18.9. Satz. S(RY) ist dicht in W™(RD).

18.10. Definition. Es sei Q C R" offen. Eine stetige lineare Abbildung E: W™(Q) —
W™ (R"), so dass E(f)|qo = f fiir alle f € W™(Q), bezeichnet man als Ausdehnungs-
operator.

18.11. Satz. W™(R") besitzt einen Ausdehnungsoperator.

18.12. Lemma (Verheftungslemma). Es seien 0y,Q, C R" offen, und es sei f: QU
Q, — K derart, dass die Einschrankungen flo, jeweis in W™(Q;) sind. Dann
fewm(Q,uUQ,).

18.13. Theorem. Wenn Q) eine beschrdnkte offene Menge mit C*°-Rand 1st, dann
besitzt W™(Q) fiir jedes m einen Ausdehnungsoperator.

18.14. Satz. Es set () ewne beschrankte, offene Menge, die einen Ausdehnungs-
operator besitzt. Dann ist die Einbettung W™(Q) — W™ (Q) kompakt.

18.15. Korollar. Wenn Q eine beschrdnkte offene Menge mit C*°-Rand 1st, dann
st die Einbettung W™(Q) — W™ (Q) kompakt.
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19. UNBESCHRANKTE OPERATOREN ZWISCHEN HILBERTRAUMEN

Problem: Differentialoperatoren sind keine stetigen Endomorphismen.

19.1. Lemma. Seien H und G zwe: Hilbertrdume. Das Produkt H x G wird durch
<(X>U)>(S)t)> =<X,S>+<X,t>, x, 8 € Hyy,t € G,

zu ewtnem Hilbertraum.
19.2. Definition. Ein Operator A von H nach G ist eine lineare Abbildung A von
einem Unterraum D(A) von H mit Werten in G. D(A) ist der Definitionsbereich
von A, R(A) ={Ax | x € D(A)} ist sein Bild. Der Préahilbertraum G(A) = {(x, Ax) |
x € D(A)} ist der Graph von A.

Der Operator A ist dicht definiert, wenn sein Definitionsbereich dicht ist.

Sind A und B zwei Operatoren von H nach G und gilt G(A) C G(B), so bezeichnet
man B als Erweiterung von A und A als Einschrankung von B.

19.3. Lemma. Ewn Unterraum L von H x G st genau dann der Graph eines
Operators von H nach G, wenn {(x,y) € L |x =0} ={(0,0)}.

19.4. Lemma. Sei A ein dicht definierter Operator von H nach G. Dann defi-
nieren wir D(A*) ={y € G | x — (Ax,y) st stetig auf D(A)}. Es gelten

(a) D(A*) st ein linearer Unterraum von G.
(b) Fir jedes y € D(A*) gibt es ein eindeutig bestimmtes A*y € H mait

(Ax,y) = (x,A"y) fiir alle x € D(A).
(c) A*: D(A*) — H ist linear.

19.5. Definition. Sei A ein dicht definierter Operator von H nach G. Den Opera-
tor A* aus 19.4 bezeichnet man als den zu A adjungierten Operator.

19.6. Bezeichnung. Definiere U: H x G — G x H, U(x,y) = (—y,x). Dann ist U
offenbar ein unitarer Isomorphismus.

19.7. Lemma. Sei A ewn dicht definierter Operator von H nach G. Dann
(19.1) G(A") = U(G(A)") = (UG(A))*.

19.8. Bemerkung. Falls A und B dicht definierte Operatoren mit A C B sind, so
folgt sofort aus dem vorangegangenen Lemma, dass B* C A*.

19.9. Definition. Ein Operator A von H nach G heifit abgeschlossen, wenn sein

Graph abgeschlossen ist. Er heifit abschliefsbar, wenn G(A) Graph eines Operators B
ist. In diesem Fall ist B die Abschliefung von A. Wir schreiben dann A.

19.10. Bemerkungen. Sei A ein Operator von H nach G.
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(a) A ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede Folge (x,)nen in D(A), die
gegen ein x € H konvergiert und fiir die (Ax,)nen gegen ein y € G konvergiert,
bereits x € D(A) und Ax =y gelten.

(b) Wenn A abgeschlossen mit D(A) = H ist, dann ist A stetig. Das folgt aus dem
Satz von abgeschlossenen Graphen.

(c) Wenn A abschliefbar ist, dann ist A ein abgeschlossener Operator mit A C A.

(d) A ist genau dann abschliefibar, wenn A eine abgeschlossene Erweiterung hat.

(e) A ist genau dann abschliefibar, wenn fiir jede Nullfolge (X,)nen, fiir welche
(Axn)nen gegen ein y € G konvergiert, bereits y = 0 gilt.

A ist namlich genau dann abschliefibar, wenn G(A) ein Graph ist. Wir haben
gezeigt, dass das genau dann der Fall ist, wenn das einzige Element der Form

(0,y) in G(A) das Nullelement ist.
(f) Wenn A abschlieBbar und dicht definiert ist, dann gilt A” = A*,

19.11. Satz. Setr A ewn dicht definierter Operator von H nach G. Dann gelten

(a) A* ist abgeschlossen mit ker A* = (Bild A)*.
(b) A* st genau dann dicht definiert, wenn A abschliefSbar ist.
(c) Wenn A abschliefbar ist, dann A = A**,

19.12. Korollar. Wenn A ein dicht definierter, abgeschlossener Operator von H
nach G 1ist, so i1st A* abgeschlossen und dicht definiert, und es gilt A = A**.

19.13. Definition. Es sei A ein injektiver Operator von H nach G. Dann wird durch
G(AT") ={(Ax,x) | x € D(A)}

ein Operator mit Definitionsbereich D(A™') = Bild A erkliart. A" ist der Inverse
zu A.
Offenbar ist A~' genau dann abgeschlossen, wenn A abgeschlossen ist.

19.14. Lemma. Sei A ewn injektiver, dicht definierter Operator von H nach G,
dessen Bild dicht in G ist. Dann ist A* injektiv, A~' ist dicht definiert, und es
gilt (A*)7" = (A7)~

19.15. Definition. Fiir Operatoren A,B von H nach G definieren wir A + B auf
D(A+B)=D(A)ND(B) durch (A + B)(x) = Ax + Bx.

Die Definition macht nur richtig Sinn, wenn einer der beiden Operatoren be-
schrankt ist.

19.16. Lemma. A und B seien Operatoren von H nach G. Dann gelten:
(a) Falls A abgeschlossen und B beschrdnkt ist, so ist A + B abgeschlossen.
(b) Falls A + B dicht definiert ist, so gilt A* +B* C (A + B)*.
(c) Falls A dicht defintert und B beschrankt ist, so gilt A*+ B* = (A + B)*.
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19.17. Definition. Sei A ein Operator von H nach G, und sei B ein Operator von G
nach F. Mit BA wird der Operator bezeichnet, der auf D(BA) = {x € D(A) | Ax €
D(B)} definiert ist durch (BA)x = B(Ax).

19.18. Lemma. Seir A ewn dicht definierter Operator von H nach G, und sei B
in dicht definierter Operator von G nach F. Dann gelten

(a) A*B* C (BA)*, falls BA dicht definiert ist.
(b) Falls B stetig, so ist BA dicht definiert, und es gilt A*B* = (BA)*.

19.19. Definition. Sei A ein Operator in H. Die Menge
p(A) ={z € C| (zid—A) ist injektiv und Bild(zid —A) = H}

heifit Resolventenmenge von A, und die Menge o(A) = C \ p(A) heilt Spektrum
von A. Fiir z € p(A) bezeichnet man R(z,A) = (idz — A)~' als Resolvente von A
in z.

19.20. Bemerkung. Falls A abgeschlossen ist, so gilt R(z,A) € L(H) fiir z € p(A).

19.21. Definition. Ein dicht definierter Operator A in einem Hilbertraum H heifit
symmetrisch, wenn A C A*. Er heifit selbstadjungiert, wenn A = A*.

19.22. Bemerkung. Sei A ein dicht definierter, symmetrischer Operator. Dann gilt
fiir x,y € D(A)

(Ax,y) = (x, Ay).

Insbesondere ist (Ax,x) reell fiir jedes x € D(A).

19.23. Lemma. Set A ein symmetrischer Operator in H. Dann 1st A abschliefs-
bar, und A st symmetrisch.

19.24. Lemma. Ser A ein symmetrischer, abgeschlossener Operator in H. F4r
jedes z € C\ R st zid —A wnjektiv und Bild(zid —A) abgeschlossen.

19.25. Satz. Der Operator A sei selbstadjungiert in H. Dann ist sein Spektrum
eine Teilmenge von R.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass o(A) # () fiir selbstadjungierte Operatoren A.

19.26. Satz. Fir einen Operator A in H sind dquivalent:

(a) A st selbstadjungiert.
(b) A ist symmetrisch mit o(A) C R.
(c) A 1ist symmetrisch, und es gibt z € C\ R, so dass z,z € p(A).
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20. DiE FRIEDRICHSSCHE ERWEITERUNG

20.1. Beisptel. Sei 1 =10, 1[, und sei D(A) ein Unterraum von W?(I). Wir betrachten
den Operator in H = [%(I), der durch Af = f” definiert ist. Man iiberlegt sich mit
Stetigkeitsargumenten und dem Satz von Sobolev, dass die folgenden Anwendungen
der partiellen Integration auch fiir schwache Ableitungen gerechtfertigt sind:

1 1

£7g = ¥/(1)g(1) — £'(0)g(0) —L g’

(atg) = |

= f'(1)g(1) — '(0)g(0) — f(1)g’(1) + f(0)g"(0) + L fg”

= f'(1)g(1) — £'(0)g(0) — f(1)g’(1) + f(0)g'(0) + (f, Ag).
Setzt man also beispielsweise D(A) = W?(I), so ist A nicht symmetrisch. Setzt man
dagegen D(A) = H3(1), so ist A symmetrisch. In diesem Fall gilt D(A*) = W2(1), also
ist A nicht selbstadjungiert. Vom analytischen Standpunkt sind beide Definitionsbe-
reiche unnatiirlich, denn im ersten Fall haben wir keine Randbedingung gestellt, im
zweiten dagegen vier, was klar zu viel ist.

20.2. Definition. Sei A ein symmetrischer Operator im Hilbertraum H. A heif3t
monoton, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass (Au,u) > c|[ul?® fiir alle u € D(A).

20.3. Definition. A sei ein monotoner Operator im Hilbertraum H. Durch
<U'>V>E = <ALL,\)>, u,v € D(A),

wird ein Skalarprodukt auf D(A) erklart. Die Vervollstdndigung von (D(A), ||-||¢) ist
ein Hilbertraum, der als energetischer Raum von A bezeichnet und H geschrieben
wird.

20.4. Lemma. Set A ein monotoner Operator im Hilbertraum H. Die Ewnbettung
D(A) — H setzt sich zu einer stetigen Einbettung Hy — H fort.

20.5. Bemerkung. Da Hg ein dichter Unterraum von H ist, ist H' ein Unterraum
von Hf. Wir wollen dabei H’ mit H identifizieren. Das geht kanonisch, wenn K = R
gilt. Im Fall K = C tut man sich leichter, wenn man die Existenz einer konjugiert
linearen isometrischen Involution J: H — H voraussetzt. In diesem Fall ist ndmlich
(-,J(-)) eine Bilinearform. Falls H ein Funktionenraum ist, kann man J(f) = f wihlen.
Im allgemeinen Fall sei (b,,)mem €in vollstdndiges Orthonormalsystem von H. Dann
kann man setzen J(} . .y Xmbm) = 2 1 cm Xmbm- Im Fall K = R wé&hlt man ] = id.

20.6. Lemma. Set A ein monotoner Operator im Hilbertraum H, set J: H — H
eine konjugiert lineare isometrische Involution wie in Bemerkung 20.5. Dann
wird durch

Agp: Hg — Hé) Ag(u)(v) = <u)J(V)>E)
emn 1sometrischer Isomorphismus definiert, der als Energieerweiterung von A
bezeichnet wird.
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Bemerkung. Da die Einbettung He — H dichtes Bild besitzt, ist H' in H{ einge-
bettet. Wir identifizieren H’ mit H linear isomorph via T — u fiir dasjenige u mit
Tv = (v,J(u)) fiir alle v € H. Wir definieren die Friedrichssche Erweiterung durch
dieselbe Vorschrift wie A, aber mit Definitionsbereich A;'(H). Die Details behandelt
das folgende Lemma.

20.7. Lemma. Sei A ein monotoner Operator in H. Mit Ag: He — H{ werde die
Energieerweiterung von A bezeichnet. Definiere einen Operator Ar in H durch

D(Af) ={u € Hg | Agu € H/}, <A]:LL, I\)> = Ag(u)(v) fir alle v € Hg.
Dann st Ar eine Erweiterung von A, genannt Friedrichssche Erweiterung.

20.8. Theorem (Friedrichs (1934)). Set A ein monotoner Operator in einem Hul-
bertraum H. Dann 1st seine Friedrichssche Erweiterung selbstadjungiert.

Ferner 1st 0 € p(Af). Falls die Inklusion Hy — H kompakt ist, so ist die
Resolvente R(Af, 0) kompakt.

Beweis. Da Ar eine Erweiterung von A ist, ist Ay dicht definiert. Weil Ag: Hg — H{
surjektiv ist, gilt Bild A = H. Wegen der Monotonie von A ist B = A;': H — D(Aj)
stetig. Wegen Lemma 19.14 geniigt es zu zeigen, dass B selbstadjungiert ist. Wegen
D(B) = H reicht dazu bereits der Nachweis der Symmetrie. Dazu seien f,g € H
gegeben. Setze u = Bf und v = Bg. Das bedeutet Af(U) = f und somit

(f;Bg) = (Aru,v) = Ae(u)(Jv) = (u,v)g = (Bf, Bg)e .
Dasselbe gilt, wenn man f und g vertauscht. Man erhalt
(f,Bg) = (Bf,Bg); = (Bg, Bf); = (g, Bf) = (Bf,g).

Der letzte Teil der Behauptung ergibt sich aus der folgenden Faktorisierung von AF’1

A" H — H — Hg — He
mit A? in der Mitte und einem kompakten Operator am Schluss. O

20.9. Beispiel. Wir nehmen das Beispiel von oben wieder auf. Betrachte den Operator
f — —f” Wir konstruieren die Friedrichssche Erweiterung fiir den Definitionsbereich
D(A) = D(I). Dann gilt fiir f,g € D(A)

1 1

g =(f,g) +J f'g’.
0

(f,90e = (,9) - |

0
Also stimmt das energetische Skalarprodukt mit dem Skalarprodukt von W'(I) iiberein.
Daraus folgt He = H(I). Fiir f,g € He = Hy(I) gilt Ae(f)(g) = (f,g)e = [o fg +
[3f'g". Fiir @ € D(I) gilt also Ag(f)(¢@) = [y fo — [, fo”. Falls also A¢(f) € L3(1)’
liegt, so ist f € W?(1) und erfiillt A¢f = f — f”. Wir haben gezeigt:

D(Ar) = Ho(I) N WA(I) = {f € W(I) | £(0) = f(1) = O},



FUNKTIONALANALYSIS 45

Das ist ein anderer Raum als Hj(1), weil keine Bedingungen an f'(0) und f'(1) gestellt
werden. Man sollte in den meisten Fallen gar nicht erst versuchen, D(Af) auszurech-

nen.

20.10. Beispiele. Wir konstruieren jetzt Laplace-Operatoren. Dazu sei O C R™ ein
Gebiet mit C*-Rand. Setze Af = f — Af.

(a)

(b)

D(A) =D(Q). Dann folgt aus der Greenschen Identitét fiir f,g € D(A)

<f) 9>E = <f) 9> + <Vf> Vg>'
Also ist das energetische Skalarprodukt dquivalent zum Skalarprodukt auf
W' (Q). Daraus folgt He = H}(Q). Falls also f fiir ein g € [*(Q) die Glei-
chung Agf = g 16st, so gilt flon = 0. Dass f € W?(Q) gilt, muss dagegen mit
analytischen Mitteln gezeigt werden.

Aus dem Rellichschen Einbettungssatz folgt die Kompaktheit von Hg — H.

Wir haben also gezeigt, dass es eine unbeschrankt wachsende Folge (A, )nen
in [0, co] und ein vollstandiges Orthonormalsystem (f,,)nen in L2(Q) mit Af, =
—Anfn und f, € HJ(Q) gibt.
Das Neumannsche Randwertproblem bearbeitet man analog, indem man als
Definitionsbereich die Menge D(A) = {f € C*(Q) | f'|3o = 0} wahlt. In diesem
Fall erhdlt man Hg = W'(Q). Man bené&tigt daher den Rellichschen Einbet-
tungssatz fiir W',

Man beweist so die Existenz einer unbeschrankt wachsenden Folge (A, )nen
in [0, co] und eines vollstindigen Orthonormalsystems (f,)ney in W2(Q) mit
Af,, = —A,f, und frloq = 0.

LITERATUR

[1] Bauer, H.: Maf3- und Integrationstheorie, De Gruyter 1990.

[2] Dunford, N., Schwartz, J. T.: Linear Operators, Wiley, 1958-1971.

[3] Kalton, N. J., Peck, N. T., Roberts, J. W.: An F-space sampler, Cambridge University Press,
1984.

[
[
[6
[
[
[

4] Korner, T. W.: Fourier Analysts, Cambridge University Press, 1988.

5] Lindenstrauss, J., Tzafriri, L.: Classical Banach Spaces I, Springer, 1977.
| Meise, R., Vogt, D.: Einfiihrung in die Funktionalanalysis, Vieweg 1992.
7] Rudin, W.: Real and Complez Analysis, MacGraw-Hill 1986.

8] Taylor, M. E.: Partial Differential Equations I, Springer 1997.

9] Werner, D.: Funktionalanalysts, Springer 2002.



	1. Normierte Räume und stetige lineare Abbildungen
	2. Banachräume
	3. Hilberträume
	4. Die wichtigsten Sätze der Integrationstheorie
	5. Lp-Räume
	6. Orthonormalsysteme
	7. Dualräume
	8. Der Satz von Hahn-Banach
	9. Schwache Konvergenz und Reflexivität
	10. Der Bairesche Kategoriensatz
	11. Transponierte Operatoren
	12. Kompakte Operatoren
	13. Spektraltheorie für kompakte Operatoren
	14. Beschränkte selbstadjungierte Operatoren
	15. Spektraltheorie für kompakte Operatoren auf Hilberträumen
	16. Sobolevräume
	17. Die Fouriertransformation
	18. Die Einbettungssätze von Sobolev und Rellich
	19. Unbeschränkte Operatoren zwischen Hilberträumen
	20. Die Friedrichssche Erweiterung
	Literatur

