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38. (4 Punkte) Für n ∈ N und 1 ≤ k ≤ n seien fn,k = χ[ k−1
n , kn ) und

(fn,k)n∈N,1≤k≤n = (f1,1, f2,1, f2,2, f3,1, f3,2, f3,3, f4,1, ...).

Untersuchen Sie, ob für n → ∞
(a) die Folge (fn,k) auf [0, 1) punktweise konvergiert,
(b) die Folge (fn,k) dem Lebesgue-Maß λ1 nach konvergiert (vgl. Aufgabe 26),
(c) die Folge der Integrale

∫
[0,1)

fn,kdλ1 konvergiert.

Können Sie eine Teilfolge auswählen, die für λ1-fast alle x ∈ [0, 1) konvergiert?

39. (Stirlingsche Formel, 2+1+2+1 Punkte) Für y ∈ R und n ∈ N sei

gn(y) = χ(−
√
n,∞)(y) exp (n(ln (1 +

y√
n
)− y√

n
)),

was für y ≤ −
√
n als gn(y) = 0 zu lesen ist.

(a) Mit Hilfe der Substitution y =
x√
n
−
√
n zeige man∫

R
gn(y)dy =

en

nn+ 1
2

∫ ∞

0

xne−xdx =
enΓ(n+ 1)

nn+ 1
2

.

(b) Berechnen Sie den punktweisen Grenzwert lim
n→∞

gn(y).

(c) Bestimmen Sie eine integrierbare Majorante für die gn. (Hinweis: Für |x| < 1 hat man ln (1 + x)− x ≤

−x2

6
, während für x ≥ 1 gilt ln (1 + x)− x ≤ −x

4
. (Warum?))

(d) Folgern Sie mit Hilfe des Lebesgueschen Konvergenzsatzes die Stirlingsche Formel, das ist

lim
n→∞

Γ(n+ 1)en

nn+ 1
2

=
√
2π.

40. (2 Punkte) Es bezeichne µ das Zählmaß auf (R,B1) (also es gelte µ(A) = #A für A ∈ B1) und
A = {(x, x) | x ∈ [0, 1]}. Berechnen Sie∫

R

∫
R
χA(x, y)dλ1(x)dµ(y) und

∫
R

∫
R
χA(x, y)dµ(y)dλ1(x).

Sind die Voraussetzungen des Satzes von Fubini aus der Vorlesung erfüllt?

Z. (6 Punkte) Gibt es eine offene Menge Ω ⊂ R, die Q umfasst und für die λ1(Ω) = 1 gilt? (Tip: Zwischen-
wertsatz)

Wir wünschen Ihnen frohe Weihnachten, einen guten Übergang ins neue Jahr und eine erholsame
vorlesungsfreie Zeit!

Abgabe: in den entsprechenden Briefkasten bis Fr., 10.01.2025, 10.25 Uhr

Besprechung: Mi., 15.01.2025 in den Übungen


