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UBUNGEN ZU
NICHTLINEARE DISPERSIVE GLEICHUNGEN

Problem 1 (24241+47+345=20 P.) Im Folgenden soll das Anfangswertproblem
y(0) = yo, ¥/(0) = y1 mit (yo,y1) € R? fiir die gewohnliche Differenzialgleichung

" 3
y =y—2
untersucht werden. (In den Aufgabenteilen (a) bis (d) handelt es sich um die Rekapitulation
von Argumenten aus der Vorlesung Analysis II, Kapitel iiber gewchnliche Differenzialglei-
chungen.)

(a) Fiihren Sie die neue Variable z := (z1,22)" = (y,4/)" ein und geben Sie ein
aquivalentes System erster Ordnung fiir  an.
(b) Bestimmen Sie ein dazu wiederum &quivalentes System von Integralgleichungen.

(c¢) Geben Sie eine Abbildung

A:C([0,T],R*) — C([0,T),R?)
an, so dass das in Teil (b) bestimmte Integralgleichungssystem die Fixpunktgestalt
Az = x annimmt.

C([0,T],R?) sei versehen mit der Maximumsnorm

|2]| 0o := max |z1(t)] + max |za(t)]
0<t<T 0<t<T
und der dadurch in natiirlicher Weise induzierten Metrik d(z, Z) := ||© — Z||oo. Fiir R >0

sei By r die abgeschlossene Kugel vom Radius R um den Nullpunkt in (C([0, 7], R?), || |0 ),
so dass (Bgrr,d) ein vollstindiger metrischer Raum ist.

(d) Bestimmen Sie einen Radius R = R(yp,y1) > 0 und ein 7' = T'(R) > 0, so dass
A : Brr — Bpr eine Kontraktion ist. (Ihre Wahl ist ausreichend scharf, wenn Sie
ein €9 > 0 finden, so dass die einmalige Anwendung des Banachschen Fixpunkt-

i : i . : 0 .
satzes eine eindeutige Losung mit der Lebensdauer T > 7=t TONESTE liefert.)

Bitte wenden!



(e) Zeigen Sie, dass fiir jede Losung y € C?([0,T],R) der Dgl. 3" =y — 2y* die Grofe

B(y(1)) = 57(0) — 59(0) + 39'(1)

unabhéngig von ¢, also eine Erhaltungsgrofie ist. Multiplizieren Sie dazu die Glei-
chung mit 3/(¢) und integrieren Sie einmal.

(f) Folgern Sie, dass das eingangs gestellte Anfangswertproblem mit yo = 1 und y; = 0
eine eindeutige globale Losung y € C?(R, R) besitzt.

Aufgabe 4 (14+2+3+1=7 P.) Es seien £ € N, A € R und u eine reelle, glatte und
schnell fallende Losung der verallgemeinerten KdV-Gleichungen

Uy + Uggy + ANuFT), = 0.
Zeigen Sie, dass die folgenden Integrale Erhaltungsgrofien sind:

u(z, )" 2dx.

Io(u(t)) ZZ/RU(%t)d% I (u(t)) :z/Ru(x,t)?da:, I(u(t)) ::/]Rux(x,t)?_kTQ

Wie sind die Erhaltungsgrofien und die Rechnungen zu modifizieren, wenn die Losung u
reell, glatt und 27-periodisch in der Raumvariable z ist?

Aufgabe 5 (6 P.) Verallgemeinern Sie die Ergebnisse aus Aufgabe 4 auf die (in zweifacher
Hinsicht) verallgemeinerte Benjamin-Ono-Gleichung

U — | Do)y + M), = 0.
Hierbei ist @ > 0, beachten Sie die Ubereinstimmung fiir & = 2. Vertauschen aa_z und

|D;|*? Um den Operator |D,|* zu verarbeiten, ist die Parseval’sche Gleichung (auch:
Plancherel-Identitét) (u,v)2 = (U, ) 12 niitzlich.
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