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UBUNGEN ZU
NICHTLINEARE DISPERSIVE GLEICHUNGEN

Problem 8 (Strichartz- Abschitzungen mit Ableitungsgewinn fiir die Warme-
leitungsgleichung. 14+4+42+42+1=10 P.) Es seien uy € S(R") und v € C([0, 00),S'(R™))
gegeben durch u(z,t) = e"®uy(z), also u eine Losung der homogenen Wirmeleitungsgleichung

mit Anfangswert ug. Ferner sei fir f € C([0,00),S(R™))
t
F(z,t) ::/ A f (¢t
0
also F' eine Losung der inhomogenen Warmeleitungsgleichung %—AxF =f, F(t=0)=0.

(a) Folgern Sie aus den Ergebnissen der Aufgaben 9 und 15, dass fiir s > 0 und

< 1
—q
gilt

D=

_n(l_1y_s
D= u(®) gy St 2572 lug| 1.

(b) Unter welchen Voraussetzungen an den Sobolev-Exponenten s und an die Kehrwerte

%, %, 217 und é der unten auftretenden Holder-Exponenten konnen Sie die Raum-

Zeitabschatzung

1Dzl Fll e o,00),22) S 111l g (10,00,2)
beweisen? Fiihren Sie die Einzelheiten aus. (Koénnen Sie s = 2 fiir irgendeine Kom-
bination von p, o, p, ¢ zulassen?)

(c) Worauf reduzieren sich die in (b) bestimmten Bedingungen, wenn zusétzlich o = p’
und ¢ = p’ verlangt ist? Stimmen diese fiir s = 0 mit denen fiir die Strichartz-

Abschétzungen fiir die Schrodinger-Gleichung tiberein?

(d) Untersuchen Sie, ob unter den in (c) ermittelten Voraussetzungen auch die Ab-
schatzung

HTT*fHLf([O,oo),Lf;) SJ ||f”Lf/([0,oo),L£/)
gilt, wenn T : L2 — L?([0,00)LP) durch Tug(z,t) := |D,|2e®ug(x) gegeben ist.

(e) Welche Stetigkeitsabschiatzung fiir T' ergibt jetzt das TT* - Argument?

Bitte wenden!



Aufgabe 19 (Pseudokonforme Invarianz der L?-kritischen NLS, 8 P.) Fiir eine
Funktion u : R"™ — C und w € R\ {0} definiert man

w|x|? T t
Ju( : )-
414 wt)” 14 wt’ 14wt
T, wird als pseudokonforme Transformation bezeichnet, der Definitionsbereich von T,,u ist
R"™ x (—21,00), falls w > 0 ist, andernfalls R” x (—oo, —1). Zeigen Sie: Ist u eine Losung
von

Tou(z,t) == (1 4+ wt)"2 exp ©

iug + Au £+ |u|%u =0,
so auch T,,u (Ginibre/Velo, 1979).

Aufgabe 20 (Blow-up, 44+1+3+1=9 P.) Wihlt man im Ergebnis von Problem 2
(c) den Exponenten p = 5 und die Geschwindigkeit ¢ = 0, so erhdlt man mit

u(z,t) = exp (i—t)y% (2—93), y(z) = sech(z)
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eine spezielle Losung der L2-kritischen NLS

iy + Ugy + |ul*u =0
in einer Raumdimension. Bestimmen Sie hierfir v(z,t) = T u(z, t) (T, aus Aufgabe 19),
und zeigen Sie, dass fir 0 <t < 1 gilt

1
Bty > ——.
00t 2 +—

was limy; - ||v(¢)||12 = oo impliziert. Berechnen Sie ferner
(i) fir  # 0 den punktweisen Grenzwert lim; ;- v(z,t) und
(ii) & —limy_;- |v(-, )]

Wie kann man den “Blow-up-Mechanismus” mit einem Stichwort beschreiben?
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