
 

Kapitel 9 Clebsch Gordan Zerlegung

Im Abschnitt zur Darstellungstheorie haben wir Grundlagen dafür

geschaffen gruppentheoretisch mit physikalischen Objekten umzugehen

Wir wollen die Anschauung nun erweitern und uns mit

Vielteilchensystemen auseinandersetzen

9.1 Wiederholung Vorbereitung

Def Ein Vektorraum V heißt direkte Summe von U VR V1 Un

geschrieben V V Un wenn gilt
1 V Vst Un unt tn UnEVn UnEVn

2 vom Nullvektor versch UnEU UnEVn Sind linear unabhängig

Jedes vel ist eindeutig darstellbar als Linearkomb der VieVi

Bsp V V V2 und D D Darstellungen von G auf L bzwV2

D D D Deg Das g Das g geG
Es gilt Drg D Degas D g tat Dies g

Durga Dorga x D g Dargeltz
D gaga D8 gaga Digga

Die direkte Summe können wir als Blockdiagonalmatrix Schreiben

Deg rig
Die Blöcke haben jeweils die Dimension der zugehörigen Vektorräume



Setz D Usgs sei eine unitäre Darstellung von G auf endlichdim

Hilbertraum V ausgestattet mit Skalarprodukt 4.1

Ugly Lutry y Lueg 1yd geb syeV
Dann gilt
1 D µDCM ist die direkte Summe irreduzibler Darstellungen

2 V OmU lässtsich als orthogonale Summe mit

Cultus 0 für suffer Xp EV M 8 darstellen

Bzw Lassen wir hier aus

Aufgrund obigen Satzes können wir Z.B die Darstellung

D So GLCH DIRK ßg expfixlzlexpf.pe y expfiglx
in eine direkte Summe irred Darstellungen zerlegen H L R

Def K V K VR Der Tensorproduktraum V Vz ist die Menge

aller endlichen Linearkombinationen XX Yet Xu Yn

mit XieVn Yieve Rick Es gilt
α tat 2 2 y X X y 4 2 Y

anya X2 Xx 92 042

Für V1 V2 mit Basen Lei bzw fj hat V1 Vz eine mon dim

Basis sodass V V27 aijei fig aij EIK

Für zwei 1in Op La La auf V bzw Vz ist L Lz

gegeben als Lx aijlneiolz.fi
Das Produkt zweier Op ist LM LM Lanz



Def Seien D D Darstellungen von G und Gz auf V1bzw V2

g ei F D g eis Vgn EG

D g fj F jj g fj VgzeGz
Dann definiert Dfgn g Dorge Da gz mit

Dig 59,92 Di G Dj gz eine Darstellung von 61 6

auf V V2 das direkte Produkt der Darstellungen D und D

Satz Sei D DM Da wie oben Da Da sind irred Darstellung

von Gfz auf Un bzw Vzgenau dann wenn D irred Darstellung

von GmxGz auf Un Vz ist

Bzw Lassen wir aus technisch

Def a Äußere Tensorproduktdarstellung G G G DM3 DR

Darstellungen von Gauf V bzw V2

D DM Dr Dlg 92 Docg D Gz 9,1256
können versch Sein

b Innere Tensorproduktdarstellung Dlrg Ding DE g geG

Wir wollen uns später die Kopplung zweier Zustände anschauen Z.B

Zweier Spin Teilchen Wir können u.a eine Darstellung der Gruppe

SUR mit VR Vg zur Beschreibung verwenden

Der Raum V2 Vg für D lässt sich in V Vo zerlegen

Die UR V 3D Vor D sind Träger irred Darstellungen

mit Gesamtspin 1 bzw 0



9.2 Clebsch Gordan Zerlegung

Satz Für das innere Tensorprodukt Jn jr Deja

der irred Der DE DI von Sor3 oder SUR gilt die Zerlegung

Jr DE j
j ljn j.at

By Lassen wir hier aus nutzt zahlreiche Aspekte zu LieAlgebren

Charakteren Für Interessierte Buch von Stefan Scherer

Einen Vektor des Produktraums können wir schreiben als

m
Eig amnmeljn.mn ljz.my E

j lj.jo Ejbjmlrjsjz
j m

gekoppelteBasis

ljn.mu ja ma
ungekoppelte Basis

Die Anzahl orth Basisvektoren ist M 2in 1 Zjzte mit Relationen

ja mn ja malja me ja ma Smm Smm

ja ja j m ja ja j m SjjiSmm
Wie wird nun ein Wechsel zwischen gekoppelter ungekoppelter

Basis beschrieben

entwickle gekoppelte Basisvektoren nach angekoppelten

lljnsjzljimt m.EE I Cmnmz jmljn mn
jzmz7Ijn
mn jzma 8Em

denKoeffizienten



Wir nutzen die obigen Orthogonalitätsrelationen

je mn jz.me ljn jz j m7 Ema IiElI Cjnme jamzljnmn jzmit

Mit geeigneten Konventionen sind die CG Koeffizientenreellwertig dh

ja mn jamal ja ja j m jnjzljimljn.mn ja ma

Wir führen nun die Mom Matrix ein um den Basiswechsel zu vermitteln

Der Eintrag mama im Zeile mama Spaltejun korrespondiere zum

CG Koeff In In Die Matrix C ist somit reell undes ist C 1

Sjijfmim Sjiigjm CCTCJjim.im Em E E En

Smmismama Smmasmina C mama mini Fml L 1 Eik

ljymnsjz.me Em E 1 lrjnjzlj.my
9 3 Algorithmus für CG Koeffizienten
Wir wollen nun alle Er In für geg ja jz berechnen

wobei ljn jzlsjsjnt.jo
Führe Kurzschreibweise ein

1mn ma tja mn ja ma lj m ja ja j m



Wir hangeln uns mit dem Absteigeoperator von Eigenwertproblem zu

Eigenwertproblem Da EW Zu 33 33 1 Jugra additiv ist

Verschwinden CGK automatisch für m mitmz

Zur Erinnerung Jt jim jfmlrjtm.tn 1j mI17

Vjrjt1 m mtnilj mt1
1 Beginne mit j jut ja maximales

i Der Zustand mit maximalem j und maximalem mj hat

lj.is tja 1

Dies folgt aus der zuvor getroffenen Konvention aus der

auch COKER folgte

ii Wende 1 2 an

VI j j 1 j j J G lj D 2 Ij D

VEI tja 1 jz KJ je jz 17

Nutze HK Orthogonalität für beide CGK

f IIIEn Ljn eijzljntjz.int 17 VIII
cjijz elintisintiz.is VEI

iii Wende 2jntja an und berechne alle I
für majatjz



2 Betrachte j jaja 1

starte mit m maximal Schreibe

j j L ja ja 1 β ja 1 ja Xp CGK

II j ist auf eins normiert also α β 1 Verwende

lj
V25 ja jz β 2Jtja
EINE VÖ ja

1in 0 dir EIWEIßE O β VII α
Nach der Normierungsbed ist tja ja 1 und weiter is

α E.EE V E.s f 1 KEi
Mehrfaches Anwenden von _erzeugt schließlich alle

In tja 1 mit majatja 1

3 Wiederhole Vorgehen bis j tja ja
9.3 Beispiel zu Clebsch Gordan Koeffizienten

Wir betrachten exemplarisch die CG Zerlegung D DE D D

derSUTZ In der Kernphysik haben wir diesesBeispiel in derSchreibweise

1 0 bzw in Multiplizitäten 202 301 im

Zusammenhang mit Spin bzw Drehimpulskopplung kennengelernt



Beginne mit j 1 Es gilt erneut nach Konvention

11,13 12 1 1

Wende du mn ma

3 11,17 811,07 J 1 12 1 J.rs E
1 E 12

21 E

Und nochmal mit

J 11,03 811 17

I a a Eilt 1,2 1

E t.ci ts.mE
1 27

3 211

WIE 17

11 1 2 1 bzw 2 2 11 1

Nun für j o 10,0 E β

VIII E β VIII



Die Basiszustände der Trägerräume K V Sind Somit

i j 1 Triplett

11s 12,27

F E E 12 E 17 2 011,27

17 27012 17
ii j 0 Singlett

E E E 17 17 11 E 17,17

Wir sehen a a dass im Triplett nur symm Wellenfktin auftauchen

im Singlett nur antisymm Dieses Verhalten sehen wir in der

Kernphysik noch deutlicher bei der Zusammensetzung von Pionen und

anderen Mesonen


