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UBUNGEN ZU
PARTIELLE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN I

Aufgabe 9 (Graphennorm, 1+4=5 P.) Es seien £ und F' Banachrdume, Dy C E
ein dichter linearer Teilraum und A : D4 — F linear. Fir x € D4 setzt man

2l = [l + (| Azl r

Zeigen Sie:
(a) Hierdurch wird eine Norm auf D, definiert.
(b) (Da, |l |lp,) ist genau dann ein Banachraum, wenn A abgeschlossen ist.

Aufgabe 10 (34+5=8 P.) Es seien 1 < p < o0,

Dy == {f € I’(R) : /R]:cf(:c)\”d:c < oo}

und X : LP(R) D Dx — LP(R) definiert durch X f(z) := xf(z).
(a) Zeigen Sie, dass der Multiplikationsoperator X dicht definiert und abgeschlossen
ist.
(b) Bestimmen Sie das Punktspektrum o,(X), das Stetigkeitsspektrum o.(X) und das
Restspektrum o,.(X).

Aufgabe 11 (6 P.) Es seien F und F Banachrdume, A : F D Dy — E ein dicht
definierter und abgeschlossener Operator in £ und T : F — E ein Isomorphismus von
Banachrdumen (d.h. linear, bijektiv und stetig mit stetiger Inverser). Der Operator

B:F>Dp—F

sei definiert durch Dg := T~!(D,4) und B := T AT. Zeigen Sie, dass B ebenfalls dicht
definiert und abgeschlossen ist, und dass 0,(A) = 0,(B), 0.(A) = 0.(B) sowie 0,(A) =
o.(B) gelten.

Bitte wenden!



Aufgabe 12 (3 P.) Es seien F : L2(R) — L*(R), f — f die Fouriertransformation,

Dp = {f € I’(R) / EF©)de < o)}

und

P:L*(R) D> Dp — L*(R), fw Pf:=F Y€Ff.
(P ist wohldefiniert, da F : L*(R) — L?*(R) aufgrund des Satzes von Plancherel ein
isometrischer Isomorphismus ist.) Zeigen Sie:
(a) Fiir f € C}(R) ist Pf = —if’,
(b) P ist dicht definiert und abgeschlossen.
Analysieren Sie das Spektrum von P.
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