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ÜBUNGEN ZU
PARTIELLE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN I

Aufgabe 9 (Graphennorm, 1+4=5 P.) Es seien E und F Banachräume, DA ⊂ E
ein dichter linearer Teilraum und A : DA → F linear. Für x ∈ DA setzt man

‖x‖DA
:= ‖x‖E + ‖Ax‖F

.
Zeigen Sie:

(a) Hierdurch wird eine Norm auf DA definiert.
(b) (DA, ‖ ‖DA

) ist genau dann ein Banachraum, wenn A abgeschlossen ist.

Aufgabe 10 (3+5=8 P.) Es seien 1 ≤ p <∞,

DX := {f ∈ Lp(R) :

∫
R
|xf(x)|pdx <∞}

und X : Lp(R) ⊃ DX → Lp(R) definiert durch Xf(x) := xf(x).

(a) Zeigen Sie, dass der Multiplikationsoperator X dicht definiert und abgeschlossen
ist.

(b) Bestimmen Sie das Punktspektrum σp(X), das Stetigkeitsspektrum σc(X) und das
Restspektrum σr(X).

Aufgabe 11 (6 P.) Es seien E und F Banachräume, A : E ⊃ DA → E ein dicht
definierter und abgeschlossener Operator in E und T : F → E ein Isomorphismus von
Banachräumen (d.h. linear, bijektiv und stetig mit stetiger Inverser). Der Operator

B : F ⊃ DB → F

sei definiert durch DB := T−1(DA) und B := T−1AT . Zeigen Sie, dass B ebenfalls dicht
definiert und abgeschlossen ist, und dass σp(A) = σp(B), σc(A) = σc(B) sowie σr(A) =
σr(B) gelten.

Bitte wenden!
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Aufgabe 12 (3 P.) Es seien F : L2(R)→ L2(R), f 7→ f̂ die Fouriertransformation,

DP := {f ∈ L2(R) :

∫
R
|ξf̂(ξ)|2dξ <∞}}

und

P : L2(R) ⊃ DP → L2(R), f 7→ Pf := F−1ξFf.
(P ist wohldefiniert, da F : L2(R) → L2(R) aufgrund des Satzes von Plancherel ein
isometrischer Isomorphismus ist.) Zeigen Sie:

(a) Für f ∈ C1
0(R) ist Pf = −if ′,

(b) P ist dicht definiert und abgeschlossen.

Analysieren Sie das Spektrum von P .
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