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UBUNGEN ZU
PARTIELLE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN II

2
Aufgabe 23 (14+142+5=9 P.) Es seien 1 < p < n_—|—2 (falls n € {1,2}: 1 < p < 00),
n p—
up € H'(R™) und u € C([-T,T], H'(R")) eine Losung von
iy + AuF [ulPlu =0 (NLS)
mit u(t = 0) = up, die stetig von den Daten und deren Lebensdauer 7' nur von ||ug||12
abhangt, vgl. Problem 3.
(a) Zeigen Sie, dass E(ug) < oo, wobei die Energie E durch

2
+1

B =5 [ IVul@)P -

: u(o)|?*

gegeben ist.

(b) Folgern Sie fiir den “defocusing case” (— - Zeichen in (NLS), + - Zeichen in der
Energie), dass u zu einer globalen Losung u € C'(R, H'(R")) N L>(R, H'(R")) von
(NLS) fortgesetzt werden kann.

(c) Fiir den “focusing case” (+ - Zeichen in (NLS)) zeige man mit Hilfe des Sobolev’schen
Einbettungssatzes und der Aufgabe 15, dass

1 +14JNP—1) n(p—1)
lu@® i < lluolls = ul®)

und folgere die Ungleichung

n(p—1) n(p—1)

+1-=5 2
()17 < 2B (uo) + clluollz [l

(d) Folgern Sie weiter:
(i) Ist p < 14 2, so ist [|u(t)||1,2 beschrankt, und die Losung kann auf die ganze
reelle Achse fortgesetzt werden;
(i) ist p = 1+ 3, so existiert ein ¢ derart, dass fiir |Jug|l2 < €o die Norm [Ju(t)]]1,2
beschréinkt ist und die Losung u global fortgesetzt werden kann;
(iii) wenn 14 2 < p < 2£2 ist, existiert ein £, > 0, so dass im Fall [Jugll12 < 3
dieselbe Schlussfolgerung gezogen werden kann.

Bitte wenden!



Problem 4 (Van der Corput, 1921; 4+5+43 = 12 P.) Es sei [a,b] C R ein Intervall
und ¢ € C*([a,b],R). Zeigen Sie:

(a) Gilt |¢'(€)] > 1 fiir alle £ € [a, b] und ist ¢’ monoton, so gilt fir alle A > 1

b ) 4
/ ez,\go(é)d,f’ < T

(b) Gilt fiir ein k > 2, dass [p®)(€)| > 1 fiir alle £ € [a, b], so existiert eine Konstante
¢ derart, dass fiir alle A > 1

b
/ eW@)dg’ < GATE.

(c) Sind die Voraussetzungen aus (a) oder (b) fiir ein ¥ € N erfiillt und ist v» € C*([a, b)),
so gilt

[ em%@dg] <axF (WOl + [ 16(©1de).

Wie lasst sich die letzte Ungleichung vereinfachen, wenn 1 reell ist und sein Mono-
tonieverhalten auf [a, b] nicht bzw. nur endlich oft &ndert?

Hinweise: (a) Verwenden Sie den Operator L := ﬁd% und integrieren Sie partiell. (b) Fiir einen

Induktionsbeweis liefert Teil (a) den Anfang. Was wissen Sie iiber die Anzahl der Nullstellen
von o), wenn 1) > 1ist? (c) Schreiben Sie den Exponentialfaktor mit dem Hauptsatz als
Ableitung eines Integrals, und integrieren Sie erneut partiell.
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