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(K. Steffen, Heinrich-Heine-Universitdt Diisseldorf, WS 2006/07)

1.4 Die Ordnung der Zahlen, Rechnen mit Ungleichungen

Der Bereich R der reellen Zahien hat neben seiner durch die Grundrechenarten gegebenen
algebraischen Grundstruktur noch eine weitere fundamentale Struktur, die den Grdfen-
vergleich von Zahlen ermoglicht. Das ist naturgemif fir die Okonomie von gréfBter Be-
deutung: Alle konomischen Beurteilungen und Entscheidungen sind letztlich auf den
Groflenvergleich vwischen Zahlen (Kosten, Umsitze, Gewinne,. .. ) gegriindet!

DISKUSSION (die Ordnung auf dem Zahlbereich R ):

1) Der Bereich der reellen Zahlen ist mit einer Ordnungsstruktur versehen, die in der
Mathematik totale Ordnung genannt wird. Das bedeutet folgendes:

o [Yir je zwei reelle Zahlen x,y ist erkldri, ob @ kleiner als y isi, notiert ¢ < y,
oder nicht, und es gelten dabei fir alle z,y, 2 € R die folgenden Ordnungsgesetze :

entweder x <y oder y<x oder =y,

und :
wenn © <y und y <z s, s0 gilt auch x <z,

Fiir z < y sagt man auch, dass y grofier als @ ist, und schreibt dafiir y > @. Gelegentlich
wird hierfiir auch formuliert, dass 2 (im Sinne der Ordnung) vor ¥ kommt und y nach .
Auflerdem fithrt man die Notation < y ein, gelesen @ kleiner oder gleich y, sowie
y = z, gelesen y gréfler oder gleich @, um auszudriicken, dass z < y oder 2 = g gilt.
Eine Aussage der Form z < y oder y > x wird auch schwache Ungleichung genannt,
im Unterschied zu einer starken Ungleichung = < y oder y > z oder x # y, bet der
Gleichheit ausgeschlossen ist (auch strenge oder strikte Ungleichung genannt).

Die entscheidende Eigenschaft einer totalen Ordnung auf einer Menge ist die Vergleich-
barkeit aller FElemente; das ist das crste oben angegebene Ordnungsgesctz: Von zwel ver-
schiedenen Elementen ist stets eines im Sinne der Ordnung kleiner als das andere. (Es gibt
sog. partielle Ordnungen, bei denen das anders ist. Man kann z.B. an eine Einteilung der
Menge in verschiedene “Hierarchieklassen” denken, wobei Elemente in niedrigeren Hierar-
chieklassen kleiner sind als solche in héheren Klassen, aber Elemente innerhalb derselben
Klasse nicht vergleichbar sind, d.h. keines ist kleiner als das andere.) Das zweite oben
angegebene Ordnungsgesetz, die sog. Transitivitdt, ist fir jeden Ordnungsbegriff unver-
zichtbar: Wenn = vor y kommt und y vor 2, so komms cben z vor z. (Wenn das nicht
gilt, wie etwa bei der Anordnung der Elemente auf einer Kreislinie, so liegt kein sinnvoller
Ordnungsbegriff vor.) Bei einer totalen Ordnung kann man gewissermaBen alle Eiemente
in einer Linie aufreihen, so dass kleinere immer weiter links stehen als gréfiere; deshalb
sprichit man hier auch von einer “linearen Ordnung”.

Bei der Veranschaulichung der reellen Zahlen als Punkte auf dem Zahlenstrahl entsprechen
die kleineren Zahlen z Punkten, die weiter links liegen als die Punkte, die zu gréfieren
Zahlen y gehoren. Fiir ganze Zahlen bedeutet m < 7, dass man n aus m durch Addition
einer patiirlichen Zahl (nimlich n — m) erhilt; auf dem Zahlenstrahl gelangt man dann
von 1 aus durch ein- oder mehrfaches Abtragen einer Einheitslinge nach rechts zu n. Fiir
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rationale Zahlen r = % und ¢ = % mit natiirlichen Nennern erfolgt der Groflenvergleich

dadurch, dass man die Briiche gleichnaimig macht und die Zihler vergleicht; also ist von
den beiden Zahlen r = %—? und ¢ = %— diejenige die kleinere, die den kleineren Zihler
hat (sofern 7 # t). Von zwei verschiedenen reellen Zahlen x > 0 und y > 0 ist diejenige
die grofere, die eine lexikographisch grifere Ziffernfolge hat, d.h. an der ersten Stelle
von links, bel der ein Unterschied auftritt, hat sie die groflere Ziffer. {Dabei sind die
Dezimaldarsteilungen nach links durch unendlich vicle vorangestellte Nullen aufzufiillen
und bei abbrechenden Dezimalbriichen auch nach rechts; ein Dezimalbruch, der mit lauter
Ziffern 9 endet, muss also so umgeschrieben werden, dass er am Ende lauter Nullen hat.) Fs
ist gerade der Vorteil der Dezimaldarstellung, dess man den Grofenvergleich fiir Zahien

dirckt an den Ziffernfolgen ublesen kann!

2) Reelle Zahlen, die gréfler als Null sind, nennt man positiv, solche die kleiner als
Null sind, negativ. Im Fall 2 > 0, wenn also x positiv oder Null scin kann, aber nichg
negativ, nennen wir die Zahl  nichtnegativ, im Fall z < 0 entsprechend nichtpositiv.
Die Menge der positiven, nichinegativen, negativen bzw. nichtpositiven reellen Zahlen
notieren wir mit Rug, Rsg = RuoU {0}, Rep, bzw. Reg = Reo U {0}, Auf dem
Zahlenstrahl liegen dic positiven Zahlen rechts von Null, die negativen links davon. Die
Gegenzahlen zu positiven Zahlen sind negativ und umgekehrt. Alle natiirlichen Zahlen
sind positiv.

3) In einer total geordneten Menge wie R existiert nicht nur zu je zwei Elementen ein
grifites, sondern auch zu endlich vielen gegebenen Elementen z4,...,#,. Dazu nimmi
man die gréflere Zahl yo von z; und z; (wenn x; = 24 ist, so setze y, 1= xq), dann die
groflere Zahl y; von yy und z3 und so fort, bis man nach endlich viclen Schritten mit der
grofiten Zahl y, von zy,..., 2, endet. Diese Zahl heifit das Maximum von zy,...,2, .
Entsprechend erkldrt man das Minimum von endlich vielen Zahlen. Als Notationen dafiir
verwendet man

max(ry,...,z,) = die grofte Zahl von zi,...,2,.
min{z,,...,z,) := die kleinste Zahl von zy,...,2,.

4) Fiir unendliche Mengen von Zahlen sicht die Sache im Allgemeinen anders aus: Zwar
hat jede nichtleere Menge von natirlichen Zahlen ein Eleinstes Element (das ist eine fun-
damentale Eigenschaft der Ordnung anf N), aber nicht unbedingt ein grofites, z.B. offen-
bar N = {1,2,3,...} selbst nicht. Und die Menge der Stammbriiche {1,3,1,...} hat ein
grofites Element, aber kein kleinstes, und es gibt natiirlich auch Teilmengen von R wie
etwa Z oder @ oder R selbst, die weder ein grofites, noch ein kleinstes Element besitzen.
Wir sagen, dass eine Menge M von reellen Zahlen von oben beschrinkt ist, wenn es
darin nicht beliebig grofie Zahlen gibt, d.h, wenn ein Zahl s € R existiert, eine sog. obere
Schranke fiir M, mit & < s fiir alle z € M. Entsprechend erklirt man eine untere
Schranke fiir A und nennt M von unten beschrinkt, wenn es eine untere Schranke
gibt. Die Menge M heifit beschrénkt, wenn sie von oben und unten beschrinkt ist. Bs ist
nun eine fundamentale sog. Vollstindigkeitseigenschaft der reellen Zahlen, cdass es zu jeder
{nichtleeren) von oben beschrinkten Menge M C R eine kleinste obere Schranke s* gibt,
die obere Grenze oder das Supremum der Menge M genannt wird. Dies bedeutet,
dass alle Zahlen v € A kleiner oder gleich ¢* sind, dass aber jeder kleinere Wert s < s*
durch Zahlen x aus M {bertroffen wird. Entsprechend hat eine von unten beschrénkte
nichtleere Teilmange 3 von R eine gréfite untere Schranke s,, die untere Grenze oder
Infimum von M heifit. Gebrduchliche Notationen fiir Supremmum bzw. Infimum ven M
sind

supM oder supx bzw. infM oder infx.
zEM zEM
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Wenn eine Menge in R ein Maximum hat, ein grofites Element, so ist dieses auch das
Supremum, und wenn sie ein Minimum besitzt, ein kleinstes Element, so ist dies auch
das Infimum. Das Umgekehrte gilt aber nicht, weil Supremum bzw. Infimum nicht zur
fraglichen Menge geh6ren miissen. Zum Beispiel ist 0 das Infimum der Menge der Stamm-
briiche, die kein Minimum hat; denn alle Stammbriiche sind positiv, und zu jeder positiven
Zahl s gibt es Stammbriiche , die kleiner als s sind. Man hat dazu die natiirliche Zahl n
groBer als = zu withlen; das geht, weil ¢s beliebig grofle natiirliche Zahlen in R gibt.
Dies ist eine weitere fundamentale Eigenschaft der Ordnung der reellen Zahlen, genannt
die Archimedische Eigenschaft. (Man kann sie auch aus der Volistindigkeitseigenschaft
folgern, indem man bemerkt, dass N keine obere Grenze in R haben kann.)

5} Fiir die Messung der “Gréfie” von negativen reellen Zahlen wird oft deren positive
Gegenzahl verwendet. Z.B. stellt man cine Schuld auf cinem iiberzogenen Konto oft als ne-
gativen Kontostand — K dar, spricht aber von etner Schuld der (positiven) Grifle K. Diese
Sichtweise wird formalisiert durch die Einfiihrung der Grofie [z, genannt Absolutbetrag
oder Betrag der reellen Zahl z und definiert durch

- =
|z| = [—z] = max(z, —z) = { z, wemn 20,

~x, wenn x <0.

Der Betrag |z| von z ist positiv, aufler |z| = 0 im Falle z = 0, und er misst gewissermafen
dic absolute Grifie der Zahl . Wir sagen daher, dass cine Zahl z absolut gréfierist als cine
andere Zahl y wenn [z] > ly| gilt. Wenn man von “grofien” oder “kleinen” reellen Zahlen
spricht, so meint man dies meist im absoluten Sinn. Eine Zahl wie —10° = —1 000000, die
sehr viel kleiner als Null ist, wird man in diesem Sinne nicht “klein” nennen, sondern besser
“negativ und absolut grof”, weil ihr Betrag 10° = 1000000 eben eine groBe positive Zah!
ist. Der Betrag der Differenz |z—y| heifit der Abstand von z zu y auf der Zahlengeraden,
und gibt die Lange der Strecke von z nach y an (in der Lingeneinheit, die dem Ahstand
von 0 zu 1 entspricht).

Als Rechenregel fiir den Betrag vermerken wir neben || = |—z| > 0 die

R

] wenn y # 0.
Dicse Regel ergibt sich sofort, indem man links |z} oder —{z| fiir = einsetzt und |y| oder
—ly| fiir y , jenachdem ob die Zahlen positiv sind oder nicht. Ungleichungen fiir den Betrag
und den Abstand diskutieren wir weiter unten. Weil schon die Definition des Betrags |z|
auf einer Fallunterscheidung beruht (z > 0 oder z < 0), muss man beim Rechnen mit
Absolutbetrigen sehr oft Fallunterscheidungen vornehmen.

xr

Multiplikativitiit: lz -yl = lz|- |y und )
Y

6) Wir sagen von drei reellen Zahlen z,y, 2, dass ¢ € R zwischen y und z liegt, wenn
v <z < zoder z <o < ygilt. Soll dabei noch Gleichheit © = 3 oder y = z ausgeschlossen
werden, so nennen wir z echt (oder strikt) zwischen y und z liegend. Fine Teilmenge I von
R mit der Eigenschaft, dass I mit je zwei Zahlen y und z auch aile dazwischen liegenden
Zahlen z enthélt, heifit ein Intervall. Die Intervalle in R sind wichtig, weil sie hiufig
als sinnvoller Definitionsbereich fiir (6konomische) Funktionen verwendet werden. Wir
beschreiben im Folgenden alle Intervalle, die es gibt:

Man unterscheidet beschriankte und unbeschrinkte Intervalle. Jedes nichtleere beschrink-
te Intervall hat zwei (evtl. zusammenfallende) Randpunkte o < b {auch Endpunkte des
Intervalls genannt; a heift auch sein Anfangspunkt) und enthilt alle Zahlen z die echt
zwischen a und b liegen; es ist bestimmt durch die Festlegung, ob die Randpunkie zu dem
Intervall gehdren sollen oder nicht. Es gibt also folgende Typen:
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offen la,b={zeR o<z <b},

halboffen e b={zeR:a<z<b},
beschrinkte Intervalle:

halboffen labl={z € R:a <z <h},

abgeschlossen la,b={zeR:a<z<b}.

Die abgeschlossenen beschréankten Intervalle [a, b} nennt man auch kompakt. Der Fall a = b
ist dabei nicht ausgeschlossen; dann besteht [, 8] = {a} aus einem einzigen Punkt a und
die anderen Intervalle ]a, b], la, 0], [a, b] enthalten gar keine Punkte, sie beschreiben dann
also das leere Intervall §. Der Abstand |a — b = b — a der Randpunkte wird die Liinge
des Intervalls genannt. (Statt der “gespiegelten” eckigen Klammern in obiger suggestiver
Notation, dic anzeigen, dass dic betreffenden Endpunkte aus dem Intervall ausgeschlossen
sind, werden oft auch runde Klammern geschrieben, also z.B. [a,b) statt [a,b]. Bei den
offenen Intervallen {a,4) kann das aber zur Verwechselung mit dem Paar der Zahlen a
und b fithren, das iblicherweise auch mit (a,b) bezeichnet wird. Deshalb ziehen wir die
Schreibweise mit den eckigen Klammern vor.)

Die unbeschrinkten Intervalle haben keine endliche Linge und nur einen Endpunkt o oder
b in R oder gar keinen Endpunkt in R; die in B nicht vorhandenen Endpunkte werden
dabei mit dem Symbol co = 400 oder —oo bezeichnet. Es gibt folgende

offen lo,0{={zeR:a<z} =R,,,
0 —oo,bl={reR:z < b} =R,
halbbheschrinkte Intervalle: fen o0, b=t ) <t
abgeschlossen a,0[={z€R:a <z} =R,,,
abgeschlossen |—e0, b= {z e R:z < b} =Ry,

und aufierdem noch das beidseitig unbeschrinkte Intervall

|—00,0[=R. [ |

Bisher haben wir die Ordnung der reellen Zahlen diskutiert, ohne einen Bezug zu den
Rechenoperationen in R herzustellen. Aber natiirlich muss man wissen, wie es sich mit dem
Gréflenvergleich von Zahlen verhilt, wenn man mit ihnen Recheroperationen ausfithrt. Bei
weichen Rechenoperationen, die man auf beide Seiten einer Ungleichung 2 < y anwendet,
bleibt die Ungleichung erhalten? (Das heifit natiirlich, dass fiir die aus z,y durch die
Operation hervorgegangenen neuen Zahlen Z,y dieselbe Ungleichung 7 < # gilt.) Bei
welchen Rechenoperationen kehrt sich die Ungleichung um? (D.k. ¥ < Z.) Die Antwort
auf soiche Fragen geben die Rechenregeln fir Ungleichungen, welche die Ordnung mit den
Grundrechenarten verbinden. Eine verwandte Frage ist die Monotoniediskussion fir einen
gegebenen Rechenterm T(x); wird der Term bei Vergréferung von z groBer oder kleiner?
Hs ist klar, dass derartige Fragen von fundamentaler Bedeutung fiir die mathematische
Modellierung von Wirtschaftsvorgéngen sind. Man stelle sich etwa vor, dass T(z) den
Gewinn aus einem Produktions- und Vermarktungsvergang in Abhingigkeit von einem
dafiir relevanten Parameter z angibt (etwa die Menge der produzierten Einheiten oder
der Marktpreis); danr will man natiirlich wissen, ob der Gewinn gréfer oder kleiner wird,
wonn man diesen Parameter in eine bestimmte Richtung verdnders. Bei der Beantwortung
derartiger Fragen helfen ebenfalls die Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen, die wir
nun besprechen.
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DISKUSSION (Rechnen mit Ungleichungen):

1) Es gibt zwei einfache Grundregeln, welche die totale Ordnung auf R mit Addition
und Multiplikation verbinden und aus denen alle weiteren Rechenregeln fiir Unleichungen
folgen. Diese Grundgesetze sind:

a<b e eo+e<hb+e,
a<b, c¢>0 = a-c<b-c.

In Worten: Eine strenge Ungleichung bleibt erhalten, wenn man zu beiden Seiten dieselbe
Zahl addiert oder beide Seiten mit derselben positiven {!) Zahl multipliziert. Diese Regeln
gelten fiir alle reellen Zahlen a,b,c {mit ¢ > 0 in der zweiten Regel) und sind als Axio-
me, also nicht zu beweisende Grundannahmen anzusehen (die man in der Mathematik
rechtfertigen kann). Sie gelten offenbar auch fiir schwache Ungleichungen o < b links und
entsprechend rechts und ebenso fiic Ungleichungen “>" oder “>” im umgekehrten Sinne.
Da Subtraktion einer Zahl die Addition der Gegenzahl ist, gilt die erste Regel analog fiir
die Subtraktion. Auflerdem ist mit ¢ auch der Kehrwert 1/c positiv (s.u.), so dass die
zweite Regel auch fiir Division mit einer positiven Zahl ¢ gilt; denn das lauft ja auf Mul-
tiplikation mit 1/c hinaus. Wir kénnen also folgende etwas allgemeinere Grundgesetze
formulieren:

o Line Ungleichung bleibt erhalten, wenn man auf beiden Seiten dieselbe Zahl addiert
oder subtrahiert;

¢ Eine Ungleichung bleibt erhalten, wenn man beide Seiten mit derselben positiven (1)
Zahl multipliziert oder dividiert.

Was ist bei Multiplikation mit einer negativen Zahl c? Ist a < b, alsob—ag >a—a = 0,
so folgt durch Muitiplikation der Ungleichung ¢ < 0 mit der positiven Zahl b—a nun
chb—ca = c- (b~a) < 0-(b—a) = 0, also nach beidseitiger Addition von ca die umgekehrte
Ungleichung ¢b < ca bzw. ac > be.

o Bei Multiplikation oder Division beider Seiten mit einer negativen Zahl kehrt sich
dagegen die Ungleichung um.

Das heifit also, dass fir @ < b (oder ¢ < b) und ¢ < 0 nun ac > be (bzw. ac > be}
gilt; die Art der Ungleichung (stark ader schwach) wird nicht veriandert. Warnung: der
hdufigste Fehler beim Rechnen mit Ungleichungen besteht darin, dass beide Seiten mit
einer negativen Zahl multipliziert werden, ohne die Ungleichung umzukehren. Das passiert
insbesondere dann, wenn die negative Zahl ein “positiv aussehender” Term ist wie etwa “¢”
oder “z +1”. Ein Beispiel: Es ist falsch zu argumentieren, dass die Ungleichung 2% > 1
keine Ldsung habe, weil nach Multiplikation mit «+1 die nicht erfiilibare Ungleichung
z > x+1 entstehe. So sieht die entstehende Ungleichung nur aus, wenn z+1 > 0 ist; im
Fall 2+ 1 < 0 entsteht aber die umgekehrte Ungleichung < z + 1, die immer richtig ist!
Also sind die Losungen der Ungleichung genau die Zahlen = < ~1. {z = —1 kommt nicht
in Frage, weil dafiir der Term auf der linken Seite der Ungleichung nicht definiert ist.)
Fehler dieser Art beim Umformen einer Ungleichung durch beidseitige Multiplikation mit
demseiben Faktor vermeidet man durch sorgfiltige Fallunterscheidung: Ist der Faktor
positiv, oder ist er negativ, oder ist er Null? (Multiplikation mit Null zerstort strikte
Ungleichungen und erhélt schwache, weil dadurch ja die Gleichung “0 = 07 entsteht.)

2) Wir ziehen einige einfache Folgerungen: Ist a > 0, so auch e = a-a > a-0=0;: ist
aber u < 0, so folgt auch v* =a-a > a - 0= 0, weil sich die Ungleichung ja umkehrt.

o Quadrate von reellen Zahlen ungleich Null sind stets positiv,
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(Das Umgekehrte gilt wegen der Existenz von Quadratwurzeln aus positiven Zahlen auch:
Jede positive Zahl ist ein Quadrat.) Eine banale Folgerung, die wir der Vollstindigkeit
halber festhalten, ist

1>0 und -1 < 0

letzteres, weil aus —1 > 0 der Widerspruch 0 = 1 4+ {~1) > 1 + 0 = 1 folgte. Fiir a > ¥
ist dann —a = (~1}.a < (~1)-0 = 0 und 1/a > 0, weil andernfalls der Widerspruch
l=a-+<a-0=0 folgte. Fiir a < 0 ist entsprechend —a > @ und 1/a <0.

o Dic Gegenzahl —a zu einer positiven Zahl a ist negativ, die Gegenzahl zu einer
negativen Zohl ist positiv,

o das Reziproke einer positiven Zahl ist wieder positiv, das Reziproke einer negativen
Zahl st wieder negativ.

Eine weitere Folgerung aus 1) sind folgende Vorzeichenregeln:

o Der Bereich R.q der positiven reellen Zahlen ist additiv und multiplikativ abgeschlos-
sen; d.h. Summen und Produkte von positiven Zahlen sind wieder positiv,

e Summen von negativen Zohlen sind negativ; Produkte von negativen Zahlen sind
positiv und Produkte von einer positiven mit einer negativen Zahl sind negativ.

Insbesondere sind alle Zahlen positiv, dic man durch fortgesctzie Addition von 1 zu 1
erhiilt, also sind alle natiirlichen Zahlen positiv. Dieser wohlbekannte Sachverhalt bedarf
eigentlich keiner Begriindung; die Herleitung sollte eher als Bestitigung dafiir gesehen
werden, dass die angegebenen Grundgesetze der Ordnung wirklich sinnvoll sind. Uber
die Summe einer positiven und einer negativen Zahl kann man natiirlich keine generelle
Aussage machen: Die Summe kann negativ, Null oder positiv sein; es kommt auf die
absolute Grofle der Summanden an,

Eine Konsequenz der obigen Uberlegungen ist iibrigens, dass es im Bereich C der komple-
xent Zahlen keine totale Ordnung geben kann, fiir welche dieselben Grundgesctze wic in
1) gelten; denn dann miissten Quadrate komplexer Zahlen positiv sein. Aber man hat die
komplexen Zahlen ja gerade eingefithrt, um eine Quadratwurzel 1 aus —1 zur Verfiljgung
zu haben, also ist —1 = &° ein Quadrat einer Zahl aus Cqg, kann aber nicht positiv sein.
Das ist der Preis, den man fitrr die Konstruktion eines Zahlbereichs zahlen muss, in dem
—1 eine Quadratwurzel hat: Es kann in einem soichen Bereich keinen sinnvollen Gréfien-
vergleich fiir Zahlen geben. (Und deshalb ist C auch fiir die Okonomie uninteressant.)

3) Fiir den Grofenvergleich bei Summen beliebig vieler Zahlen gilt folgendes:

e Eine Summe wird gréfier, wenn man mindestens einen Summanden vergrifert und
die anderen nicht verkleinert.

Das folgt aus 1) sofort, indem man sukzessive jeweils genau einen Summanden vergréfiert.
Man kann das so formalisieren:

ap < b, fir k=1...n == CL1+CL2+...+CLnSb1+b2+...+bn,

wobel rechts strenge Ungleichung “<" gilt, wenn auch links in mindestens einem Fall g; <
b, war. Man sagt dazu: Gleichsinnige Ungleichungen darf man addieren. Insbesondere ist
eine Summe von nichtnegativen Zahlen positiv, wenn mindestens ein Summand positiv
ist, und gleich Null nur, wenn schon alle Summanden Null sind. Natiirlich kann man
ans gegensinnigen Ungleichungen a; < b; und ay > by nichts iiber den Gréfienvergleich
zwischen a; + by und ay -+ by folgern.
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4) Fir den Griflenvergleich bei Produkten beliebig vieler positiver Zahlen gilt:

o Fin Produkt positiver Zahlen wird grifler, wenn man mindestens einen Faktor ver-
griflert und die anderen nicht verkleinert.

Das folgt aus 1} und 3) unmittelbar, indem man jeweils genau einen Faktor vergrofiert.
Man sagt auch: Gleichsinnige Ungleichungen zwischen positiven Zehlen darf man multi-
plizieren, d.h.

O<ap<by, firk=1...n == a-ag-...-ayp <by-by-...-b,,

wobei rechts strenge Ungleichung “<” gilt, wenn ay < by ist fiir mindestens ein k. Bei
gegensinnigen Ungleichungen 0 < @y < ; und ay > by > 0 kann man fiir den Gréflenver-
gleich der Produkt a1 und apby natiirlich nichts folgern. Auf die Positivitdtsbedingung
fiir die Faktoren kann man iibrigens nicht verzichten: Z.B. ist —2 < 1 und -1 < 1, aber
(~2)-(=1) =2>1=1-1. Auch bleibt ein Produkt von nichtnegativen Zahlen Null,
wenn man einen Faktor vergrofiert und ein anderer Faktor noch Null ist; das Produkt wird
also in dieser Situation nicht gréBer. Sind Produkte ohne Nullfaktoren zu vergleichen, die
negative Faktoren enthalten, so muss man die negativen Faktoren zahlen. Ist eine Anzahl
gerade, die andere ungerade, so liegt ein Produkt mit negativern und eines mit positivem
Wert vor, und der Vergleich ist klar. Andernfalls ersetzt man die negativen Faktoren durch
ihre positiven Gegenzahlen (evtl. unter Umkehrung der Ungleichung). Mafigebend ist die
aus 2) und 3) abgeleitete Vorzeichenregel:

o Fin Produkt ohne Nullfaktoren ist positiv, wenn die Anzahl seiner negativen Faktoren
gerade 1st, und negotiv, wenn die Anzahl seiner negativen Foktoren ungerade ist.

5) Fiir den Grofienvergleich von Kehrwerten gilt:

e Jwischen den Kehrwerten von zwei positiven oder zwei negativen Zahlen besteht die
entgegengesetzte Ungleichung wie zwischen diesen Zahlen.

Das heiflt also £ > 1 fiir 0 < a < b. Zum Beweis multipliziert man dic Ungleichung a < b
mit der gemdf 1} und 2) positiven Zahl — und erhiilt + = & < & = L Day Argument
gilt auch, wenn a,} beide negativ sind, weil auch dann % > 0 ist. Aber wenn eine Zahl
negativ, die andere positiv ist, also @ < 0 < b, so besteht zwischen den Kehrwerten die
Ungleichung ¢+ < 0 < § in derselben Richtung, weil ja £ wie o negativ ist und 1 wie b
positiv. Bei Ubergang zu Reziproken in ciner Ungleichung ist also cine Fallunterscheidung
erforderlich. Beispielsweise ist die Ungleichung — > £ #quivalent mit der umgekehrten
Ungleichung fiir die Kehrwerte © + 1 < =, wenn > 0 oder z < —1 ist (weil dann x
und z -+ 1 beide positiv oder beide negativ sind), aber dquivalent mit der gleichsinnigen
Ungleichung =+ 1 > = fiir —1 < & < 0, und genau diese Zahlen x sind auch die Lésungen
der Ungleichung, "

6 ) Fir den Groflenvergleich bei Briichen folgt aus 5), 1} und 2) nun sofort:
o der Wert eines Bruchs ist positiv, genau wenn Zihler und Nenner beide positiv oder
beide negativ sind,

‘o der Wert eines Bruchs mit positivem Nenner wird vergrofiert, wenn der Zihler ver-
griflert wird;

e der Wert eines Bruchs mit positivem Zihler und Nenner wird vergréfert, wenn der
Nenner verkleinert wird, aber noch positiv bleibt,



42 Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler

Das alles gilt nicht nur, wenn Z#hler und Nenner ganze Zahlen sind, sondern auch fiir
beliebige reelle Zdhler und Nenner, Was beim Vergrofern bzw. Verkleinern von Zihler und
Nenner passiert, wenn diese nicht beide positiv sind, kann man sich dann sofort iberlegen,
indem man mit —1 multipliziert. Wichtig ist, dass der Nenner beim Verkleinern die Null
nicht “iberschreitet”. Z.B. ist ~1 kleiner als 2, aber - = —1 nicht grofer als 3. Zum
Gréfienvergleich van zwei Briichen g, § muss man diese gleichnamig machen, also in der
Form %Z—:— und -g-& schreiben; danach braucht man nur noch die Zahler zu vergleichen und

das Vorzeichen des Nenners zu beachten. Es gilt also:

ad < be im Fall &d >0,

< ad > be im Fall bd < 0.

=

o 2
=¥ ot

7) Beim GroBenvergleich von Potenzen ist stets zu unterscheiden, ob dic Basis grofier
oder kleiner als 1 ist (aber positiv) und ob der Exponent positiv oder negativ ist. Zun#chst
bemerken wir:

o Der Wert einer Potenz mit Bosis > 1 ist grifler als 1, wenn der Exponent positiv
ist und Eleiner als 1, wenn er negativ ist; bei Basen echt zwischen 0 und 1 verhdlt
es sich umgekehrt,

5w 1 fi { a>1 und s>0 oder

¢ o 0<a<l und 5 <0;

o<1 fir { a>1 und s <0 oder
0<a<l und s> 0;

Fir @ > 1, und m € N folgt ndmlich aus 4) ¢™ > 1 und /e > 1 {sonst wire ja
a = (¥a)* < 1), also auch ™" = a™ > 1, das ist die erste Behauptung fiir rationale
Exponenten > 0, und fiir reelle Exponenten s folgt sie dann auch, da o® zwischen a” und
a' liegt fiir rationale 7,¢ mit 0 < 7 < 5 < t. Die Félle mit 0 < a < 1 oder s < 0 ergeben
sich dann mit Ubergang zu Reziproken gem#B 5), da a™ = (1/a)® ist. Fiir Basen o = 1
oder Exponenten s = 0 (und a > 0) ist natiirlich ¢* = 1. Mit den Potenzgesetzen folgt
jetzt sofort, indem wir b* = (%)Sa” und a’ = a'~*a® schreiben:
o Der Wert einer Potenz mit positivern Ezponenten vergrifiert sich, wenn man die
(positive) Basis vergrofiert; bei negativern Frponenten verkleinert er sich dugegen;

e Der Wert einer Potenz mit Basis > 1 vergrdfert sich, wenn man den Erponenten
vergrdfiert, bei Basen cchi zwischen O und 1 verkleinert er sich dagegen;

af < b° fiir 0<a<b und s>0,
a® > b° fir 0<ae<b und s<0;

a® < at fiir s<t¢ und a>1,
a®>a fir s<t und O<a<l.

Wenn der Exponent Null ist, so passiert bei Basisvergrofierung natiirlich gar nichts, eben-
sowenig bei Exponentenvergroflerung im Fall der Basis 1; die Potenz ist und bleibt 1.

Ein Spezialfall ist der Grofienvergleich bei Wurzeln {/a = ¢*/" mit n € Ns,. Die
Waurzel wird grofier, wenn man den Radikanden @ in Ry vergréfert. Hilt man andererseits
a > 1 fest und vergroBert die Ordnung n der Wurzel, so wird ihr Wert kleiner, weil ja der
Exponent + kleiner wird; bei 0 < @ < 1 wird dagegen /a grofier mit wachsendem n. (Bel
n — co strebt die Folge /o iibrigens in beiden Féllen gegen den Grenzwert 1.)
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Wenn wir nur ganze Exponenten n betrachten, so sind Potenzen auch fiir negative Basen
—a < (} defiiert. Am besten formt man diese mittels (—a)" = (—1)"¢" in Potenzen von
positiven Basen um, bevor man einen Grofenvergleich vornimmt. Dabei ist zu unterschei-
den, ob n gerade oder ungerade ist; denn fiir gerade n ist a* = (a™2)? stets positiv (wenn
a # 0), fiir ungerade n aber hat o® dasselbe Vorzeichen wie o (d.h. a und a” sind beide
positiv oder beide negativ, wenn a # 0). Eine Folgerung ist

a’ <V == a<b, wenn ¢, bR und n €N ungerade;
a" < b = a<b, wenn a,b€ Ry

@ < b® <= a>b, wenn ﬂ-,bERga} und n € N gerade

Also Vorsicht beim Gréfienvergleich von Potenzen mit negativen Basen!

8) Fiir den Grofienvergleich von Logarithmen zur gleichen Basis a > 1 folgt sofort:

e Der Wert eines Logarithmus zu einer Basis > 1 wird grdfer, wenn man den Nume-
rus in Ryg vergrdfert; der Wert ist positiv, genou wenn der Numerus grifler als 1
st und negativ, wenn der Numerus zwischen 0 und 1 liegt.

log,y <log,z <= 0<y<2z, wenn a>1.

Das ist klar, weil aus log,y > log,z ja y = @'Y > g% ? = 7z folgt gemiB 7). Bei
Basen zwischen 0 und 1 verhélt sich alles umgekehrt wegen log, ,, ¥ = — log, ; aber mit
solchen Basen arbeitet man besser nicht in der Logarithmenrechnung, wie gesagt. Der
Vergleich von Logarithmen zu verschiedenen Basen a, & erfolgt mit der Umrechnungsformel
log, y - log, b = log, v {wenn a, b positiv und # 1 sowie y > 0). [

Fiir den Groflenvergleich von Termen ist es wichtig, einige fundamentale Ungleichungen
zul kennen, mit denen man kompliziertere Terme, deren Grofie schwer za beurteilen ist,
durch cinfachere Terme abschiitzen kann, die fiir den betrachteten Bereich der Variablen
stets einen kleineren Wert haben (Abschidtzung nach unten) oder stets einen gréBeren
(Abschiitzung nach oben).

DISKUSSION (fundamentale Ungleichungen);

1) Die sog. Bernoulli-Ungleichung zum Abschiitzen von Potenzen lautet:

(T4+2z)* >1+sz, wenn 5>1 _
' _ } und = 2 —1 mit x £ 0.
(I+z)*<l+sz, wenn 0<s<]l1

Die zweite Ungleichung mit Exponenten 0 < s < 1 heifit auch wmgekehrie Bernoulli-
Ungleichung, weil sie im umgekehrter Richtung gilt wie die Bernoulli-Ungleichung mit
Exponent s > 1.

Die Bernoulli-Ungleichung hat iibrigens einen dkonomischen Hintergrund. Betrachten wic
zunéchst Exponenten n € N3y und z > 0. Dann kann 14z als Aufzinsungsfaktor fiir
eine Zinsperiode aufgefasst werden, und (1+x)" ist der Aufzinsungsfaktor fiir n gleiche
Perioden bei Zinsesverzinsung, 1+nx der entsprechende Aufzinsungsfaktor bei einfacher
Verzinsung. Also ist (1+z)" > 1 + na Skonomisch klar {und mathematisch auch: Mul-
tiplikation mit 142 vergrdflert {1+x)* um z(1+z)}* > x ). Fir -1 € —z < 0 kann -
man 1—z als vorschilssigen Abzinsungsfaktor auffassen, und dann ist die Ungleichung
dkonomisch {und mathematisch) auch klar, weil Abzinsen fiir eine weitere Periode, also
Multiplikation mit 1—z den Abzinsungsfaktor um z(1-z)" < z verkleinert. Damit ist die
Bernoulli-Ungleichung fiir ganze Exponenten n > 2 schon bewiesen.
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Fir n < m € N ist weiter Gkonomisch klar, dass (1 £ 22)" < (14 )™ ist; denn der
Auf- oder Abzinsungsfaktor wird grofer, wenn man den Verzinsungszeitraum in mehr
Zinsperioden einteilt. (Mathematisch sieht man das wie folgt: {1 + 2)"FH{1 + 2}~
= (1= o725 )" 1+ 2) > (1= )1+ &) = 1 fiir 0 # 2 > —n.) Wenn wir hier nun z
durch max ersetzen mit 0 ;é z > —1 und die n-te Wurzel ziehen, so folgt 1+ %z < (1+z)™/™,
und das ist die (oﬂ'enbar auch noch fiir z = —1 giiltige) Bernoulli-Ungleichung fiir rationale
Exponenten s = % > 1. Fiir reelle Exponenten s > 1 folgt sie dann durch Approximation
mit rationalen Exponenten (wobei man zunéichst eine schwache Ungleichung erhilt, mit
einer kleinen Zusatziiberlegung aber dann auch wieder die strenge Ungleichung beweist},
fir Exponenten 0 < 1/s < 1 ergibt sich schliefilich die Ungleichung in umgekehrter
Richtung, indem man in der Bernoulli-Ungleichung mit s > 1 zuerst @ durch 1z ersetzt
und dann beide Seiten mit Exponent £ potenziert.

Die Bernoulli-Unleichung hat eine einfache geometrische Interpretation, die in der Dif-
ferentialrechnung klar wird: Die Graphen von Potenzfunktionen mit Exponent s > 1
verlaufen oberhalb ihrer Tangenten, die von “Wurzelfunktionen”, d.h. Potenzfunktionen
mit Exponent 0 < s < 1 verlaufen unter ihren Tangenten. Die Bernoulli-Ungleichung
besagt das fiir die (um 1 nach links verschobenen) Potenzfunktion (14x)° und die Gra-
phentangente iiber dem Punkt z = 0. Mit {a+z)® = ¢°(1 + £)* > o*(14s2) fiir s > 1
bzw. < a’(1+s%) fiir 0 < s < 1 (sowie jeweils o > 0 und 0 # z > —a) findet man aber,
dass die Aussage auch fiir die Graphentangente iiber jedem anderen Punkt a gilt.

(1—}—:6)5 1-+sx
145z
1 1 .
der Fall der Fall
s>1 sl
i T e

geometrische Interpretation der Bernoulli-Ungleichungen

2) Wenn wir in 1) den Grenziibergang zu kontinuicrlicher Verzinsung zum Laufzeit-
anteiligen ZinsfuBl @ vornehmen, also (1 + 1z)" bei n — oo betrachten, so erhalten wir
die fundamentale Ungleichung fiir die natiirliche Exponentialfunktion:

¢F > 14z fiar alle = € Ry

denn (1 -+ %m)“ wichst mit wachsendem n, wie wir in 1) sahen {wenigstens fiir n >

—x), hat als Grenzwert den Aufzinsungsfaktor bei kontinuierlicher Verzinsung ¢ und ist
gema,ﬁ Bernoulli- Unolemhung grofier als 1+ n - (1z) =14 2. (Aus der Exponentialreihe

=1+ 2+ 32’ + £2% . .. kann man auch e® > " 2 ablesen, allerdings direkt nur fir
z > 0; fir —~] < T < G muss man etwas genauer hinschauen, um die Ungleichung an der
Reihendarstellung zu erkennen; fiir ¢ < 1 ist die Ungleichung klar, weil dann 14z < 0 <
e gilt.) Okonomisch interpretiert besagt die Ungleichung im Fall z > 0 einfach, dass der
kontinuierliche Aufzinsungsfaktor zu gegebener Laufzeit und gegebenem Zinsfull grofSer
ist als der Aufzinsungsfakior bei einfacher Verzinsung, und im Fall =1 < z < 0 entspricht
sie einer entsprechenden Aussage fiir Abzinsungsfaktoren.



Kap. 1, Abschnitt 1.4 45

Setzen wir in der fundamentalen Ungleichung fiir die natiirliche Exponentialfunktion
Inz statt z ein, so erhalten wir die dquivalente fundamentale Ungleichung fiir den
natiirlichen Logarithmus:

Inz < z-1 firalle z € Ryy mit z# 1.

Eine Abschiitzung fiir Inz in der anderen Richtung erhalt man dann mit Inz = —Inl >

—1 +1 und die Potenzen von e kann man mit e* = 1/e~® < 1/(1 — x), solange z > —1
ist (1), von cben abschitzen:

Inzx >1——% fiir 1+ z¢€ Ryg, em<~1-—_-_1--£ fiir 1s£2z€R._g.

Die geometrische Interpretation der fundamentalen Ungleichungen fiir die Exponential-
funktion und die Logarithmusfunktion ist, dass der Graph der ersteren iiber und der Graph
der letzteren unter seinen Tangenten verlduft. Dabei sind die Funktionen zur natiirlichen
Basis e dadurch ausgezeichnet, dass die Tangente im Punkt (0,1) bzw. im Punkt (1,0}
gerade die Steigung 1 hat. Da In die Umkehrfunktion zu exp ist, erhilt man das Bild
fiir In durch Spiegelung des Bildes fiir exp an der Diagonalen der Koordinatenachsen.

14z

T x
/ 1 0 1

geometrische Interpretation der Ungleichungen fir Erponentialfunktion und Logarithmus

3) Eine unmittelbare Folgerung aus den Ungleichungen in 1) und 2) ist, dass Potenzen
x® mit positivem Exponenten s iiber alle Schranken wachsen, wenn z gegen Unendlich
geht, und ebenso auch die Potenzen e* (und allgemeiner ¢ fir ¢ > 1). Man schreibt
dafiir lim, . 2° = co bzw. lim__,,, e = coc, was genau hedeutet, dass 2° und €% jede
beliebig grof} vorgegebene Zahl S tibertreffen, wenn nur z groll genug ist. Hbenso gilt auch
limg e Inz = 00; denn wenn z gréfer als e¥ ist, so gilt ja Inz > §. Es gibt aber groBe
Unterschiede in der Geschwindigkeit, mit der die Potenzen von z, €%, Inx grofl werden:

e Die Potenz ' sirebt schneller gegen Unendlich als 2° bei x — oo, wenn der Exponent
t gréfler ist als s > 0 ; und die Werte einer Exponentialfunktion «®mit Besisa > 1
gehen schneller gegen Unendlich als die Potenz z* (wie groff der Exponent t auch
sei), die Werle der Logarithmusfunktion log, x aber langsamer als jede Potenz z*
{mit noch so kleinem positiven Ezponenten s).

In diesem Sinne wichst also die Folge n? schneller als die Folge der natiirlichen Zahlen n,
die Kubikzahlen wachsen noch schueller u.s.w., aber die geometrische Folge 2" wiichst noch
sehr viel schneller an als alle diese Potenzfolgen. Auf der anderen Seite wichst die Folge
v/n langsamer als die Folge der natfirlichen Zahlen, die Folge /n noch langsamer, und )
die Folge der Logarithmen log n wiederum noch sehr viel langsamer als alle Wurzelfolgen.
(Das tausendste Glied der Logarithmenfolge ist 3, das millionste erst 6; die Foigenglieder
werden aber mit wachsendem n doch beliebig grofit)
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Um den Beweis der obigen Aussage {iber das Wachstum von Potenz- und Exponen-
tialfolgen anzudeuten, die ja nicht evident ist, bemerken wir zuné#ichst, dass der Quo-
tient x*/z* = z'° immer noch mit z gegen Unendlich geht, wenn ¢ > s ist, und dies
ist gerade die Bedeutung der Aussage, dass ! schneller als z° gegen Unendlich geht.
Fir ¢ > 1 und m > t haben wir aus der fundamentalen Ungleichung fir die Expo-
nentialfunktion o = e"m¢ = (el@/mmaym o (1 4+ Ling)™ > (Llna)™z™. Daher ist
a®/z' > (Flna)™z™ !, und wegen m >t und Ina > 0 wird der letzte Ausdruck immer
noch beliebig grof fiir hinreichend grofie x ; also geht a® schneller gegen Unendlich als z*.
Auf der anderen Seite ist fiir z > 1 und 0 < + < s gem#f} der fundamentalen Ungleichung
fir den Logarithmus z*/ Inz = 22°/Ing/™ > Lo#/(gt/m — 1) > Lot fgt/m = Lyo=t/m
was wegen $ > — it x— oo belicbig groB wird; also geht 2° schneller gegen Unendlich
alslog,z=Inz/Ina.

4) Zwei oft verwendete Ungleichungen fiir Terme, in denen Absolutbetrige vorkommen,
sind die

¢ Dreiecksungleichung: le £+ yi < |z + 1yl
und die
¢ umgekehrte Dreiecksungleichung: |t £yl > ‘]x| — |y '

fiir reelle Zahlen 2z, y . Man beweist sie — wie meistens beim Rechner mit Absolutbetragen
— durch Fallunterscheidungen: Wenn «, 4 beide nichtregativ oder beide nichtpositiv sind,
so gilt [z +y| = |z|+ |yl ; wenn aber x positiv und y negativ ist, so gilt |z|+|y| > z+y =
|z-+yl, falls > —yist, und |z} +|y| > —~(z+y) = |z+y], falls z < —y ist. Die umgekehrie
Dreiecksungleichung folgt dann mit |2 = {(z—y)+y! < |z—y|+|y| und |y] = {{y—2)+2| <
ly — 2|+ 1z, also [z —y| > max{|z| —ly|, |¥| — ||} = ||z —|y!| . Die Argumentation liefert
auch Information fiber das Finireten der Gleichheit: In der Ungleichung |z +y! < |z] + |y
tritt Gleichheit ein, genau wenn = und y nicht entgegengesetztes Vorzeichen haben, d.h.
wenn beide Zahlen nichtnegativ oder beide nichtpositiv sind (mit anderen Worten: 0
liegt nicht echt zwischen z und y). Genau dann gilt auch Gleichheit in der umgekehrten
Ungleichung [z — 9] > |[z] - [yl

Der Name “Dreiecksungleichung” wird verstidndiich, wenn man ja — 8| als Abstand der
reellen Zahlen o und & auffasst und sie in der Form

ja—c| <la—b+|b-—¢|

schreibt (alse oben © := a — & und y := b — ¢ einsetzt). Die Ungleichung besagt dann,
dass dic Linge der Strecke von a nach ¢ in dem Dreieck mit FEcken a, b, ¢ hiichstens so
grof} ist wie die Summe der Langen der beiden anderen Dreiecksseiten von a nach b und
von & nach ¢. Und Gleichheit tritt genan dann ein, wenn b schon zwischen o und ¢ liegt,
so dass man auf dem Weg von e nach ¢ gewissermaflen ohne Umweg liber b kommt. Auf
der Zahlengeraden R gibt es freilich nur entartete Dreiecke, fiir die zwei Innenwinkel Null
sind. Ganz genau dieselben Ungleichungen gelten aber auch fiir drei Punkte a,b, ¢ in der
Ebene R? und den Euklidischen Abstand ja — b] = /(a1 — b1)? + (az — b2)? von Punkten
a = (a,a9) und b = (b),by), und von dicser geometrischen Situation wurde der Name
“Dreiecksungleichung” auch auf die Zahlengerade {ibertragen. [ |
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Die Rechenregeln fiir Ungleichungen werden benutzt beim Aufiésen von Ungleichun-
gen. Dabet ist dhnlich wie bei Gleichungen eine zu erfiillende Ungleichung

Tiinks(w) < Trochts(®)

vorgelegt mit Termen, dic cin reelle Unbekannte 2 enthalten (und dancbhen noch Kon-
stanten und evtl. Parameter; die Variable x muss auch nicht unbedingt in beiden Termen
vorkommen), welche in einer gewissen Grundmenge in R {anft (meist ist R oder R selbst
dicse Grundmenge). Statt des “Kleiner-Zeichens® kann natiirlich auch “>" stchen {dann
vertauschen nur die beiden Seiten der Ungleichung ikre Rollen) oder ein schwaches Unglei-
chungssymbol “<”, “>” oder auch “#” {dann hat man zwei Ungleichungen zu betrachten,
eine mit “<” und eine mit “>"). Eine Losung der Ungleichung ist ein Wert von x in
der Grundmenge, fiir den dic Ungleichung nach Einsctzen in dic Terme giiltig ist (insbe-
sondere miissen die Werte der Terme fiir dieses = definiert sein), und die Lésungsmenge
der Ungleichung ist die Menge aller Losungen. Anders als bei (ileichungen, wo man
genau eine oder endlich viele Losungen erwartet, treten bei Ungleichungen typischerweise
Intervalle oder Vereinigungen von mehreren Intervallen als Losungsmenge auf.

Unter dem Auflésen einer Ungleichung versteht man ihre Umformung in eine Gestalt,
bei der die Variable z anf einer Seite steht und auf der anderen nicht mehr vorkommt,
also in die Gestalt £ < ¢, ¢ < ¢, £ > ¢ oder & > ¢, aus der man die Ldsungen direkt
ablesen kann (eben alle x in der Grundmenge, welche kleiner, kleiner oder gleich, gré8er
bzw. groBer oder gleich der Konstanten ¢ sind). Dabei benutzt man meist Aquivalenz-
umformungen, welche die Losungsmenge der Ungleichung nicht verdndern. (Zuldssige
Umformingen, welche die Losungsmenge nicht verkleinern, aber evtl. vergréifern, werden
bei Ungleichungen selten eingesetzt, weil sie die Lésungsmenge unter Umstdnden um
ganze Intervalle vergrofern; man miifite dann beim “Riickwértseinsetzen” am Ende auch
fiir alle Zahlen aus diesen Intervallen iiberpriifen, ob sie die urspriingliche Ungleichung
erfiillen.) Die Aquivalenzumformungen bei Ungleichungen beruhen aunf den Rechenregeln
fiir Ungleichungen, die wir cben besprochen haben, und sie erhalten im Allgemeinen die
Art der Ungleichung (streng oder schwach). Aquivalenzumformungen sind zum Beispiel:

o Addition oder Subtraktion derselben Zahl oder desselben Terms auf beiden Seiten;

e Multiplikation beider Seiten mit derselben positiven Zahl oder mit demselben po-
sitiven Term T{z); (Achiung: Die Mulsiplikation mit negativen Zahlen kehrt die
Ungleichung um; daher ist eine Follunterscheidung T(x) > 0 baw. T'(z) < 0 bzw.
T(x) = 0 notigh)

o Bildung des Kehrwerts beider Seiten der Ungleichung, wenn beide Seiten positiv
oder beide negativ sind; (Wenn eiue Seite positiv, die andere negativ ist, so ist die
Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit der Ungleichung klar.)

e Potenzieren beider Seiten mit demselben positiven Exponenten, wenn beide Seiten
der Ungleichung nichtnegativ sind;

e [xponentiieren beider Seiten der Ungleichung zu derselben Basis > 1;

® Logarithmieren beider Seiten zu einer Basis > 1, wenn beide Seiten der Ungleichung
positiv sind.

Marn erkennt die Notwendigkeit von Fallunterscheidungen. Das gilt insbesondere, wenn -
Absolutbetriige |t(z)| von Termen in der Ungleichung {oder auch in einer Gleichung)
vorkommen; denn durch die Fallunterscheidung #(z} > 0 bzw. ¢(z) < 0 kann man die
Absolutbetragssymbole beseitigen; im ersten Fall ersetzt man einfach |¢(z)] durch ¢(z}, im
zweiten durch —t(z) .
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Fine graphische Methode zum Aufldsen von Ungleichungen der Form f{z) > ¢ verliuft
so: Man zeichnet den Graphen der Funktion y = f(x) und bringt ihn mit der horizontalen
Geraden mit Hochwert ¢ zum Schnitt; die Losungsmenge wird dann von den Intervallen
auf der 2-Achse gebildet, iiber denen der Graph echt oberhalb dieser Geraden verlduft,
(Entsprechend bei Ungleichungen f{z) > ¢, f(z) <e¢, f{z) <c.)

BEISPIELE (zum Auflisen von Ungleichungen):
1) Die lineare Ungleichung
ar > b (oder =, <, <)

mit ¢ &= 0 18st manso: ax > b < x> % imFalie > 0, aber &= 1 < -g im Falla < 0
{weil Multiplikation mit + < 0 die Ungleichung umkehrt!). Die Lisungsmenge ist also das
Intervall ]% col, wenn a > 0, und |—oo, 2[, wenn & < 0. Bel der schwachen Ungleichung
ax +b > 0 erhilt man zuséitzlich noch 7 als Losung, also ist die Losungsmenge [ﬁ’-,oo[,
wenn a > 0, und |—oc, £, wenn a < 0. Die Ungleichungen ax < b hat als Lisungsmenge
natiirlich die komplementéren Tntervalle ]—co, £[ im Fall @ > 0 baw. [£, 0o im Fall a < 0;

bel ax < b kommt der Intervallendpunkt 2 zur Losungsmenge hinzu.

Man kann eine lineare Ungleichung auch einfach so behandeln, dass man zunichst die
Losung gy der entsprechenden linearen Gleichung oz = b bestimmt. Die Losungsmenge ist
dann cin halbbeschrinktes Intervall mit Randpunkt zq, und xq gechort zur Losungsmenge,
wenn die Ungleichung schwach ist, aber xo gehtrt nicht dazu, wenn sie streng ist. Man
braucht also rur noch zu fesizustellen, ob sich das Losungsintervall von zy aus nach
+00 oder nach —oo erstreckt, und das kann man entscheiden, indem man priift, ob die
Ungleichung fiir grofie Werte von x erfiills ist (bel ax > b 2.B., wenn « > 0, nicht aber,
wenn a < §). Die beschriebene graphische Methode fiihrt auch sofort zum Ziel.

Auf eine lineare Ungleichung in der Okonomie stéft man z.B. bei Rentenzahlung mit
einfacher Verzinsung, wenn gefragt wird, welches Anfangskapital Ky oder welcher Zinsfuf}
p% oder welche Ratenhdhe R erforderlich ist, damit der Kapitalendstand Ky nach einer
gegebenen Zahl m von Rentenperioden im gegebenen Zeitraum ¢ (Jahre) eine bestimmte
Zielgrofe nicht unterschreitet (z.B. die GroBe 0 bei Auszahlung von Renten aus einem
Guthaben). Die bei Ratenzahlung am Periodenbeginn zusténdige Rentenformel {siehe
Kap. 2) fithrt bei dieser Fragestellung auf eine lineare Ungleichung fiir die Unbekannte
Ky oder p oder R:

Ko —mR + %(KO - méth) > Kgi.
Allerdings ist hier zu beachten, dass nur Losungen in einer dkonomisch sinnvollen Grund-
menge sinnvoll sind; z.B. sind alle Variablen in der Rentenformel nichtnegativ. Und obwohl
die lineare Ungleichung mathematische Losungen haben kann, so hat sie bei unsinnigen
Zielvorgaben doch keine skonomisch sinnvelle Lésung. Wenn wir z.B. im Falle der Aus-
zahlung von Renten aus einem Guthaben Ky cine Ziclvorgabe Kz > (1 + ;%apt)Kg
machen, so hat die Ungleichung nur negative Losungen R und die Menge der 6konomisch
sinnvollen Losungen ist leer; denn mit Auszahlungen R > 0 ist die Vorgabe nicht zu
erfiillen.

2) Gebrochen-lineare Ungleichungen der Form ziﬁi >z (oder >, <,,<) kann man

durch Multiplikation mit dem Nenner auf lineare Ungleichungen zuriickfithren. Doch Ach-
tung! Man muss hier die Fallunterscheidung cx +d > 0 bzw. cz + d < 0 machen, weil
Ungleichungen in verschiedener Richtung entstehen. Zum Beispiel geht
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T 1
< —
2z -1 3
durch Multiplikation mit 2z — 1 ber in o < §{2z - 1) oder dquivalent £z < —% mit

den Losungen z < —1; aber das gilt nur, wenn 2z — 1 > 0 ist, also 2 > -é- und daher
gibt es iberhaupt keine Losung mit z > ’2 Im Fall 2z — 1 < 0, also z < %, dagegen
geht die umgeformte Ungleichung in die umgekehrte Richtung und lautet z > $(2x—1)
oder dquivalent %T > ~% mit den Lésungen & > —1; also sind in diesem Fall alle z mit
~1 < z < L Losungen. Die Losungsmenge der Ungleichung in R ist also das Intervall

]-1, %[ (z = 3 ist natiirlich keine Losung, weil hierfiir der Nenner Null ist.)

3) Auch in anderen Fillen, in denen eine Gleichung auf eine lineare Gleichung reduziert
werden kann, 148t sich eine entsprechende Ungleichung auf eine oder mehrere lineare
Ungleichungen zuriickfiibren. Betrachten wir z.B.

£—2 » xz+2

z—1 — z+1
Hier multipiiziert man mit dem Faktor (z — 1){z + 1) = 2® — 1 und hat zwei Fille zu
unterscheiden. Im Fall 1 ist z > 1 oder z < —1, der Faktor also positiv; die Ungleichung
ist dann dquivalent mit (z — 2){(e +1) < (+2){z ~ L oder 2 ~z -2 < 2* 42 -2
oder —x < z; letzteres hat alle z > 0 als Lsungen, also erhalten wir im Fall 1 genau die
Losungen z > 1. Im Fall 2 ist —1 < o < 1 und der Faktor negativ; nach Multiplikation
endet man also mit der umgekehrten Ungleichung 2 —2—2 > 2?+2—2 mit den Lisungen
@ < 0:im Fall 2 erhalten wir also genau die z mit -1 < x < 0 als Losungen. Da z = 1 und
7 = —1 keine Losungen sein kénnen (weil dann Nenner in der urspriinglichen Ungleichung
Null sind), ist also die Lésungsmenge eine Vereinigung von zwei Intervallen |1, 0JUj1, oof .

4) Wenn Betriige in den Ungleichungen vorkommen, so kann man ganz genau wie oben
vorgehen, nachdem man noch zusitzlich unterschieden hat, ob der Betrag von einer nicht-
negativen oder von einer nichtpositiven Zahl gebildet wird, um so “die Betragsstriche zu
eliminieren”. Bei .
lr =2 >2— |3 -2z
zum Beispiel haben wir vier Fillez > 2,2 < 2,2 > 3, und 2 < % z1 betrachten, was
drei Fallunzerscheidungen ergibt:
r—2 > 2+ (3-2z), wenn x> 2,
ir—2{>2—-13-22 <= ~(z-2) > 2+(3-2z), wemn 3 <z <2,
~(x—-2) > 2-{3-2r), wenn z <3.

Im Fall z > 2 finden wir die Ldsungen = > % , im Fall % <z < 2 keine Losungen (weil nur
z > 3 die lineare Ungleichung 1st), im Fall z < 3 die Losungen = < 1. Die Losungsmenge .
ist also J—o0, 1{U]L, 0o . Genau auf dieselbe Weise héitten wir {ibrigens vorgehen missen,
um die “Betragsgleichung” |z 2| = 2—13—2z| zu behandeln, und hétten die (einzigen)
Losungen r =1 und z = -;- gefunden.

Analog wird folgende Ungleichung mit drei Fallunterscheidungen geldst:
r—2 < 2z+3), wenn 12> 2,
ng — —{z—2) < 2(zx+3), wenn -3 <z <2,
—(z—-2) < =2(z+3), wenn z < —3.

=2
-+ 3

Die oberste Ungleichung rechts wird erfiillt von z > -8, dieser Fall liefers also die Losun- -
gen © > 2; die mittlere Ungleichung wird erfiillt von z > —% und liefert alle = mit
-;‘§- < z < 2 als Losungen; die untere Ungleichung wird erfiillt von = < —8 und diese z
sind auch Ldsungen in diesem Fall. z = —3 ist keine Losung, da hierfiir der Nenner Null

wird. Die Losungsmenge ist damit |-oco, —8] U [—%, 2[ U[2, co[=]—o0, ~8] U [-5, .
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4) Wie man quadratische Gleichungen mit quadratischer Ergénzung behandelt, so lassen
sich auch quadratische Ungleichungen diskutieren. Zunéichst hat die spezielle quadratische
Ungleichung z% < d® die Losungsmenge |—~d, d[, wenn d > 0 ist; denn diese Ungleichung
ist ja dquivalent mit |z = V22 < d. Entsprechend hat die Ungleichung z? > ¢* die
Lésungsmenge |—oo, —d[ U d, oof . Bei schwacher Ungleichung sind = d und & = —d auch
noch Losungen. Die allgemeine quadratische Ungleichung l&sst sich mit quadratischer
Erginzung und Division durch den fiihrenden Kocffizienten o # 0 (Vorzeichen von a
beachten!) auf den speziellen Fall zuriickfiihren:

ar® +br+e >0 = (m+——

b):‘a {> =={b* —dac), wenn a>0,
2u 'j;?

< (b —dac), wenn ¢ <0,

e

Man liest ab: Im Fall @ > 0 und #* — 4ac < 0 sind alle z € R Losungen, im Fall o < 0
und & — 4ac < 0 gibt es keine Losung, in den anderen Fillen ist die Ldsungsmenge
entweder das Intervall ]z, x[ zwischen den beiden Nullstellen a7 = —& — /b7 — dac
und 23 = —2 + 5=v/0? — dac der quadratischen Funktion az® + bz + ¢ (néimlich wenn
a < 0 ist), oder das AuBere |—o0, 1] U]Ts, 00 dieses Intervalls (ndimlich wenn a > 0 ist;
dabei ist auch zy = z, méglich, also Losungsmenge R, ). Bei schwacher Ungleichung
az? + bx + ¢ > 0 kommen die beiden Nullstellen x1, 15 noch zur Lésungsmenge hinzu,

Wenn die quadratische Funktion az® + bz + ¢ reelle Nullstellen z; < zy besitzt, so kann
maxn die Losungen der quadratischen Ungleichung az®+bz+c¢ > 0 (oder > 0) auch einfach
durch Zerlegung in Linearfaktoren

ar’ + bz +c=a-(x~x) (z—z)

ablesen. Das Produkt ist namlich positiv, genau wenn alle drei Faktoren positiv sind oder
wenn zwel der Faktoren a, £—x1, £—29 negativ sind und der dritte positiv. Da die Faktoren
T—I; bzw. —x5 ihr Vorzeichen nicht dndern, wenn die Variable & im Intervall zwischen
den Nullstellen z,, 29 oder links bzw. vechts von x), 2o lduft, ist dann sofort klar, dass
die Losungsmenge sich aus beschrinkten oder unbeschriinkten Intervallen zusammensetzt,
deren Endpunkte Nullstellen sind. Bei der strikten Ungleichung az®+bz—+c > 0 gehéren die
Nullstellen selbst nicht zur Lésungsmenge, also handelt es sich um die Intervalle |—oo, 217,
Jey, 22l Ja2, cof, und da ax®+ b+ ¢ fiir grofe Werte von |¢| dasselbe Vorzeichen wie « hat,
ist die Lisungsmenge die Vereinigung der beiden unbeschriankten Intervalle, wenn a2 > 0,
bzw. das beschrinkte Intervall Jx,, 2o, wenn a < 0. (Dabei kann auch x; = z; sein; dann
ist die Losungsmenge R.,, bzw. leer.) Die Losungsmenge der schwachen Ungleichung
ar? 4+ bz + ¢ > 0 entsteht natiirlich aus der Losungsmenge der strengen Ungleichung
durch Hinzunahme der Nullstellen zq¢, 72 .

Wir halten das Ergebnis fest, wobei wir uns auf Ungleichungen der Form ... > { bzw.
... > 0 beschranken, dic man ja immer herstellen kann:

o Hai die quadratische Funktion ax® + bz + ¢ die Nullstellen z; < xp in R, so ist
die Lisungsmenge der strengen quadratischen Ungleichung ax? + bx + ¢ > 0 das
offene Intervall |z, xei zwischen den Nullstellen, wenn a < 0, bzw. das Auflere
l—oo, @[ Uleg, 00] dieses Intervalls, wenn a > 0. Hat die quadratische Funktion

keine reelle Nullstelle, so ist die Lésungsmenge leer, wenn a < O, und sie ist ganz

R, wenn a > 0. Die Lisungsmenge der schwachen Ungleichung ax® +be +¢ > 0

ergibt sich jeweils durch Hinzunahme der Nullstellen.
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Mit der beschriebenen graphischen Methode sieht man das auch leicht ein. Der Graph
der quadratischen Funktion ax® + bz + ¢ ist ja eine Parabel, die nach oben gedffnet ist im
Fall ¢ > 0 bzw. nach unten gedffnet im Fall o < 0. Wenn es Nullstellen z; < 25 gibt, so
sind diese Punkte auf der z-Achse die Schuittpunkte der Achse mit der Parabel, und die
Losungsmenge der strengen Ungleichung ax® + bz + ¢ > 0 besteht aus den Intervallen auf
der z-Achse, iiber denen die Parabel oberhalb der Achse verfauft.

azr? + bz + ¢ ar® +br +e¢
Falla > 0
L :}WOO,.’LE[U}JLQ;OO{
z
I Xy
x

m\__/’mz Fall ¢ < 0

L =]z, a

die Lésungsmenge L der quadratischen Ungleichung az® + bz +¢ > 0

Wenn es keine reellen Nullstellen gibt, d.h. wenn die Parabel die z-Achse nicht schneidet,
so sind alle z € R Losungen {a > 0, die Parabel verlduft ganz oberhalb der z-Achse),

oder die Ungleichung hat gar keine Losung (@ < 0, die Parabel verlanft ganz unterhalb
der Achse).

5) Auf eine quadratische Ungleichung st68t man #.B. bei der Laufzeitberechnung fiir Ren-
ten bei einfacher Verzinsung bis zum Erreichen eines vorgegehenen Zielwerts Ky (2.B.
Kyie == 0). Ist die Laufzeit # = mr (Jahre) in m Ratenperioden der Dauer = eingeteilt,
so lautet die oben schon angegebene Ungleichung

pem-T
100

Ky —mR + (KO - %R) > Kyl -

Dies ist eine quadratische Ungleichung fiir m, und gesucht ist hier die kleinste nichtne-
gative ganze Losung. Ist Ky, < Ky, so ist die Ungleichung fiir m = 0 giiltig; fiir grofie
m gilt sie aber offenbar nicht. Daher gibt es zwei Lésungen my < 0 und my > 0 der
entsprechenden quadratischen Gleichung fiir rn, und die Lésungsmenge der Ungleichung
ist ]Jmy, mo|. Die Losung unseres Problems ist daher m = {m,], also die gréfite ganze
Zahl, die kleiner oder gleich ms ist.

6) Auf eine quadratische Ungleichung fiihrt z.B. auch

T+1>

=2iro

Hier wird man natiirlich mit z multiplizieren und erhélt die quadratische Ungleichung
z* +z > 2 — aber nur im Fall z > 0! Im anderen Fall z < 0 ergibt sich gerade die
urngekehrte guadratische Ungleichung 2242 < 2 ' Aus 2 +2—2 = (z—1)(z+2) entnimmt
man, dass z* +z —2 > 0 die Zahlen z mit z < ~2 oder z > 1 als Losungen hat, das ergibt
im Fall z > 0 also die Lésungen z > 1. Die quadratische Ungleichung —2%? —x+2 >0 _
hat dagegen die Lésungsmenge [2, 1], und das gibt die Losungen —~2 < z < 0 im Fall
r < 0. Die Losungsmenge der obigen Ungleichung ist damit [~2,0[{U[1, oo .

Ohne die sovgfaltige Fallunterscheidung hitte man die Lésungen im Intervall [-2,0[ leicht
iibersehen!
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Ahnlich fiihrt eine Ungleichung wie

-2 . 2r—1
z+2  z-+1

auf verschiedene quadratische Ungleichungen, wenn man mit den Neanern multipliziert
und dabei Félle entsprechend den Vorzeichen der Nenner unterscheidet. Fiir -2 <2 < -1
gilt {z + 2)(z + 1) < 0, daher ist dann die Ungleichung #quivalent zu {z — 2)(z + 1) >
(22 — 1}(z +2) baw. 22 — 2 — 2 > 22° + 32 — 2, d.h. z(z +4) < 0, was fiir alle z mit
-2 < o < 1 erfiillt ist. Fiir z > —1 oder z < —2 ist die Ungleichung dagegen dquivalent
zu z(x + 4} > 0, was genau fiir z > 0 oder fiir & < —4 erfiillt ist. Die Lisungsmenge ist
daher die Vereinigung von drei Intervallen |—oo, —4{]-2, -1[U]0, 00| (

Auch hier werden bei fehlender Sorgfalt bei der Fallunterscheidung die Losungen zwischen
—2 und —1 werden leicht iibersehen!

7) Schlieflich betrachten wir noch eine “Betragsungleichung”

24

— 1 .
o~ 1] Jo+ 10> 22

Die linke Seite ktnnen wir [(z— 1) (z+1)] = |z* 1] uchhreiben, daher ist die Ungleichung
im Falle > 1 aquualent auz? — 1 > 2 baw. 2% > (§)? mit den Ldsungen z > I und
@ < —%;im Fall 22 < 1 ist ble dagegen dqumﬂent zu 1 -zt > gf bzw. baw. 2? < (3)?
mit den Losungen —¢ < z < 3. Die Losungsmenge ist also |— —Ilul-t, 2[U]E, ool
Es ist klar, dass mit z auch —:5 eine Losung der urspriinglichen Unglelehung ist; daher
muss dic Losungsmenge in R symmetrisch bzgl. des Nullpunkts scin.

8) Die Methode der Zerlegung in Faktoren funktioniert auch bei algebraischen Un-
gleichungen a,x® +a, 2" " +... + ez +ag > 0 vom Grad n > 2, wenn man alie reelien
Nullstellen z; < xy < ... < x,, kennt. Man kann danr namlich zerlegen

ii—1

AnZ™ + Qo8 @z g = an o (2 —z) (2 2e) (2 — 2w - g{z)

mit g(z) = 2" ™ 4 ...+ b3+ by > 0 fiir alle 2 € R. Die Losungsmenge der Ungleichung
besteht somit aus den z € R, fiir die eine gerade Anzahl der Linearfaktoren x — x; negativ
ist, wenn @, > 0, bzw. eine ungerade Anzahl, wenn a, < (0. So hat z.B.

22—t tr—-1<0 bzw. 22—zt - +1<0
die Faktorzertegung (z — 1)(z? +1) < 0 bzw. (z 4+ 1){z — 1)® < 0 und damit die Losungs-
menge |—oo, 1] bzw. ]—o0, —1] U {1}. E

Mit den Rechenregeln fiir Ungleichungen, die wir angegeben haben, kann man auch noch
andere Aufgaben erledigen als die Bestimmung der Losungsmenge von Ungleichungen.
Eine solche Aufgabe ist z.B. die Anordnung verschiedener Terme der Grofle nach.
Hier ist gemeint, dass verschiedene reelle “Rechenterme” T1{a,b,...), To(a,b,...),... ge-
geben sind, die von Parametern a,b,... mit hekanntem CGriBenvergleich abhingen (z.B.
a < b<...) und die Aufgabe ist, diese Terme der Grofle nach zu vergleichen, also z.B.
in eine aufsteigende Reihenfolge zu bringen. Beispiele dazn findet man in 1) der néchsten
Beispielserie.
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Eine verwandte Aufgabenstellung liegt vor bei der Monotonieuntersuchung eines
Terms T'(z). Hier handelt es sich darum, zu entscheiden, ob der Term bei Vergréfe-
rung von z {in einer gewissen Grundmenge in R) grofler wird oder kleiner {oder gleich
bleibt). Beispiele hierzu bringen wir ebenfalls in der néchsten Serie. In einfachen Féllen
kann man die Monotoznieuntersuchung eines Terms direkt durch Inspektion und Anwen-
dung der behandelten Rechenregeln fiir Ungleichungen erledigen (z.B. wird eine Potenz
mit Basis > 1 grofier, wenn der Exponent vergréflert wird, und ein Bruch mit positivem
Zihler und Nenner wird kleiner, wenn man den Zihler verkleinert oder den Nenner ver-
groflert). In komplizierteren Iéllen muss man untersuchen, ob aus x < y die Ungleichung
T(z) < T(y) folgt (oder umgekehrt), was evtl. durch Aufldsen dieser Ungleichung nach x
entschieden werden kann. Man kann auch versuchen, aus T'(x) > T{y) durch Umformung
die Ungleichung 2 > y hezuleiten; fiir z < y folgt dann T'(z) < T{y) (weil die Alternative
T(x) > T'(y) ja ausscheidet).

BEISPIELE (Griflenvergleich von Termen, Monotonieuntersuchung bei Termen):
1) Fiir gegebene Zahlen 0 < a < 1 < b < 1/a sollen die Ausdriicke

a, b, a®, b, b, 0, b, \@W%JT

der Grofle nach angeordnet werden. Hier schreibt man am besten alle Terme als Potenzen
der Basen ¢ und & um. Weil mit 1 < b < 1/a auch & < 1/b < 1 ist, weil man iiber
die dabei auftretenden Exponenten 0 < a < 1/b < 1 < b < 1/a. Da Potenzen mit der
Basis b > 1 bei Vergrofierung des Exponenten groficr werden, wihrend Potenzen der Basis
0 < a < 1 dabei kleiner werden, haben wir sofort folgende Anordnung der Grdfie nach:

gt <o =1=00 <t < b <b=b" < b <ph'e

ad“<d<a=d <o
Jetzt sind nur noch die zwei Terme 6% und 1/ ¢/a einzuordnen. Weil ¢ > 0unda < 1/b < 1
ist, liegt 5=* = (1/5)® zwischen ¢® und 1* = 1 und wegen 1/a > 0 und 0 < b < 1/a ist
1//a = (1/a)¥/* > b/ | also lautet die Anordnung aller Terme der Grofie nach

at b ca<af et < b <l < b < b < b < < bl o

1
Wa

2) Der Term
1

\ 1
11—1—;—2

soll im Bereich Ry, auf sein Monotonieverhalten untersucht werden. Die Antwort kann
man direkt ablesen: Bei Vergroflerung von z > 0 wird 1 4+ grifer, also der Kehrwert »f%w
und damit 1 + ﬁ; kleiner, aiso der Kehrwert hierzu wieder grofer — und das ist gerade
der zu untersuchende Term.

Diese Argumentation war giiltig, weil fiir z > 0 alle auftretenden Nenner positiv sind, so
dass es keine Probleme gibt. Die Argumentation gilt sogar fiir alle x > —1. Fiir z = —1
und fiir z = —2 ist der Term nicht definiert, da ein Nenner Null wird. Mit einer dhnlichen ~
Diskussion unter Beriicksichtigung des Vorzeichens von ﬁ; und von 1 + 3-}_-3 kann man
sehen, dass der Term auf dem Intervall |—oco, —2| ebenfalls grofier wird bei Vergréfierung
von x, auf dem Intervall | -2, —1{ aber ist das Monotonieverhalten anders: Der Term wird

kleiner, wenn man z in diesem Intervall vergroBert.
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3) So einfach wie in 2) ist die Monotoniediskussion meistens nicht, weil man enigegenge-
setzte Monotonietendenzen in dem zu beurteilenden Term hat. Betrachten wir z.B.

1__1 21 e JITE

zr x-1’ z+1"7 1+t T

In der ersten Differenz nehmen beide Terme ab, wenn man x > § vergriflert, in den drei
Briichen nehmen Zahler und Nenner zu, wenn man @ > ( vergrofert, also kann man
das Monotonieverhalten des gesaniten Terms nicht direkt erkennen — es liegen eben ent-
gegengesetzte Monotonietendenzen vor, und dann kommt es darauf an, welche Tendenz
iberwiegt. Der Ausweg ist hier Termumformung in eine Gestalt, aus der man das Mono-
tonieverhalten ablesen kann. Der erste Term geht z.B. durch Gleichnamig-Machen iber
in i’?’iﬁ% = H;JF—U und an dieser Form des Terms ist alles klar: Der Nenner wird gréfer,
wenn ¢ > 0 vergriflert wird, also wird der Term insgesamt dabei kleiner. Beim zweiten
Term liegt eine Umformung nahe, mit der “z” aus dem Zahler verschwindet. Das erreicht

man durch

t—1 a2+1—-2 _ x+1 _2 _q__2

r+1 x-+1 r+1 r41 z+1
Hier nimmt % ab bei Vergréferung von = > 0, alsc wird 1 — F%FI grofler bei VergroBe-
rung von z, und das gilt sogar fiir  aus R, ;. Beim dritten Term ist es vielleicht am
einfachsten, e* zu kiirzen, dann entsteht 1/{e * + 1). Hier nimmt der Nenner ab bei
Vergriflerung von x € R, also wird der Term gréfler. (Da e™ mit wachsendem x sehr
schnell klein wird, strebt der Term sogar schr schnell von unten dem Grenzwert 1 zu. Mit
Funktionen dieser Bauart modelliert man in der Okonomie wachsende Grofen, die einen
endlichen “S&ttigungswert erreichen”, wenn die unabhiingige Variable gegen Unendlich
geht; sie heiflen logistische Funktionen} Der letzte Term geht mit Erweitern durch den
Faktor /1 4 z iiber in H‘” =i Hier haben wir pun cine Summe von zwel
Termen, die beide klelner Werden gVergroﬁelung von x > 0, also wird auch die Summe

kleiner. (Andere Moglichkeit: —~—~—”I =/ 5F = /5+i) Ubrigens modelliert Y2*< eine

z? .2:-
typische Stiickkostenfunktion in Abhéngigkeit von der produmerten Menge x eines Gut.es.

4) Wer solche trickreichen Termumformungen wie in 3) nicht findet {es gibt auch nicht
immer welche, die zum Zicl fithren, also das Monotonicverhalten des Terms direkt zeigen),
der ist auf den Vergleich der Terme T'(z}, T'(y) fiir Werte 2 < y angewiesen. Fiir den
zweiten Term in 3) und z,y € R, _; z.B. geht das so;

z=1 _y—-1
m+1<?)'+1
= gytr-—y~l<ayty—az—-1 < <y & <y,

= (- <(z+Ly-1)

also wichst der Term mit wachsendem z > —1. (Dasselbe Ergebnis hdtten wir erhalten,
wenn wir {iberall mit “>" statt “<” argumentiert hatten.) Fiir den vierten Term in 3)
verlauft die Rechnung wir folgs, wenn z,y > 0 sind:

\/1+$<‘/1;'y = Itz <a/TH+y

T

— Pl+z) <2 (1+y) == 2*—-y’+y®—2?>0
= (r-yoty+ry) >0 = z-y>0,

also wird dieser Term kleiner, wenn man z > 0 vergroBert (weil die letzte Ungleichung
ja y < x ist; in der Rechnung haben wir benutzt, dass Quadrieren beider Seiten einer
Ungleichung eine Aquivalenzumformung ist, wenn beide Seiten positiv sind, und dass
2+ y + yz positiv ist fiir positive z,y ).
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5} Fiir quadratische Terme ist die Monotoniediskussion mit quadratischer Ergénzung
einfach:

2 2
a$2+bI+Cma(I+"b“) +c——b—
2a da
wichst mit zunehmendem 1 > —-2% und mit abnehmendem z < m-g%, wenn o > 0 ist,

und fallt bei solchen Verénderungen von z, wenn o < @ ist. Das ergibt sich einfach
daraus, dass y? mit wachsendem y > 0 zunimmt, bei Vergroflerung von y im Bereich
R<p aber abnimmt. Wie immer bei quadratischen Funktionen gibt also die Methode der
quadratischen Ergéinzung auch hier sofort die Antwort auf die gestellte Frage. Geometrisch
interpretiert besagt das Ergebnis, dass fiir eine nach oben gedfinete Parabel (@ > 0) der
rechte Ast ab dem Scheitelpunkt aufsteigend und der linke Ast bis zum Scheitelpunkt
absteigend ist, wihrend es sich bei einer nach unten gedilneten Parabel (¢ < () gerade
umgekehrt verhilt.

6) Zum Schluss noch eine schwer zu knackende “Nuss”:

Vi+h—x

soll fiir festes A > 0 auf sein Monotonieverhalten im Bereich > O untersucht werden. Es
handelt sich um eine Differenz von zwei wachsenden Termen, also ist das Monotoniever-
halten nicht unmittelbar klar. Der Vergleich von vz + & — /z mit /5 + ] — /7 wie in
4) fithrt hier auch zu nichts. (Man kann die Ungleichung vz +h — o < Vy+ k- /¥
zwar durch zweifaches Quadrieren in eine quadratische Ungleichung fiir # umrechnen, doch
wird das sehr uniibersichtlich.) Aber eine geschickte Termumformung hilft auch hier: Man
fasst der Term als Bruch mit Nenner 1 auf und erweitert dann mit vz + h + /2. Daan
entsteht im Zihler (Vo + h)? — (\/2)? = = + h — x = h gemB einer binomischen Formel,

und der Term ist daher ]
1

T

Hier sind nun im Nenner beide Summanden wachsend mit z > 0, also wird der Term
kleiner bei Vergrofierung von z > 0. |

In der Differentialrechnung werden wir spiser cine schr cffcktive Methode zur Feststellung
des Monotonieverhaltens einer gegebenen reellen Fuaktion f(x) einer reellen Variablen x
behandeln: Man braucht nur die Ableitung f/(2) zn berechnen und das Vorzeichen der
Ableitungswerte f'{x) zu untersuchen {was oft eine einfache Sache ist, aber auch nicht
immer;}. Auf Intervallen, auf denen die Ableitung nur positive Werte hat, ist die Funktion
f{z) wachsend, auf Intervallen, auf denen die Ableitung nur negative Werte hat, ist die
Funktion f(z) fallend. Damit kann man dann aunch Monotonieuntersuchunsen wie bei
dem letzten Term oben cinfach und systematisch erledigen {denn dic Ableitung dieser
Funktion ist negativ auf R.q ).



