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1.5 Mittelwerte

Eine erste Information {iber einen Satz erhobener Daten — und oft auch die einzige darin
enthaltene Information, die ausgenutzt wird — liefert die Bildung eines Mittelwerts zu die-
sen Daten. Auch und gerade bei der Beurteilung dkonomischer Daten spielen Mittelwerte
eine wichtige Rolle. Nun gibt es verschiedene Mittelwertbildungen, die auch verschiedene
Werte liefern. Daher muss man, um die Aussagekraft von ansgewiesenen Mittelwerten be-
urteilen zu konnen, etwas iiber verschiedene Mitielungsverfahren und iiber den Groflen-
vergleich der Mittelwerte wissen, welche diese Verfahren auf derselben Datengrundlage
berechnen. Darnum geht es in diesem Abschnitt. Zunéchst geben wir eine sehr allgemeine
Definition von Mittelungsverfahren fiir einen endlichen Datensatz, d.h. fiir endlich viele
gegebene reelle Zahlen.

DEFINITION: Unter einem Mittelungsverfahren (einer Mittelwertbildung) fiir
n reelle Zahlen aus einem Intervall 7 in R verstehen wir eine Vorschrift, die je n Zahlen
T1,%9,..., T, aus [ eine reelle Zahl M{z,, 24, ..., 7,) zuordnet und die folgenden Bedin-
gungen geniigt:

(i) min(zy, T2, ., Tn) < M(z1, 70, .., Tp) < max{zy, Lo, ..., Tn);

(i) (Monotonie) Vergréferung einer Zahl z; in I bei Festhalten der Werte aller anderen
Zahlen @y, j # i, verkleinert den Wert von M (21, 2,,...,2,) nicht;

(iti) (Symmetrie)  Vertanschung der Zahlen z; untereinander dndert den Wert von
Mz, z0,...,2,) nicht.

Die Zah! M(2y,%9,...,2,) heift dann der Mittelwert von zq,z,...,z, beziglich des

Mittelungsverfahrens 3. B
Das ist leicht zu verstehen: Die erste Bedingung besagt einfach, dass M(z,z9,...,2,)
immer zwischen der groften und der kleinsten der zu mittelnden Zahlen liegen muss.
Insbesondere liegt M{xy,x2,...,2,) dann auch in dem Infervall I, dem die zu mit-

tclnden Zahlen entnommen wurden. Als Intervalle in den Anwendungen kommen hier
iibrigens hauptsichlich / = R oder J = Ry in Frage. Die zweite Bedingung bedeutet,
das der Wert M{x1, 22, ..., 2,) grofer wird, oder jedenfalls nicht kleiner, wenn man eine
der zu mittelnden Zahlen vergrofiert. (Bei gewissen in der Praxis durchaus verwendeten
Mittclungsverfahren braucht der Wert nicht ccht grofier zu werden.) Dic dritte Bedin-
gung schlieflich besagt, dass der Wert M {zx1, 29, ...,2,) von der Reihenfolge der Zahlen
T1,T9,. .., Ty nicht abhingen soll. {Sind einige der Zahlen untereinander gleich, so kommt
es aber sehr wohl darauf an, wie oft jede vorkommt; wenn sich diese “Vielfachheiten”
indern, so wird sich im Allgemeinen auch der Wert M (zy, 2, ..., &) dndern.) Diese drei
Bedingungen sind unmittelbar einleuchiende Forderungen, die man an jedes verniinftige
Mittelungsverfahren stellen wird.
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Der Punkt ist, dass wir, um keine praktisch relevanten Mittelungsverfahren mit der Defi-
nition auszuschlieBen, nicht noch mehr Bedingungen gefordert haben. Das hat als Konse-
quenz, dass es im Sinne der Definition sehr viele und sehr unterschiedliche Mittelwertbil-
dungen gibt, auch solche, die einem eher abwegig erscheinen. Z.B. ist die Bildung des Maxi-

mums max(zy, T2, ..., T,) zu 7 gegebenen Zahlen x; € R ein zuléssiges Mittelungsverfah-
ren im Sinne der Definition, ebenso auch die Bildung des Minimums min{w1, 2, ..., %) .

Die Maximumbildung oder Minimumbildung wird man in der Praxis wohl kaum als Mitte-
lungsverfahren benutzen, es gibt aber, wie wir sehen werden, auch durchaus eindrucksvolle
“wissenschaftliche” Mittelwertformeln, welche Mittelwerte liefern, die immer ziemlich na-
he beim Maximum der zu mittelnden Zahlen liegen (oder immer nahe beim Minimum).

Auflerdem kann man das Ergebnis einer Mittelbildung erheblich dadurch veréndern, dass
man (mit mehr oder weniger guten Begriindungen) Gewichte einfiihrt oder die Daten ma-
nipuliert. Gewichte bewirken, dass die einzelnen zu mittelnden Zahlen das Ergebnis unter-
schiedlich stark beeinflussen. Die Manipulation von Daten erfolgt oft so, dass einzelne aus
dem Rahmen fallende Werte zu “Ausreificrn” deklariert und dann bei der Mittelbildung
schlicht weggelassen werden. Aber auch ohne solche Mafinahmen im Auge zu haben, kann
man sagen (wir werden das noch prézisieren): Fiir jedes gewiinschte Ergebnis zwischen
Minimum und Maximum der zu mittelnden Zahlen gibt es auch eine “Mittelwertformel”,
welche dieses Ergebnis liefert.

e Die Angabe eines Mittelwertes ist doher ohne Informationswert, wenn das daber ver-
wendete Mittelungsverfahren nicht beschrieben wird (einschliefilich vorgenommener
Gewichtungen und Gewinnung der Daten). Die Wahl eines bestimmten Mittelungs-
verfahrens muss durch enwendungsbezogene Uberlegungen gerechtfertigt werden.

Bevor wir zu Beispiclen von Mittelungsverfahren kommen, nennen wir noch cine Eigen-
schaft, die viele wichtige Mittelungsverfahren auf dem Grundintervall R oder R, besitzen.
Diese Eigenschaft besagt, dass sich der Mittelwert M (zy, 2, ..., Z,) zum Beispiel verdop-
pelt, wenn wir jeden der zu mittelnden Zahlenwerte z; durch den doppelten Wert 2z;
ersetzen; entsprechend auch bei Multiplikation mit anderen Faktoren. Man spricht, wenn
eine Mittelweribildung diese Eigenschaft hat, von der Homogenitét der Mittelwertbil-
dung, d.h. fiir alle s > 0 und alle 2y, 3,. .., 2, gilt

M{szy,8T2,...,5Cn) =8 M{Z1,Za,...,Z0}-

Da aber nicht alle in der Praxis relevanten Mittelungsverfahren homegen sind, haben wir
diese Eigenschaft nicht zum Bestandteil der allgemeinen Definition von Mittelwertbildun-
gen gemacht.

BEISPIELE und DISKUSSION von Mittelungsverfahren:

Fiir alle nachfolgend angegebenen Mittelungsverfahren sind die Bedingungen (i), (ii) und
(i3} aus der obigen Definition mit Hilfe einer Monotoniediskussion fiir die entsprechenden
Terme leicht nachzupriifen; darauf gehen wir nicht mehr ein, Die Mittelwertverfahren sind
auch alle homogen.

1) Am hsufigsten verwendet — aber nicht immer zu Recht — wird das sogenannte
arithmetische Mittel:

¥
AM(zy, @9, ... i) %Z‘LJ _ $]+$2-|T-L...~§-:L‘nl
=1
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Hier addiert man einfach die zu mittelnden Zahlen z; und dividiert durch die Anzahl der
Summanden. Der arithmetische Mittelwert wird relativ stark durch sog. Ausreifier beein-
fluft, d.h. durch Werte x; , die erheblich gréfier oder kleiner sind als die meisten anderen z;
(und die vielleicht auf fehlerhafter Datenerhebung beruhen). Dalier ist arithmetische Mit-
telbildung oft nicht sachgerecht und sollte nicht blindlings angewendet werden, nur weil
dieses Mittel leicht zu berechnen ist. Zum Beispiel ist es nicht sinnvoll, durchschnittliche
Studienzeiten durch arithmetische Mittelbildung zu berechnen; denn wenige Félle von ox-
trem langer Studiendauer beeinflussen den Wert des arithmetischen Mittels erheblich, die
Ursachen liegen aber meist im aufleruniversitiren Bereich, wihrend man mit der mittleren
Studiendauer eher einen Parameter im Auge hat, der eine Information {iber Studienbe-
dingungen und Studienverhalten geben soll. Beispiele fiir arithmetische Mittelbildung in
der Okonomie sind zahllos: Durchschnittliche Umsitze, Kosten, Gewinne, Preise,... in
mehreren Perioden oder fiir mehrere Produkte hzw. fiir mehrere Produktionsstétten eines
Unternchmens usw.

2) Haufig sind die zn mittelnden Zahlen nicht “gleichberechtigt“, sondern mit unterschied-
lichem Clewicht zu beriicksichtigen. Unter einem Satz von n Gewichten verstehen wir
immer die Vorgabe von n positiven Zahlen s, sg, ..., 8, it Summe s +s3+...+3, = 1.
(Insbesondere sind dann alle Gewichte s; Zahlen zwischen 0 und 1, wenn n > 2 ist. Man
kénnte auch den Wert Null fiir Gewichte zulassen; das lduft darauf hinaus, dass die Zahlen
mit Gewicht Null bei der Mittelbildung einfach weggelassen werden.) Gowichte werden
oft als Prozenisitze angegeben, 3; = p;% = féapj; die Zahlen py,...,p, miissen sich
dann nattirlich zu 100 addieren. Das mit den Gewichten s,..., 8, aus den reellen Zahlen
T1, L9, ..., Ty gebildete gewichtete arithmetische Mittel ist

i
AMI{zy, 2o, ., %081, 82, ., 8n) = Es_,-:z:j = 51T+ 8o+ ...+ SnTyp.
i=1

Bei dieser Mittelbildung multipliziert man also jede der zu mitielnden Zahlen mit ihrem
zugehdrigen Gewicht und addiert dann die entstandenen Produkte anf. Wihlt man alle
Gewichte gleich, also s, = sp = ... = s, = =, s0 ergibt sich das gewdhnliche (“ungewich-
tete”) arithmetische Mittel der z; .

Mitunter sind diec Gewichte s, nicht dirckt so vorgegeben, dass sic sich zu 1 summicren,
sondern man kennt nur gewisse positive “Referenzgréfien” r; und méchte die gegebenen
Zahlen mit Gewichten s; mitteln, die in denselben Verhéltnissen sy :82:...: s gtehen
wie die ReferenzgroBen +1 : 73 1 ... @ 7, (d.h. die Quotienten s; : s; und 7; : r; sind fiir
alle i # j gleich). Dies bedeutet, dass man die Gewichte s; := r;/r zu wéhlen hat, wobei
r =147+, ..+, die Summe der Referenzgrofen ist (denn genau bei dieser Wahl der s;
stehen die s; in denselben Verhiltnissen zueinander wie die r; und haben die Summe 1).
Fiir jo n gegebene reclle Zahlen @1, 2s, . .., 2, und positive Zahlen r, 7o, ..., 7y it also
das arithmetische Mittel im Verhiltnis der ReferenzgriBen r; > 0 gleich

2
E :szj
J=1

T+ Tae + ..+ TRy

i ri-tre- o+ T
2.7
i=1
Das arithmetische Mittel der Zahlen z; im Verhdltnis 1: 1:...: 1 ist also ihr gew@hnliches

(“ungewichietes™) arithmetisches Mittel.
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Soll das arithmetische Mittel zu einer endlichen Zahlenfolge gebildet werden, in deren
Zahlen mehrfach auftreten kénnen (Z.B. Klausurergebnisse), so kann man stattdessen
auch die verschiedenen auftretenden Zahlen arithmetisch im Verhiltnis ihrer Fallzahlen
mitteln, d.h. im Verhaltnis der Haufigkeiten ihres Auftretens in der Folge. Das Ergebnis
ist dasselbe, weil die Summe der mit ihren Fallzahlen multiplizierten verschiedenen Zahlen
gleich der Summe aller Zahlen der urspriinglichen Zahlenfolge mit “Wiederholungen” ist
und die Summe aller Fallzahlen gleich der Anzahl der Glieder der arspriinglichen Folge.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie treten gewichtete arithmetische Mittel sy 2 +. . 45,20
als Erwartungswert einer Zufollsgrife auf, welche die n verschiedenen Werte z,..., 1,
annehmen kann und keine anderen. Das Gewicht s; > 0 ist dabei die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass der Wert «; auftritt, und dic Summe dicser Wahrscheinlichkeiten ist 1, weil
die ZufallsgréBe mit Sicherheit einen der Werte z; annimmt. Der Erwartungswert ist im
Allgemeinen kein Wert, den die Zufallsgréfle annehmen kann; insofern ist die Benennung
etwas irrefithrend. {Beim Wiirfeln werden z.B. die Werte 1,. .., 6 der Augenzahl jeweils mit
Wahrscheinlichkeit § angenommen, der Erwartungswert, also hier das arithmetische Mittel
der miglichen Augenzahlen, ist aber  und somit keine mogliche Augenzahl.) Vielmehr
gibt der Erwartungswert einen in diesem Kontext sinnvollen Mittelwert der méglichen
Werte an, welche dic Zufallsgréfic annchmen kann, ndmlich das gewichtete arithmetische

Mittel mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten als Gewichten.

3) Ein Beispiel aus der Okonomie fiir die Bildung eines gewichteten arithmetischen Mittels
ist der Durchschnittspreis fiir cine auf n Mérkten abgesetzte Ware: Sind py, .. ., p, dic
auf diesen Mirkten jeweils erzielten Preise (pro abgesetzter Einheit), so darf man natiirlich
nicht die Zahlen p; direkt arithmetisch mitteln, sondern man muss sie im Verhélinis der
jeweils abgesetzten Mengen g1, . .., ¢, (Einheiten) mitteln, um einen Skonomisch sinnvol-
len Mittelwert zu erhalten. (Ein hoher erzielter Preis auf einem Markt, auf dem fast nichts
abgesetzt wurde, darf den Mittelwert nicht so stark beeinflussen, wie ein niedriger Preis
auf einem andern Markt mit grofem Umsatz.) Analog werden die Durchschnittsko-
sten cincs Produktionsfaktors (z.B. cines Rohstoffs), dessen Preis von Monat zu Monat
schwankt, als arithmetisches Mittel der in n Monaten zu zahlenden Preise py,...,p, im
Verhiltnis der jeweils eingekanften Mengen g4, ..., ¢, definiert; etwaige Restbestéinde des
eingekauften Produktionsfaktors werden am Jahresende mit diesen Durchschnittskosten
bewertet und bilanziert. [n beiden Situationen wird hier also das gewichtete arithmetische

Mittel 377, g;p5/ 3 5 @5 gebildet.

Indexzahlen sind Verhiltnisse von zwei (gewichteten oder ungewichteten) arithmetischen
Mitteln konomischer Variablen und werden benutzt, vm dic zeitliche Entwicklung wichti-
ger dkonomischer Parameter zu beschreiben (Preisindex, Umsatzindex, Aktienindex, ... ).
Dabei erhebt man die Werte xq,..., 7, von gewissen positiven Skonomischen Variablen
in einer aktuellen “Berichtsperiode” und stellt diese den “Basiswerten” zi,...,z, dieser
Variablen aus einer fritheren “Basisperiode” gegeniiber, indem man den Quotienten der
gewichteten arithmetischen Mittel der beiden Sétze von Variablenwerten bildet. Dabei
muss man natiirlich fiir beide Mittelungen dieselben Gewichte nehmen, sonst ist der Ver-
gleich der Mitteiwerte sinnlos. Eine Indexzahl sieht also, wenn die Gewichte im gleichen
Verhiiltnis wie bel den positiven Referenzgrofien rq, ..., 7, gewihlt sind, folgendermafien

aus
P i1 Ti / et T 21 Ti

I = - )
e i / 2=t T 21 T3

Statt der Zahl J wird oft der Prozentsatz 100 - /% angegehen.
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Die Indexzahl I falit grofier als 1 aus, wenn der Mittelwert vom Bezugszeitpunkt bis zum
aktuellen Zeitpunkt zugenommen hat, bzw. kleiner als 1, wenn er abgenommen hat. Ge-
nauer ist der aktuelle Mittelwert gleich 100- /% vom Mittelwert aus der Basisperiode, und
I —1 gibt die relative Zunahme bzw. Abnahme des Mittelwertes von der Basisperiode bis
zur Berichtsperiode an {d.h. die Zunahme/Abnahme betrigt 100- (I —1)% des Mittelwerts
aus der Basispericde).

Betrachten wir z.B. einen “Warenkorb” von n Giitern, mit Marktpreisen p; {Geldein-
heiten pro Mengeneinheit), umgesetzten Mengen ¢; (Mengeneinheiten) und Umsiitzen
u; = p, - g; (Geldeinheiten) im aktuellen Jahr. Fiir die Bildung eines mittleren Umsatzes
ist ungewichtete arithmetische Mittelbildung siznvoll, d.h. man mittelt die Umsitze der

einzelnen Griiter im Verh#ltnis 1:1:...: 1. Dementsprechend ist der
n n
Z U Z Dig;
Umsatzindex: i i

n = I )
& T o
> > b
=1 =1

Bei der Bildung cincs mittleren Preises ist es aber sicher nicht sinnvoll, cinfach das arith-
metische Mittel der Preise der einzelnen Giiter zu nehmen; denn eine Verteverung bei
einem wenig verkauften Produkt sollte nicht so ins Gewicht fallen wie eine Vertenerung
bei einem viel umgesetzten Produki. Also wird man die Preise der n Giiter im Verhlt-
nis der umgesetzten Mengen mitteln. Damit entfillt auch das Problem bei der Definition
der Mengenangaben ¢;, wenn die umgesetzte Mengen der Giiter des Warenkorbs in ver-
schiedenen Einheiten gemessen werden (Stiickzahlen, Gewichtseinheiten,...); denn die
Produkte g;p; = u; sind unabhingig von der Wahl der Mengencinheiten. Man hat nun
zwel verschiedene Méglichkeiten der Gewichtung, die sich anbieten: Man kann sich auf
die umgesetzten Mengen in der aktuellen Berichtsperiode beziehen (Indez nach Paasche)
oder auf die umgesetzten Mengen in der fritheren Basisperiode {Inder nach Laspeyres).

Demnach ist der
. . .
> gp; > g
S (Passche),  bzw. =2 (Laspeyres).

i
2 qﬂgj Z ‘3.1?31
g=1 Jj=1

Preisindex:

Diese Preisindizes haben wir in Abschnitt 1.1 schon im Zusammenhang mit den Rechen-
regeln filr Summen diskutiert. Beide bestimmen die mittleren Preise so, als hiitten sich
die umgesetzten Mengen seit der Basisperiode nicht gedindert, wobei im ersten Index die
aktuellen umgesetzten Mengen, im zweiten die umgesetzten Mengen in der Basisperiode
angesetzt werden. Analog hat man auch zwei Méglichkeiten, einen Mengenindex zu de-
finicren, der die Anderung der mittleren umgesetzéen Mengen von der Basisperiode bis
zur Berichtsperiode beschreibt. Hier ist die einfache arithmetische Mittelung der umge-
setzten Mengen ebenfalls nicht sinnvoll, schon wegen der unterschiediichen Einheiten, in
denen die umgesetzten Mengen gemessen werden. (Es macht schlieBlich einen betricht-
lichen zahlenméiligen Unterschied, ob man z.B. verkaufte Streichholzer in Stiickzahlen
oder in Kilogramm angibt.) Das Problem entfillt, wenn man die umgesetzten Mengen im
Verhiltnis der Preise mittelt, und so erhilt man den
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. T
2_pi D b
= (Paasche),  bazw. L (Laspeyres).

111 n
ijqo'j Zﬁjéj
j=1 =1

Bei beiden Mengenindizes werden die mittleren Ums#tze so ermittelt, als hitten sich die
Preise seit der Basisperiode nicht verdnders, wobei im ersten Fall die aktuellen, im zweiten
Fall die Basispreise angenommen werden. Inscfern sind beide Indizes ein Ma8 fiir die Ent-
wicklung der durchschnittlich abgesetzten Mengen von der Basis- bis zur Berichtsperiode.

Mengenindex:

Die Vor- und Nachteile der Index-Definitionen nach Paasche und Laspeyres liegen anf
der Hand: Bei der Definition nach Laspeyres kann man die Gewichte aus den Daten
der Dasisperiode entnehmen, das spart Erhebungskosten und erméglicht, die Gewichte
fiir mchrere aufeinander folgende Berichtsperioden beizubehalten. So verfahrt 2.B. das
statistische Bundesamt bei der Ermittelung eines Lebenshaltungskostenindex. Allerdings
entspricht die Gewichtung nach einigen Perioden dann moglicherweise kaum noch der
aktuellen Situation, wihrend die Indizes nach Paasche sich eben immer an der aktuellen
Situation orientieren. Deshalb missen die angenommenen Umsétze fiiv die Giiter des
“Lebensmittelkorbs™ von Zeit zu Zeit aktualisiert werden (wie auch die Zusammensetzung
des Korbs iiberhaupt den eingetretenen Entwicklungen angepasst werden muss).

4) Das geometrische Mittel von n positiven (}) Zahlen z,. ..,z ist das multiplikative
Analogon des arithmetischen Mittels. Statt die Zahlen x; zu addieren und durch die An-
rahl n 7u dividieren, multipliziert man also die x; und zieht aus dem Produkt die n-te
Wiurzel {denn weil die Erhebung in die n-te Potenz das multiplikative Analogon der Ver-
vielfachung mit dem Faktor n ist, hat man das Ziehen der n-ten Wurzel als multiplikatives
Analogon der Division durch n anzusehen). Somit ist das geometrische Mittel definiert
durch
n

GM(z1, @0, ...,2,) = Nz 79 ... 7, = H:c;/”’ (z; >0},

j=1

Der Name “geometrisches Mittel” kommt von folgender geometrischen Interpretation des
geometrischen Mittels v/ab von zwei positiven Zahlen: Dieser Mittelwert +/ab ist gerade
die Seitenldnge eines Quadrats mit demselben Flicheninahlt ab wie ein Rechteck mit
Seitenléngen a und b. Die Positivitit der Zahlen z;, die man hier mittelt, ist wichtig. Bei
negativen Faktoren kann das Produkt negativ werden und das Wurzelziehen ist dann nicht
moglich. Bei nichtnegativen Faktoren ist das Produkt Null und damit das geometrische
Mittel gleich dem Minimum der zu mittelnden Zahlen, wenn eine davon den Wert Null
hat; deshalb ist es nicht besonders sinnvoll, fiir die z; hier auch den Wert Null zuzulassen,
und wir tun das auch nicht. Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem arithmetischen
und dem geometrischen Mittel ist, dass letzteres von “Ausreiflern nach oben” viel weniger
stark beeinflusst wird als die arithmetische Mittelbildung. Ein extremes Beispiel mag das
verdeutlichen: Mittelt man 10 Zahlen, von denen 9 gleich 1 sind und eine gleich 1000, so
ist das arithmetische Mittel gréfler als 100, das geometrische Mittel aber kleiner als 2!
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Da Logarithmieren die Multiplikation in Addition verwandelt, kann man die Bildung des
geometrischen Mittels der z; auch so beschreiben: Man schreibt die Zahlen als Potenzen
einer Basis ¢ > 1, also z; = a® mit §; = log, x;, und mittelt dann die Exponenten ¢
arithmetisch:

GM(zy, @y, ... 2y) = o AM(E1 &y n) ‘ (z;=a% >0).

Hier sieht man nun, wie man zu vorgegebenen positiven Gewichten s; > 0 mit 81 + 53 +
...+ 5, =1 das gewichtete geometrische Mittel der positiven Zahlen z; zu definieren
hat: Mar bildet einfach das entsprechend gewichtete arithmetische Mittel der Exponenten,

was man wegen a4 = rj’ auch so schreiben kann:
’ n

GM{Zy,Zo, .-, Tn) 81,82, 0y 8p) 1= H:L;“’ (z;>0).
j=1

Das geometrische Mitte! im Verh#ltnis der Referenzgréfien r; > 0 mit Summe r ist dann
1

i
(ngj)r (2; >0, r=ri+rot+...+1).
j=t

Wihlt man alle r; gleich, also s; = & fiir j = 1...7n, so ergibt sich das gewohnliche
{“ungewichtete”} geometrische Mittel.

5) Eine Anwendung in der Okonomie findet das geometrische Mittel bei der Berech-
nung des effektiven Zinssatzes fiir einen Vorgang, bei dem ein Kapital in n Zinsperi-
oden gleicher Dauer = (Jahre, m € N) mit evtl. unterschiedlichen Aufzinsungsfakto-
ren ¢i,...,q, verzinst wird. Der mittlere Aufzinsungsfaktor g. > 1 fiir eine Peri-
ode ist dann derjenige, dor bei Anwendung in jeder Zinsperiode nach n Perioden das-
selbe Frgehnis liefert. Die Gleichung fiir ¢, ist also ¢} - Ko = ¢ - @2 - ... ¢ + Ko,
und die Lésung ist ¢, = Q1 - qz -~ 0n = GM{q:,42,...,G,) . Der &quivalente Jahres-
bezogene Aufzinsungsfaktor ist dann ¢™ und der dadurch bestimmte Jahreszinsfufl, der
sogenannte effektive Zinssatz p.g% fiir den Verzinsungsvorgang, ist dann gegeben durch
Dot = 100- (g —1)% . Bei einfacher Verzinsung wire dagegen das arithmetische Mittel der
g; der mittlere Aufzinsungsfaktor fiir eine Periode gewesen, und als Effektivzinssatz hitte
man das arithmetische Mistel der in den cinzelnen Perioden verwendeten Jahreszinstiific

erhalten.

Hat man unterschiedliche Aufzinsungsfaktoren g;, dic cvtl. in mchreren Zinsperioden
Anwendung finden, so ist der mittlere Aufzinsungsfaktor g, entsprechend das geometrische
Mittel der ¢; im Verhiiltnis der Anzahlen m; der Perioden, in denen mit Aufzinsungsfaktor
g; verzinst wird. Bel kontinuierlicher Verzinsung zu Zinsfiifien p; in n Periodea belichiger
Dauer ¢; ist der Jahres-bezogene mittlere Aufzinsungsfaktor das geometrische Mittel dey
Jahres-bezogenen Aufzinsungsfaktoren e?s/1% im Verhéltnis der Dauern £;, also

1
[(emnoﬂ)ﬁ o (ePn /100y Tl pa) /0100 o o B/100 (t=ti+...+1,),

und der entsprechende mittlere Jahreszinsful §% ist, wie man sieht, das arithmetische
Mittel der in den einzeinen Perioden verwendeten Zinsfiifle im Verhéltnis der Linge dieser
Perioden. (Der effektive Zinssatz, d.h. der konforme Zinsfufl in einem Vergleichsverfahren
mit jahrlichem Zinszuschlag, ist hier pog = 100 (67/1% -~ 1) Prozent, und das ist natiirlich
grofler als p Prozent, weil bei kontinuierlicher Verzinsung ja ein kleinerer Zinsful schon
dasselbe Jahresergebnis liefert.)
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6) Fiir n gegebene nichtnegative Zahlen x;, 7, ..., x, heifit die Quadratwurzel aus dem
arithmetischen Mittel ihrer Quadrate das quadratische Mittel,

[ 1

Y 22l +a z
Qﬂ/f(fl'il,l'g,...,mn) = \/ L 2 T Iz = (%Zgﬂ?)z

j=1

Bildet man das arithmetische Mittel der Quadrate zu Gewichten sy, 59,...,5, > 0 mit
s;+53-+...+38, = 1, so erhilt man das entsprechende gewichtete quadratische Mittel:

1

n
.. e 2 2 _ AR
QMzi, 20, Tn; 81,82y 00y S0} = \/slml + 8xs . STt = ( 5 sj.rj)

j=1

Zwar sind diese Ausdriicke auch definiert, wenn einige der Zahlen z; negativ sind, aber
dann legen sie nicht mehr unbedingt zwischen dem Minimum und dem Maximum der z;,
kénnen also nicht mehr als Mittelwert aufgefasst werden. (Wenn z.B. alle z; negativ sind,
so ist QM{xy, 2y, ...,7,) > 0 sicher gréfer als das Maximum.) Daher beschrinken wir
uns beim quadratischen Mitteln auf nichtnegative Zahlen. Das quadratische Mittel wird
von “Ausreifiern nach ober” noch mehr beeinflufit als das arithmetische. Bei dem schon
betrachteten extremen Beispiel, in dem 10 Zahlen gemittelt werden, von denen eine gleich
1000 ist und 9 gleich 1 sind, ist z.B. das arithmetische Mittel 100.9, das quadratische aber
= 316.23 .

7) Quadratische Mittel sind von grofier Bedeutung fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung
und Statistik sowie fiir die sog. Fehlerausgleichsrechnung. Dabei sind 2.B. Werte z; ei-
ner mit zufilligen Schwankungen behafteten Variablen erhoben (etwa Mefigréfien in der
Qualititskontrolle), und man sucht einen verniinftig erscheinenden Wert T, den man als
“wahren Wert” der Grofle interpretieren kann. Nach einem Vorschlag von Gaufl kann
man z.B. ¥ durch die Bedingung festlegen, dass das quadratische Mittel aller “Fehler”
|z; — F| mbglichst klein wird; dies ist die sog. Methode der kleinsten Quadrate. Mit
quadratischer Erginzung kénnen wir T dann leicht bestimmen: Aus

n

g =R F Rt () (2]

i=1

lesen wir nimlich ab, dass £ 377 (z; — 7)” genau dann am kleinsten wird, wenn wir fiir
T das arithmetische Mittel dPi x; einsetzen. Bel dieser Festsetzung des “wahren Wertes”
F ist dann das quadratische Mittel der Fehler jz; — T| gleich

T n
1 _ _ o LY
-ﬁZ(ccjmx)Z: %—»Z?? - T2 (T= 2200 75)
j:L jZl

Diese Grofie heifyt mittlerer Fehler oder Standardabweichung der z; von ihrem arith-
metischen Mittel. Das cinfacher zu handhabende Quadrat des Ausdrucks nennt man dic
Varianz der Werte xq,..., &y,

Z(:BJ—;L =z Zx ~ F? (=230 250
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Mittlerer Fehler und Varianz sind ein Maf fir die Streuung der Werte z4,...,x, der
Zufallsgrdfie. Eine grofle Varianz deutet z.B. auf grofle Qualitdtsunterschiede hin, wenn
es um Qualitdtskontrolle geht, oder auf grofie Meflfehler. Meist ist weniger die Standard-
abweichung von Interesse als ihr Verhéltnis zur Gréfle des “wahren Wertes” 7, jedenfalls
in Situationen, in denen T > 0 groB ist gegeniiber den Fehlern |z; — T|. Dieses Verhiltnis
heifit die relative Standardabweichung oder der Variationskoeffizient

n n 2
L AN 72 (LN S .
= (w5 —T)? = ﬁz%—é -1 (T =200 w5 )-
g=1 j=1"
Eine etwas allgemeinere Aufgabe besteht darin, aus Erhebungen der Werte x4, ..., 3, und
Yi,. .., Yn 20 Zwei Variablen, fiir die ein linearer Zusammenhang y = ax + b angenemmen

wird, die unbekannten Koeffizienten e, b moglichst gut zu bestimmen. Man kann dies so
sehen, dass in der (z, y)-Ebene eine Gerade gesucht ist, welche mdglichst nahe bei den
Puankten (x;,;), 7= 1...n, verluft. Nimmt man als Ma8 fiir die Abweichung der Gera-
den von den Punkten wieder das quadratische Mittel der “Fehler” |y; — az; — bi, d.h. der
Entfernung der Punkte (z;,y;) von den vertikal dariiber oder darunter liegenden Punk-
ten auf der Geraden, so kann man die Aufgabe ganz dhnlich wie oben mit quadratischer
Erginzung losen. Sind T und % wie oben die arithmefischen Mittel der z; bzw. der y;, so
lesen wir aus

Ly oo (ymaz)® o s o~ (e e
n;(yj az;—b) —g ~ 20(T—aT)+b _§ - +{b—T+aT)*— (T—aT)

direkt ab, dass b = T — aT sein muss, wenn der quadratische Fehler minimal sein soll. Und
wenn wir diesen Wert fiir b einsetzen, so zeigt

T - T T

> [(yrm — afz; —?f)] = > =1’ =20 (@-Ty-7) + 0’y (@;-%)°

j=1 j=1 i=1 g=1

= -9+
=

dass der quadratische Fehler minimal wird, genau wenn wir die gesuchten Zahlen a und b
wie folgt wihlen:

>t (@y —E)y; — ) o =
0= : b= - aF = &> (y; - azy)

PR G L i=1

Die hierdurch festgelegte Gerade, also der Graph der linearen Funktion y = az + 5, heifit
die Regressionsgerade zu den Werten z¢,...,z, und yi,...,4,. Aufgabenstellungen
wie dic hicr behandelie, und allgemeinere dhnlicher Art, zur Auswertung crhobener Da-
ten (MeBwerte) fasst man zusammen unter dem Begrifi Regressionsanalyse, was ein
wichtiges Teilgebiet der Statistik und auch der Okonometrie ist.
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8) Der Potenzmittelwert zum Exponenten t von z1,%y,...,2, € Ry ist definiert
durch .
I/L xt_i_,n?_i__}_zt 1/t
PM (), m9,.. . 1) 1= (%Zxé) :( L ”) ,

i=
also als die t-te Wurzel aus dem arithmetischen Mittel der ¢-ten Potenzen der x;; dabei
darf ¢ ein beliebiger reeller Exponent # 0 sein, und die zu mittelnden Zahlen miissen
positiv sein (fiir ¢ > 0 kann man auch den Wert Null noch zulassen}. Fiir ¢ = 1 ergibt sich
z.B. das arithmetische Mittel, fiir ¢ = 2 das quadratische Mittel, und fiir ¢+ = —1 crhilt
man das Reziproke des arithmetischen Mittels der Kehrwerte der z;, das sogenannte
harmonische Mittel

HlW(Il,J?g,...,(ER) = i

ettt

Fir ¢t = 0 sind die Potenzmittelwerte nicht definiert, wir werden aber sehen, dass es
sinnvoll ist, das geometrische Mittel als Potenzmittelwert zum Exponenten Null festzule-
gen, also PM? als GM zu definieren. Die Potenzmittelwerte berticksichtigen “Ausreifier
nach oben” um so stirker / weniger, je grofier / kleiner der Exponent ¢ ist. In unserem
Beispiel der Mittelung von 10 Zahlen, von denen 9 gleich 1 sind und eine gleich 1000 ist,
ergeben sich fiir die Exponenten ¢ = -2, —1,0,1, 2, 3 die Potenzmittelwerte 1.054092. ..,
1.110887. .., 1.995263 ..., 100.9, 316.2291..., 464,1588. .. .

Bildet man statt des gewdhnlichen arithmetischen Mittels der Potenzen % oben das ge-
wichtete arithmetische Mittel zu Gewichten s1,80,...,8, > O mit 5; + 83+ ...+ 5, =1,
so erhilt man die gewichteten Potenzmittelwerte zum Exponenten t,

1/t
gt . . t i t
PM' iz, a0 . T 81,800 .-y 8p) i (51.7:1 + $2%n + .. enrn) i

9) FEine Mittelbildung ganz anderer Art ist folgende: Man numeriert die zu mittelnden
Zahlen z; < w3 < ... < 2, der Grofe nach und wiihlt im Fall einer ungeraden Ansahl
n die Zahl x¢,11y9 in der mittleren Position, im Fall gerader Anzahl n einen Wert zwi-
schen den heiden Zahlen z,/, und Z1ense in der mittleren Position. Den so erhaltenen
Mittelwert nennt man einen Median der Zahlen z,,74,...,2,. Mediane sind dadurch
gekennzeichnet, dass ebenso viele der za mittelnden Zahlen iiber dem Median liegen wie
unter ihm. Die genaue Festlegung bei einer geraden Anzahl n von Zahlen erfolgt meist als
mittlerer Median, d.h. als arithmetischer Mittelwert L(a, 5+ Z14,/2) der beiden Zahlen
in mittlerer Position bei Anordnung der Grofle nach. Wir schreiben

Med (zy, 22, ..., )

fiir den Median der Zahlen z; bei ungerader Anzahl n bzw. fiir ihren mittleren Medi-
an bel gerader Anzahl n. Andere Maglichkeiten der Festlegung bei geradem 7 sind der
kleinstmigliche Median z, /5 oder der grofitmogliche Median Zi4nse. Da es bei der Bil-
dung eines Medians nur darauf ankommt zu zéihlen, wieviele der Zahlen z; unter einem
gewissen Wert liegen und wieviele dariiber, nicht aber auf die Gréfie der Zahlen, sind
Mediane villig unsensibel gegen Ausreiffer — darin legt ihre praktische Bedeutung. In
unserem Beispiel der Mittelung von 9 Zahlen mit Wert 1 und einer mit Wert 1000 ist der
Median 7.B. gleich 1, und das wiirde auch so bleiben, wenn wir vier der Zahlen beliebig
vergroflern wiirden.

Wegen ihrer Unempfindlichkeit gegen Ausreifier sind Mediane in vielen Situationen die
sachlich angemessenen Mittelwerte, z.B. auch bei der Angabe durchschnittlicher Studien-
dauern. Wie andererseits Unsinn auch mit Medianen getrieben werden kann, zeigt eine
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Statistik des Wissenschaftsrates iiber Studiendauern (1985). Dort wurde als Mittelwert
der um ein halbes Semester erhohte kleinstmégliche Median verweadet. In einem Diplom-
studiengang einer Hochschule ergab sich so eine durchschnittliche Sudiendauer von 11.5
Semestern, womit die Hochschule #u den drei Universitéiten mit den kiirzesten Stadien-
dauern im betreffenden Fach zihlte. Tatstichlich hatten im fraglichen Jahr dort aber nur
4 Studierende den Studiengang ahgeschlossen, und zwar zwei nach 11 Semestern und zwei
nach 17 Semestern. Schon beim mittleren Median wire dic Hochschule im letzten Drittel,
beim  genau so gerechtfertigten  Median 16.5 gar das Schlusslicht in bezug auf die
Studiendauer in diesem Fach gewesen. Soviel zum “Ranking von Hochschulen” auf der Ba-
sis unsinniger Mittelwertbildungen. {Zur Ehrenrettung des Wissenschaftsrates sei gesagt,
dass er sein Mittelungsverfahren und die zugrunde liegenden Daten genau angegeben hat,
so dass es moglich war, die unsinnige Mittelwertangabe {iberhaupt zu erkennen.)

Die Medianbildung zu Cewichten kommt in der Praxis kaum vor. Wenn man an verschiede-
ne der Gréfle nach numerierte Zahlen z; denkt, die mit Falizahlen m; > 1 auftreten, welche
sich zur Gesamtzahl m addicren, so zdhlt man cinfach fiir jedes j dic Zahl :L] mit der Vicl-
fachheit m;. Der Median ist dann die Zahl 24, , wenn Z L my < gm < Z “1my ist, und
eine Zahl zwmchen wp und 2y (2.B. das arithmetische Mlttel dleber belden Werte), wenn
Zf ,m; = $m ist. Da die Gewichte in dieser Situation s; = m;/m sind, wird man alige-
mein fiir Zahlen z; < 27 < ... € z, und gegebene Gewichte s; > 0 mlt g1 +8g-F. . .48y =1
den gewichteten Medlan als Tp4y definieren, wenn ijl 5; < 2 < Z;tfll 5; ist und als
eine Zahl zwischen z;, und x4 (z.B. als -;—:n;ﬁ -+ %IHI beim mittleren gewichteten Median),

i .
wenn Y7, & = g st B

Nachdem wir nun viele verschiedene (aber in der Praxis gebriuchliche) Mittelwertbildun-
gen eingefiihrt haben, ist es angebracht, etwas zum Griflenvergleich fiir die verschiedenen
Mittelwerte zu sagen. Der folgende in der Mathematik bewiesene Lehrsatz enthilt alle
Vergleichsaussagen, die man in dieser Hinsicht generell machen kann.

SATZ (iiber den Vergleich verschiedener Mittelwerte):
Fiir posttive reelle Zahlen 2, ..., 2, > 0 gull:

(i) die Ungleichung zwischen dem harmonischen, geometrischen und arithme-
tischen Mittel:

HM(zy, ..., ) S GM(zy, .. za) SAM(zy, .00 20)

mit Gleichheit in einer der beiden Ungleichungen nur wenn ;= ... = Iy

(ii) die Ungleichung zwischen Potenzmittelwerten:
PM(z1,...,15) < PM'(z1,...,20) fir r<i m R

mit Gleichheil nur wenn @1 = ... = Tp;
(iii) der Wertebereich der Potenzmittelwerte PM*(zy,. .., z,) dberdeckt das ganze

Intervall zwischen dem Minimum der x; und dem Mazimum der x; wenn man den Ex-
ponenten ¢ von —oa bis +oo laufen laft.

Dabei ist PM®xy, ..., x,) als geometrisches Mittel GM (21, ..., z,) definiert. Die Ausso-
gen (3) - (i) gelten auch, wenn man alle Mittelwerte zu densclben vorgegebenen Gewichien
Siyee.y 8y > 0 mit sy ...+ s, = 1 bildet, - |
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Die Aussage (iil) erkliirt, was wir zu Beginn dieses Abschnitts gesagt haben: Zu jeder
gewilnschten Zahl zwischen dem Minimum und dem Maximum der zu mittelnden Zah-
len gibt es eine Mittelwertformel, welche genau die gewiinschte Zahl als Ergebnis liefert,
néimlich ein Potenzmittelwert (zt + ... + zf )t mit passendem reellen Exponenten .
Natiirlich wiirde die Wahl eines extremen Exponenten wie ¢ = 100 auffallen, wenn man
manipulieren méchte. Aber schon die Auswahl aus den Exponenten —1, 0, 1 und 2, al-
so aus harmonischem, geometrischen, arithmetischem und quadratischen Mittel, dic alle
gebrduchlich sind, kann das Ergebnis der Mittelung erheblich in die gewiinschte Rich-
tung beeinflussen. In Abwandelung eines Ausspruchs, der von Churchill kolportiert wird
(“Traue keiner Statistik, die du nicht selbst gefilscht hast”), kénnte man daher sagen:

“Trave keiner Mittelwertangabe, die du nicht selbst (durch Auswahl einer geeigneten
Mittelwertformel) manipuliert hast.”

Das folgende Diagramm stellt dic Aussagen des Satzes graphisch dar fiir den Fall, dass
nicht alle der zu mittelnden positiven Zahlen gleich sind (andernfalls sind auch alie Mittel
gleich):

PMT™ <«  PA! ——————  max
(=0 47) {(r<t) (t—too)

HEM < G‘IM < AIM < QIM
4 o | y .

min

Fiir die Ungleichung “GM < AM ™ gibt es eine einleuchtende tkonomische Begriindung:
Fiir Aufzinsungsfaktoren ¢;,..., ¢, in n aufeinander folgenden Zinsjahren ist niimlich
AM(q,...,q,) der mittlere jahrliche Aufzinsungsfaktor bei einfacher Verzinsung (Zin-
scn werden entnommen) und GM{(qy, ..., ¢} bel Zinscsverzinsung (vgl. Bsp. 5) oben).
Die Ungleichung “GM < AM" besagt hier also einfach, dass bei Zinsesverzinsung in n
Jahren derselbe Zinsgewinn mit einem niedrigeren konstanten Zinsfufi erreicht wird als
bei einfacher Verzinsung.

Die Ungleichung klirt aber aber auch weniger evidente Sachverhalte. Wird »2.B. in 12
Monaten mit unterschiedlichen Zinsfiilen p;%,...,p12% (p.a.) einfach verzinst, so ist
AM{p1, ..., p12) der entsprechende Jahres-Zinsfuf. Betrachtet man aber Zinsesverzinsung
und setzt fiir den j-ten Monat den Monats-bezogenen Aufzinsungsfaktor 12/g; an, der bei
Anwendung in allen 12 Monaten den Aufzinsungsfaktor ¢; =1 + »13361'5 fiir das Jahr bringt,
0 ist 1/G; natiirlich kleiner als der Monats-bezogene Anfzinsungsfaktor bei einfacher Ver-
zinsung 1 + 115%5. (Das zeigt auch die Bewrnoulli-Ungleichung.) Dakher ist nun fiir den
Gesamtzeiteaum von einem Jahr nicht klar, ob die Zinsesverzinsung mit den Monats-
bezogenen Aufzinsungsfaktoren 1/f; giinstiger ist oder die einfache Verzinsung mit den

Monats-bezogenen Aufzinsungsfaktoren 1 + &L Die “GM < AM” Ungleichung be-

antwortet das: /g ... Wi < (ot ..+ o) = 1+ gmhtee, also ist Letateres
giinstiger (und zwar echt glinstiger, wenn die Zinsfiifle pq, ..., p12 nicht alle gleich sind).

Das ist Skonomisch nicht ohne Weiteres kiar, weil wir dabei zwar gréfere monatliche
Aufzinsungsfaktoren haben, aber keinen Zinsverzinsungseffekt.
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Auch wenn es fiir das Verstdndnis der Mittelwertungleichungen nicht ndtig ist, wollen wir
hier zum Schluss fiir Interessierte den Beweis noch skizzieren; denn die Ungleichungen
sind ja keineswegs evident.

Fiir den Beweis von (1) schreiben wir z; = e# und T := )70 sja;, §i= ) 7 1855 - Mit
der fundamentalen Ungleichung fiir die Exponentiaifunktion aus 1.4 erhalten wir dann
e¥% ¥ > 1 +y; — 7, und Multiplikation der Ungleichungen mit s; sowie Addition gibt
T/e¥ > 1 mit Gleichheit nur, wenn y; = 7 ist fiir alle 7, also auch z; = T. Das ist die
Ungleichung “GM < AM?”, und “HM < GM” folgt durch Ubergang zu Kehrwerten.

Fir den Beweis von (i) im Fall r = 1 < ¢ kann man 377 s;7% = 1 annehmen (sonst
jedes z; durch die #-te Wurzel aus dieser Summe dividieren). Aus der “GM < AM”

Ungleichung fiir zwei Zahlen erhalten wir s;z; = s; Mg ;i) < {1~ Lys; + 1s;z! und
damit 377 s;7; < (1-1)+4-1 = 1. Dasist die Ungleichung PA* < PM?* in diesem Fall.
Indem man darin z; durch z} ersetzt und ¢ durch &, folgt PM"™ < PM! fir 0 <r < ¢,
Fiir r < ¢ < ( erh#lt man dieselbe Ungloichung durch UbPrgang zit Kehrwerten. Fiir
r < 0 <t ist schlieflich noch PM* = (377, s;28)"* > (TT,, Wt GM = PM° =
(=, 7Y > (3oi se)V" = PMT gcmaﬁ (i). Inspektion del Algumente zeigt auch,
dass Gleichheit PA™ PM “fiir r < ¢ nur eintritt, wenn alle z; gleich sind.

Zum Beweis von (iii) nehmen wir an, dass etwa ,, die grofite der Zahlen z; ist und bemer-
ken z, > PM' > &'z, . Fiir hinreichend grofie ¢ iegt s/* = e{1/81102 heliebig nahe bei 1
und daher PM? beliebig nahe beim Maximum =, . Auf der anderen Seite liegen fiir hinrei-
chend kleine ¢ > 0 die Zahlen z! = e*'*% beliebig nahe bei 1, und mit der fundamentalen
Ungleichuz1g aus 1 4 fiir die Logarithmusfunktion folgt daher In PM* = {In(3°7. sj:cf;,-) <
RO qj:r —1) =+ 30 8l = ¢ i whsi(l - a7t < 721 ST~ Inay) =

D e 5525 Iny A ZT  Sjlne; =1n GM wobel der im vorletzten Schritt gemachte Feh-
ler beliebig kiein ist, wenn ¢ > 0 klein genug. Mit Exponentiieren ergibt sich somit,
dass PM? fiir hinreichend Kleine ¢ > 0 beliebig wenig grofler als GM ist. Damit nimmt
PM' = (377, 5;0%)"" Werte beliebig nahe beim Maximum der z; und beliebig nahe beim
geometrischen Mlttel GM = PM" an, wenn t im Intervall 10, cof variiert. Weil PM* auch
stetig von ¢ abhingt (d.h. dic Anderung von PM? ist kleiner als cine belicbig vorgeschene
positive Grofle, wenn man ¢ > 0 hinreichend wenig verindert — das kann man shn-
lich, aber einfacher iiberlegen), folgt aus dem Zwischenwertsatz der Analysis (siehe 2.1),
dass PM* alle Werte zwischen GM = PM® und dem Maximum der z; annimmt, wenn
von { bis oo l4uft, Durch UbeIgang zu den Reziproken der Mittel fiir die reziproken Zah-
fen 1/x; folgt dann, dass PM" auch alle Werte zwischen dem Minimum und GM = PM?
annimmt, wenn ¢ von —oo nach 0 liuft. Damit sind alie Aussagen des Satzes hewiesen,

Wie gesagt, es ist fiir das Verstédndnis der Mittelwertungleichungen nicht néitig, den gerade
skizzierten Beweis nachzuvollziehen — das kann man den Mathematikern {iberlassen. Aber
man sollte sich mit dem GréBenvergleich zwischen den verschiedenen in der Okonomie ge-
briuchlichen Arten von Mittelwerter auskennen und, wenn ein Argument auf Mittelwerte
von Daten gestiitzt wird, immer fragen (ggf. auch sich selbst}, ob die gewihlte Art der
Mittelbildung sachlich angemessen ist, oder cb méglicherweise eine weniger angemessene
Mittelwertbildung verwendet wurde mit der Absicht, den berechneten Mittelwert in eine
genehme Richtung gréfler oder kleiner ausfallen zu lassen.



