3.2 Zeilenoperationen und Zeilen—Stufen—-Form

Wir beschreiben nun, wie man mit einfachen Operationen mit Matrizen, den sog. Zei-
lenoperationen, lineare Gleichungssysteme in eine besonders einfache Gestalt dquivalent
umformen und daran die Losung(en) unmitteibar ablesen kann.

DEFINITION: (Zulsssige) Zeilenoperationen mit einer gegebenen Matrix (oder ei-
nem Tableau) sind folgende Manipulationen, die eine andere (evtl. auch dieselbe) Matrix
vom gleichen Format erzeugen:

(1) Vertauschung zweier Zeilen, was wir symbolisch mit @ > @ notieren, wenn
die i-te mit der h-ten Zeile vertauscht wird;

(ii) Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor r € Ryo, d.h. jeder Eintrag
der Zeile wird mit dem Faktor » # 0 multipliziert; dafiir schreiben wir symbolisch

—r @ , wenn es sich um die i-te Zeile handelt;
(iii) Addition einer Zeile zu einer anderen, d.h. jeder Eintrag einer Zeile mit Num-
mer h wird ersetzt durch die Summe dieses Eintrags und des Eintrags an derselben
Position in einer Zeile mit anderer gegebener Nummer ¢ ; fiir diese Operation schrei-

ben wir symbolisch @ — @ + :

Eine Operation vom Typ (iii) wird (von geiibten Rechnern) oft zusammengefasst mit einer
vorangegangenen Operation vom Typ {ii) zu einer

(iv) kombinierten Zeilenoperation, d.h. man addiert das r-fache einer Zeile zu einer
andern, was wir symbolisch @ — @ +7- @ notieren, wenn das r-fache der
i-ten zur k-ten Zeile addiert wird.

Ist (0:;)1<im, 1<j<n die betrachtete Matrix, so wird bei der kombinierten Operation also
jeder Eintrag ap; der h-ten Zeile ersetzt durch as; + ray; fiir j = 1...n. Hier darf der
Faktor r auch Null sein; denn das dndert an der Matrix ja gar nichts. [

Ist nmun (Ab) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems und
fithrt man damit eine zuldssige Zeilenoperation aus, so ist jede Lisung des urspringli-
chen Gleichungssystems auch eine Lésung des umgeformten Gleichungssystems, das als
erweiterte Koeffizientenmatrix die newe Matrix hat, die sich aus (A|6) durch die Zeilen-
operation ergab, So sind eben die Zeilenoperationen gerade eingerichtet. Nun kann man
aber offenbar jede Zeilenoperation durch eine zuléssige Zeilenoperation wieder riickgingig
machen. Deshalhb ist auch jede Losung des neuen linearen Gleichungssystems eine Lisung
des alten; mit anderen Worten: Beide Systeme haben dieselbe Lisungsmenge. Es gilt also
der folgende Satz, der der Schliissel zur Lisung linearer Gleichungssysteme ist:

SATZ: Zuldssige Zeilenoperationen bei der erweiterten Koeffizientenmalriz eines linearen
Gleichungssystems fihren stets auf die erweiterte Koeffizientenmatriz eines dquivalenten
linearen Gleichungssystems, d.h. beide Systeme haben dieselbe Lisungsmenge. "

DISKUSSION: 1) Man kann die Zeilenoperationen direkt am Gleichungssystem, an der
Matrix oder am Tableau vornehmen, das lduft alles auf dasselbe hinaus. Wichtig ist, dass
man in jedem Fall die erweiterte Koeflizientenmatrix nimmt, d.h. die Zeilenoperationen
miissen quch mit den rechien Seiten des Gleichungssystems vorgenommen werden)

2) Spaltenoperationen sind keine Aquivalenzumformungen, d.h. wenn man Spal-
tenoperationen an der Koeffizientenmatrix ausfiihrt, die natiirlich ganz analog erklért
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werden, so erhélt man im Allgemeinen ein neues Gleichungssystem, das nicht dieselbe
Ldsungsmenge hat. Zwar kann man aus den Lésungen des urspriinglich Systems die des
neuen leicht berechnen und auch umgekehrt, aber das neue System ist eben im Allge-
meinen nicht dquivalent in dem strikten Sinne, dass es dieselbe Lésungsmenge besitzt
wie das alte. Also Hénde weg von Spaltenoperationen! Ganz abwegig wiire es, etwa eine
Spalte der Koeffizientenmatrix mit der Spalte der rechten Seiten zu vertauschen; denn die
Koeflizienten haben eine andere Funktion in dem Gleichungssystem als die rechten Seiten.

Eine Ausnahme von der Regel sind Spaltenvertauschungen bei der Koeffizientenmatrix:

e Spaltenvertauschungen bei der Koeffizientenmatriz sind zuldssig, wenn man die Zu-
ordnung der Unbekannten zu den Spelten beibehilt, die Unbekannten also entspre-
chend mitvertauschi.

Dag lduft namlich nur auf eine andere Reihenfolge der Summanden in jeder einzeinen li-
nearen Gleichung des Systems hinaus, bzw. auf eine Umnummerierung der Unbekannten;
es dndert also iberhaupt nichts an den Gleichungen. Statt

I I I T I3 Iy I3 pLizey
i1 Az aig Gln | D1 kann man G2 Q11 Q33 ary | b
21 Q22 O3 Gon | B2 also genauso  Gaz Q21 O3 Qo | b
: : : gut schreiben : :
Uml  Gm2  Om3 O bm Qe Ol Om3 Gy bm 3

denn beide Tableaus stellen dasselbe lineare Gleichungssystem dar. Ist dann zum Beispiel
(r1,72, 73y, ) Losungs-n-tupel zum zweiten Tableau, so zeigt die Notation der Unbe-
kannten Uber den Spalten, dass zy = 7o, @y = 7y, T3 = 73,..., 2T, = 7, das Gleichungssy-
stem zum ersten Tableau 1ost. (Beide Systeme haben also nicht dieselben Lisungs-n-tupel,
sondern die des zweiten gehen aus denen des ersten durch die Komponentenvertauschung
hervor, die der vorgenommenen Spaltenvertauschung entspricht.)

3) Das Ziel der Ausfithrung von Zeilenoperationen an einem gegebenen linearen
Gleichungssystem ist, dieses in ein dquivalentes von so einfacher Form umzuformen, dass
man dessen Lsungsmenge direkt ablesen kann, Weil Zeilenoperationen Aquivalenzumfor-
mungen sind, ist diese dann auch die Lésungsmenge des urspriinglichen Gleichungssys-
tems. Das Ziel 14sst sich, wie wir sehen werden, immer erreichen. ]

Bevor wir das im allgemeinen Fall diskutieren, betrachten wir erst ein

- BEISPIEL: x + 2y =0
— + z = 2
-r + 4y = 6

Wir schreiben die erweiterte Koeffizientenmatrix dieses Systems auf und formen sie durch
Zeilenoperationen um mit dem Ziel, Nulleintrige unter der Diagonalen zu erreichen:

x oy z Ty z
1 2 00 =3 1 2 0(0
1o 1le @@+ 55 ),
—1 4 0|6 —1 4 0|6

r oy =z Ty
o= 1 2 0/0 = 1 2 010
@-O+D 445 1|y @—O®-30 45 ||,
0.6 0|6 0 0-310
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Im letzten Tableau hat die Koeffizientenmatrix sog. abere Dreiecksform, und das be-
deutet, dass man die Losungen des zugehérigen linearen Gleichungssystems von unten
nach oben fortschreitend ablesen kann: Die unterste Gleichung lautet nun —3z = 0, also
ist 2 = 0, die mittlere Gleichung ist 2y < z = 2, also y = %(2 —z) = 1, und die erste
Gleichung z + 2y = 0 gibt schiiefilich noch z = —2y = —2. Somit besitzt das letzte —

und das urspriingliche — Gleichungssystem die eindeutige Lésung 2 = =2,y = 1, 2 = 0.
Statt der letzten Zeilenoperation hétten wir auch die zweite und dritte Spalte im Tableau
vertauschen und direkt ablesen kinneny =1, 2 =2 -2y =0,z = —2y = —2. B

Es zeigt sich, dass die Methode aus dem letzten Beispiel émmer zum Ziei fihrt: Mit Zei-
lenoperationen lasst sich eine Art Dreiecksgestalt der Koeffizientenmatrix erreichen.

SATZ (iiber die Zeilen-Stufen-Form):

(i) Durch zuldssige Zeilenoperationen kann die erweiterte Koeffizientenmatriz (Ajb) eines
linearen Gleichungssystems stets auf eine Form gebracht werden, bei der (von links) der
erste von Null verschiedene Eintrag in jeder Koeffizientenzeile spiter kommt als in der
dariber liegenden Zeile. Diese sogenannte Zeilen-Stufen-Form hat alse die Gestalt

ki
............................................ AN .
H ¥ :' dl N
o o do
in diesem Bereich d
sind beliebige ;3 i
_ Eintrage :
. 1 L ! :
0. diesemn el 4 | )
O . Bereich sind L Ofdin
' alle Fintrage =0 1
O oldm/
n
mit Zahlen O < 1 < min(m,n) und ko, k1,..., k € Ng, so dass [ + ko + ... + k = n st
und mit von Null verschiedenen Fintrigen ¢y, ca, ..., ¢ in der vordersten Position jeder

Stufe. (Rechis von den ¢; kinnen in jeder Zeile beliebige Eintrige stehen; auch die Ein-
trige d; in der Spalte der rechten Seiten sind beliebig.) Dabei hingen die Zahlen | (die
Anzahl der Stufen) und ko, ky, ..., ki (die Breite der einzelnen Stufen) nur von der ur-
spriinglichen Koeffizienten—mxn—Matriz A ab und nicht von der Art und Reihenfolge der
Zeilenoperationen, mit denen die Zeilen-Stufen-Form hergestellt wurde. (Die Eintrige in
der Zeilen-Stufen-Form hingen dogegen von den gewdhlten Zeilenoperationen ab. )

(ii) Aus der Zeilen-Stufen-Form des linearen Gleichungssysiems erhdlt man die Lisun-
gen folgendermafen: Fir die sog. Nicht-Basisvariablen, das sind die Unbekannten, die
zu einer Spalte gehdren, welche nicht durch einen Stufenbeginn geht (also nicht durch
eine der Positionen, auf denen die ¢; eingetragen sind), kann man beliebige reelle Zah-
len als Parameter vorgeben. Dazu lassen sich dann durch Auflisen der Gleichungen Nr.l
his Nr. 1 (von unten nach oben) eindeutige Werte der Basisvariablen berechnen, also
der Unbekannien, die zu einer der Positionen der Eintrdge c; # 0 gehoren, derart dass
sich insgesamt ein Lisungs-n-tupel ergibt. Im Konsistenzfall di 1 = 0,...,d,, = 0 oder
[ = m erhdlt man in dieser Weise die allgemeine, von n —1 Parametern abhingende baw.
im Folll = n eindeutige Lésung des Gleichungssystems. Im Inkonsistenzfall { < m und
d; # 0 fiir ein i > 1 hat das Gleichungssystem keine Lisung. |
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Dieses Ergebnis ist vielleicht nicht so einfach, wie man es sich wiinschen wiirde; aber es
gilt eben fir beliebige lineare Gleichungssysteme und erfasst alle Fille, die beim Losen
linearer Gleichungssysteme iiberhaupt sintreten kénnen. Da man die Zeilen-Stufen-Form
auch rechnerisch leicht herstellen kann (von Hand bei kleinen linearen Gleichungssyste-
men, mit einem Computer-Programm bei griferen), liefert der Satz zugleich eine effek-
tive Rechenmethode, mit der man fiir beliebige lineare Gleichungssysteme die sllgemeine
Losung berechnen bzw. die Nichtexistenz einer Lésung feststellen kann. In diesem Sinne
beantwortet der Satz alle Fragen, die wir in 3.1 gestellt haben!

Der Beweis des Satzes besteht in folgendem auch praktisch anwendbaren Verfahren, das
Gaufisches Eliminationsverfahren heifit, weil es zu Gleichungen fiihrt, in denen eine
Unbekannte “eliminiert” ist, d.h. nicht mehr auftritt (bzw. den Koeflizienten Null hat).
Man wéhlt in der erweiterten Koeffizientenmatrix

ay @z ... Q| by
(Alh) =
] Gz oo Omn | b

in Schritt 1 eine Zeile mit Eintrag # O an erster Position aus. (Die ausgewihlte Zeile
wird auch Pivot-Zeile genannt.) Durch Zeilenvertauschung bringt man nun diese Zeile
nach oben, so dass danach der (neue) Eintrag a;; # 0 ist. Dann subtrahiert man fiir
t = 2...n das a;/an-fache der ersten Zeile von der i-ten Zeile und erhilt eine neue
erweiterte Koeffizientenmatrix, in der die erste Spalte unter a;; nur noch Nulleintrage hat.
Hat die erste Spalte von vorneherein nur Nulleintrdge, so bestimmt man die Zahl kq der
Nullspalten, die vor dem erstem Matrixkoeffizienten # 0 kommen, und fiihrt die Prozedur
mit der (ky+1)-ten Spalte statt mit der 1-ten durch. (Sind alle Eintrdge von A Null, so
ist man schon fertig.) Das Ergebnis dieses ersten Schrittes des Eliminationsverfahrens ist
eine erweiterte Koeffizientenmatrix der Gestalt

G ... 8 %l R mit ky € Ny, ¢ € Ry, einer
g T ol (m—1) x {n—ko—1)-Matrix A,
A b einem Spaltenvektor b € R™ !
g ... 0 G ' und irgendwelchen Eintrégen =*.
v, o S, s
k‘g ﬂmkgﬁl

Damit sind die ersten ko + 1 Unbekannten aus den Gleichungen Nr. 2 bis Nr.m eliminiert.
An der ersten Gleichung, also an der obersten Zeile dieser Matrix, wird in den folgenden
Schritten nichts mehr gedndert.

In Schritt 2 wiederholt man nun die Prozedur mit der um eine Zeile und ky+1 Spalten
kleineren Matrix (Alb). Es ist klar, dass man so in weiteren Schritten fortfahrend nach
endlich vielen Schritten die Zeilen-Stufen-Form erreicht hat und damit die Lésung(en) des
Gleichungssystems wie im Satz angegeben berechnen kann. Die Anzahl ! der erforderlichen
Schritte ist offenbar nicht grofier als die Zahl m der Gleichungen und auch nicht gréfier
als die Zakl n der Unbekannten.

Bleibt noch zu tberlegen, dass [ und kg, k1, ...,k nur von der urspriinglichen Koeffi-
zientenmatrix A abh#éngen. Wire das nicht so, so kénnte man durch Zeilenoperationen
aus dem homogenen Gleichungssystem Az = 0 zwei verschiedene Zeilen-Stufen-Formen
dieses Systems herstellen (die dann natiirlich auch homogen sind), so dass eine Unbe-
kannte x; Nicht-Basisvariable beziiglich der ersten Zeilenstufenform ist, aber Basisvaria-
ble bezlglich der zweiten. Letzteres bedeutet, dass in jedem Lésungs-n-tupel zi,..., 2,
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mit ;.1 = 0, ..., 2, = 0 auch z; = 0 sein muss, ersteres aber, dass man Losungs-n-tupel
mit ;41 = 0, ..., T, = 0 finden kann, bei denen z; einen beliebig gegebenen reellen Wert,
annimmt. Da es es sich jeweils um dieselbe Losungsmenge handelt, eben die zu Az =0,
kann nicht beides zugleich richtig sein, d.h. alle Zeilen-Stufen-Formen von A haben diesel-
ben Basis- und Nicht-Basisvariablen und damit auch dieselben Zahlen I wnd kg, &1, ..., K, .
7wei verschiedene Rechner kiénnen durchaus Matrizen mit unterschiedlichen Eintréigen als
Zeilen-Stufen-Form zu derselben erweiterten Koeffizientenmatrix (Alb) erhalten; aber die
Anzahl der Stufen und die Breite der einzelnen Stufen miissen — wenn korrekt gerechnet
wurde — bei beiden dieselben sein!

Die Zahl | der Stufen (also der Koeffizientenzeilen mit mindestens einer von Null ver-
schiedenen Eintragung) in der Zeilen-Stufen-Form beschreibt in gewisser Weise, wieviele
der Gleichungen des urspriinglichen linearen Gleichungssystems Az = b unabhiingig sind.
Besteht das System z.B. aus einer einzigen linearen Gleichung, die man m-fach aufge-
schrieben hat, so ergibt sich I = 1 (sofern nicht alle Koeffizienten Null sind und damit
! = 0). Und besteht das System aus drei Gleichungen, von denen die dritte die Summe der
beiden ersten Gleichungen ist oder daraus durch eine Zeilenoperation hervorgeht, so ist
I = 2 (sofern nicht schon eine der ersten beiden Gleichungen Vielfaches der anderen ist,
in welchern Falle man [ = 1 erhilt oder, wenn alle Koeffizienten Null sind, sogar [ = C).
Allgemein sind alle linearen Gleichungssysteme, die man mit der Koeffizientenmatrix A
aufstellen kann, schon dquivalent zu einem linearen Gleichungssystem, in-dem nur Koef-
fizientenzeilen aus [ geeignet ausgesuchten Zeilen von A auftreten, aber im Aligemeinen
‘nicht zu einem mit weniger als [ Zeilen von A. Weil die Zahl { von fundamentaler Bedeu-
tung fiir die Diskussion des linearen Gleichungssystems ist, fithrt man einen Namen dafiir
ein:

DEFINITION: Die Zahl ! der Stufen, also der Zeilen mit mindestens einer von Null
verschiedenen Eintragung, die sich bei Herstellung der Zeilen-Stufen-Form der Koeflizi-
entenmatrix A eines linearen Gleichungssystems ergibt, heifit die {maximale) Anzahl
der linear unabhiingigen Gleichungen des Gleichungssystems oder der Zeilenrang
der Koeffizientenmatrix A. -]

Bevor wir einige konkrete Beispiele zur Herstellung der Zeilen-Stufen-Form und Losung
von linearen Gleichungssystemen durchrechnen, diskutieren wir noch Konseguenzen fiir
die allgemeine Theorie linearer Gleichungssysteme,

DISKUSSION (Konsequenzen der Zeilen-Stufen-Form fir lineare Gleichungssysteme):

1) Gegeben sei ein Systemn Az = b von m linearen Gleichungen fiir n Unbekannte, und
die Zahl der linear unabhsngigen Gleichungen dabei sei | < min(m,n). Dann besteht
folgende dreiteilige Alternative:

e [ntweder liegt ein wohlgestelltes Problem wor, d.h. Ax = b hat genau eine
Lisung;

e oder ein inkonsistentes Problem, d.h. Az = b hat keine Ldsung;

e oder ein konsistentes, aber nicht wohlgestelltes Problem, und in diesem Fall

hat Ax = b eine unendliche Schar von Lésungen.

Das liest man aus dem Satz iiber die Zeilen-Stufen-Form unmittelbar ab. Die Information,
die diese Alternative zunéchst einmal beinhaltet, ist, dass der Fall von mehr als einer,
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aber insgesamt nur endlich vielen Lésungen bei einem linearen Gleichungssystem nicht
auftreten kann. Anders als z.B. bei Systemen von quadratischen Gleichungen gibt es
also bei linearen Gleichungssystemen nicht den Fall, dass man genau zwei, oder genan
drei, oder genau vier ...Ldsungen hat! An der Zeilen-Stufen-Form kann man aufierdem
unmittelbar ablesen, welcher der drei Fille eintritt.

Der Fall, der fiir Anwendungen am wichtigsten ist, ist natiirlich der erste — wenn es
keine Losung gibt, so kann man mit dem Gleichungssystem in einer Anwendung nichts
anfangen (aufer der Erkenntnis, dass man eine unmogliche Situation beschrieben hat);
wenn es unendlich viele Losungen gibt, so hat man das Problem, welche von diesen die
fir die ins Auge gefasste Anwendung die “richtige” oder “beste” ist. Zur Modellierung
eines Problems, das aus einem Anwendungsgebiet kommt, taugt also ein lineares Glei-
chungssystem nur, wenn es wohlgestellt ist, d.h. genau eine Lésung hat. Der Satz iber
die Zeilen-Stufen-Form sagt uns, dass dies genau dann der Fall ist, wenn erstens n = [
ist, wenn man also ebenso viele unabhangige Gleichungen wie Unbekannte hat, und wenn
zweitens auch m = [ ist oder alle rechten Seiten d; mit j > m verschwinden. Inshesonde-
re kann ein wohlgestelltes Problem nur vorliegen, wenn man mindestens so wiele lineare
Gleichungen wie Unbekannte hat und, genaver gesagt, ebenso viele unabhingige Gleichun-
gen wie Unbekannte. Die Zetlen-Stufen-Form hat bei einem wohlgesteilten Problem die
Gestalt

c d
1 o S di mit c € R#g, d; € R,
- : - beliebigen Eintrigen *
0 A d und Nulleintrigen ()
cn T

eventuell noch mit (r+1)-gliedrigen Nullzeilen darunter. Man sagt, dass die Koeffizienten-
matrix eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonaleintrigen # 0 ist, Die Auflésung eines
Gleichungssystems dieser Form von unten nach oben ist offenbar eindeutig méglich.

Der Inkonsistenzfall kann im Prinzip tmmer eintreten, wenn das lineare Gleichungssystem
inhomogen ist, mit Ausnahme des Falls [ = m = n, bei dem man ebenso viele Gleichungen
wie Unbekannte hat und die Gleichungen alle linear unabhingig sind. In diesem letzteren
Fall hat man ja fiir jede Wahl der rechten Seiten b ein wohlgestelltes Problem. Bei einem
homogenen linearen Gleichungssystem kommt der Inkonsistenzfall dagegen nie vor; denn
es gibt ja immer die triviale Losung.

Im dritten Fall gibt uns der Satz iiber die Zeilen-Stufen-Form eine sehr viel prézisere
Information als nur Unendlichkeit der Lésungsmenge. Dieser Fall kann nur eintreten,
wenn [ < n ist, wenn man also weniger unabhingige Gleichungen als Unbekannte hat, and
dann sind n— der Unbekannten (die Nicht-Basisvariablen) beliebig als reelle Parameter
wihlbar und dazu die restlichen Unbekannten (die Basisvariablen) eindeutig berechenbar,
so dass sich jeweils ein Losungs-n-tupel ergibt. Man sagt, dass die Lésungen eine spezielle
(n—l)~parametrige lineare Schar L bilden; fiir n—{ = 1,2, 3, ... ist die Losungsmenge
L geometrisch gesprochen eine Gerade, eine Ebene, ein 3-dimensionaler Raum ... in R™.

2} Wenn man fragt, wann ein lineares Gleichungssystem Az = b mit Koceflizientenmatrix
A vom Format (m,n) fiur alle rechten Seiten b losbar ist, so lautet die Antwort:

o [Jas System Az = b ist genau dann fiir jede Vorgabe der rechten Seite b € R™ lésbar,
wenn | = m ist, wenn also alle Gleichungen des Systems unabhéngig sind; das ist
nur mdglich, wenn m <n ist, wenn man also héchstens so viele Gleichungen hat wie
Unbekannte.
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Das ist klar, weil man genau im Fall | < m ja rechte Seiten d; in der Zeilen-Stufen-Form
wihlen kann, die zu einem inkonsistenten Gleichungssystem fithren (ndmlich d; # 0 fur
ein ¢ > {) und weil man daraus durch Riickrechnen der Zeilentransformationen ein inkon-
sistentes System Az = b erhilt. Wenn man andererseits fragt, unter welchen Bedingungen
an A die Losung immer eindeutig ist, wenn sie existiert, so lautet die Antwort:

o Das System Az — b hat genau dann fiir jede Vorgabe der rechten Seile b € R™
hdchstens eine Lésung, wenn [ = n ist, wenn es also genau so viele unabhingige
Gleichungen wie Unbekannte gibt; das ist nur méglich, wenn m >n ist, wenn man
also mindestens so viele Gleichungen hat wie Unbekannte.

Dag ist klar, weil es genau im Fall I < n Nicht-Basisvariablen gibt, deren Werte im
Lasungs-n-tupel frei wihlbar sind. Die Losungsmenge zu Az = b ist {iir jede rechte Seite
b dann entweder leer oder eine unendliche (n—I)-parametrige Schar.

3) Besonders wichtig ist der Spezialfall m = n, d.h. genau so viele Gleichungen wie
Unbekannte. Dann lautet die Alternative so:

e Sind die Gleichungen linear unabhingig (I =n =m), so hat das System Az = b fir
jede rechte Seite b € R™ eine eindeutige Lisung.

e Sind die Gleichungen aber linear abhingig (I < n = m), so ist das System nicht
fiir jede rechte Seite b ldsbar und die Lisungen bilden, wenn welche existieren, eine
spezielle (n—1)-parametrige lineare Schar in R™.

4) FEin anderer wichtiger Spezialfall ist der homogene Fall, d.h. es liegt ein System
Az = 0 von m linearen Gleichungen fiir n Unbekannte vor, bei dem alle rechten Seiten Null
sind. Dann hat man stets mindestens die triviale Lisung = = (0,...,0}, also lautet die
Alternative aus 1) nun, wenn wieder [ die Zahl der unabhéngigen Gleichungen bezeichnet:

e Entweder: Fs ist [ = n, dh. es gibt ebenso viele unabhdngige Gleichungen wie
Unbekannte, und denn ist die triviele Losung die einzige Ldsung. Dieser Fall kann
nur eintreten, wenn.m = n ist, wenn man also nicht weniger homogene lineare
Gleichungen hat als Unbekannte.

o Oder: Fsistl < n, dh. es gibl weniger unabhdngige Gleichungen als Unbekannte,
und dann bilden die Losungen eine unendliche (n—l)-parametrige lineare Schar.
Dieser Fall liegt immer vor, wenn m < n ist, wenn man also insgesamt weniger
homogene lineare Gleichungen hat als Unbekannte.

5) Zwischen homogenen und inhomogenen linearen Gleichungssystemen mit derselben
Koeffizientenmatrix A besteht folgender Zusammenhang:

o Die allgemeine Ldsung des inhomogenen Systems erhilt man (wenn es dberhaupt
eine Ldsung hat), indem man zu einer speziellen Lisung die allgemeine Lisung des
homogenen Systems addiert.

Das bedeutet Folgendes: Ist z* = (z7,...,2?) irgendein Lésungs-n-tupel zu Az = b
{das ist mit einer “speziellen Losung” gemeint), so erhélt man alle Losungen dieses Glei-
chungssystems in der Form =z = z* +y = (2} -+ th,..., 2 + ¥n) (man nennt das die

komponentenweise gebildete Summe der Spaltenvektoren «* und y in R"™), wobei y ein
Lésungs-n-tupel des homogenen Gleichungssystems Ay = 0 ist. Der Beweis ist einfach:
Az =b &= Az = Ax" == a1+ ...+ Gnln = a2+ ... Fapar firi=1...m
= apl(z—2]) +.. o Fap(r, —2) =0firi=1...m < y:=(21—-2},...,2,—2))
lgst Ay=0 <= zy=a;+y;firj=1...nundeiny € R” mit Ay =0.
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6) Allgemein nennen wir eine nichtleere Menge L C R™ von n-tupeln eine k—-parametrige
lineare Schar oder Menge in R™, wenn es n affin lineare Funktionen £;(ry, ..., 7) gibt,
so dass die n-tupel (43 (ry, ..., 7%), .-, £u(r1, ..., 7)) alle Elemente der Menge L durchlau-
fen (und keine anderen), wenn die Parameter (ry, ..., 7} alle reclien k-tupel durchlaufen.
Dabei ist die Anzahl k& der Parameter durch die Menge L nicht eindeutig bestimmt, weil
man sich immer zusitzliche Parameter ryy ), 7412, ... denken kann, die in den linearen
Funktionen £; nur mit Nullkoeffizienten auftreten. Ist die Zahl & der Parameter mini-
mal, also dieselbe Menge L nicht auch als (k—1)-parametrige liceare Schar darstellbar,
so sprechen wir von einer k—dimensionalen linearen Schar. Die Dimension einer
linearen Menge ist also die minimale Zahl k& der Parameter, die erforderlich ist, um sie
als lineare Schar zu parametrisieren. Die Dimension k liegt z.B. vor, wenn wir eine spe-
zielle k-parametrige lineare Schar haben, bei der die Parameter Komponenten der
n-tupel in L sind, d.h. es ist £, (ry,...,7r) = 1, flir gewisse Zahlen §; < jo < ... < ji
in {1,...,n}. Diese Situation haben wir gerade mit &k := n — £ bei der Lésungsmenge
eines konsistenten linearen Gleichungssystems fiir n Unbekannte, wenn: die Anzahl [ der
unabhangigen Gleichungen kleiner als die der Unbekannten ist und man somit k = n—{
Nicht-Basisvariable als freie Parameter im Losungs-n-tupel wihlen kann. Mit affin linea-
ren Funktionen £;(s1,...) von weniger als & Parametern s; kann man némlich L nicht
beschreiben, weil sonst E}h(sl, =1y, h=1...k, ein fir alle Wahlen der rechten Sei-
ten 7y, 16shares System von & linearen Gleichungen fiir weniger als & Unbekannte wire, was
nach 2) unméglich ist. Wenn wir noch fiir & = 0 vereinbaren, unter einer O-dimensionalen
linearen Schar in R™ ein Teilmenge zu verstehen, die aus genau einem n~tupel besteht, so
kénnen wir also sagen:

o Die Ldsungsmenge L eines konsistenten linearen Gleichungssystems mit l unabhéngi-
gen Gleichungen fiir n Unbekannte ist eine (n—1)-dimensionale lineare Menge,

d.h. L lasst sich als (n—I)-parametrige lineare Menge in R™ beschreiben, aber nicht als
lineare Schar mit weniger als n—I Parametern. In der mathematischen Fachterminologie
nennt man eine g-dimensionale lineare Teilmenge I von R™ einen k~dimensionalen af-
finen Unterraum von R” und, wenn der Nullvektor 0 = (0,...,0) in L liegt, einfach
einen k-dimensionalen (Vektor-)Unterraum von R”. Geometrisch gesprochen han-
delt es sich dabei fiir £ = 0,1,2,3,... um einen Punkt, eine Gerade, eine Ebene, cinen
J-dimensionalen Raum, ... in R, worin im Fall eines Vektorunterraums der Ursprung
= (0,...,0) von R™ enthalten ist.

7) Der Satz tiber die Zeilen-Stufen-Form ermbglicht auch eine genaue Beschreibung der
Menge Z der konsistenten rechten Seiten zu einer gegebenen Koeffizienten —m x n—
Matrix A, d.h. der Menge der & € R™, fir die eine Losung = zu Az = b existiert.
Wenn man die Zeilenoperationen, die zu einer Zeilen-Stufen-Form fiihren, mit einem all-
gemeinen Spaitenvekior (by,..., b,,) von rechten Seiten durchfihrt, so ergeben sich die
Eintrige dyy 4, ..., dy,, der letzten Spalte der Zeilen-Stufen-Form als lineare Funktionen
von by, ..., by, in der Form dipp, = 300, cnibs, wobel die Koeffizienten ¢;,; durch die aus-
gefithrten Zeilen-Operationen bestimmt sind. Die b € B™ | fiir die Az = b losbar ist, sind
dann genau die Lésungen des linearen Gleichungssystems Cb = 0 mit der (m—I) x m—
Koeffizientenmatrix C' = (¢y;) . Da man die Zeilenoperationen wieder riickgéngig machen
kann, lasst sich das System Cb = d fiir jede rechte Seite d € R™ 6sen, also sind nach 2)
die Gleichungen dieses Systems unabhingig. Die Lésungsmenge ist daher eine unendliche
[-dimensionale lineare Schar von Spaltenvektoren b € R™ , bzw. besteht im Fall { = 0 (d.h.
A ist die Nullmatrix) nur aus der Nullspalte 0 € R™ . Eine konkrete Parametrisierung der
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konsistenten rechten Seiten b in der Gestalt &; = Zizl bidy fiir ¢ = 1...m mit Parametern
di,...,d; € R erhdlt man, wenn man mit rechten Spalten der Form (di,...,d;,0,.. 0
in der Zeilen-Stufen-Form die ausgefithrten Zeilenoperationen zuriickrechnet.

o Die konsistenten rechten Seiten fiir ein System Az = b von m linearen Gleichungen
bilden eine l-dimensionale lineare Schar Z in R™ | wobeil der Zeilenrang von A ist,
also die mazimale Zahl der unabhingigen Gleichungen. Eine lineare Parametrisie-
rung von Z mit I Parametern und ein System von m—[ unobhdingigen homogenen
linearen Gleichungen fir m Unbekannte, das Z als Ldsungsmenge hat, kann mit den
Zeilenoperationen, die zur Zeilen-Stufen-Form fihren, explizit berechnet werden.

8) Zusammen mit der Aussage aus 6), dass die Losungsmenge I zu Az = 0 eine lineare
Menge der Dimension n—I ist, ergibt sich ein fundamentaler Satz der Linearen Algebra:
Die Dimensionen von L und Z addieren sich stets zu (n—I)+{ = n. Dies ist der sogenannte

» Rangsatz: Fiir jede m x n-Matriz & addieren sich die Dimensionen des Ldsungs-
raumes L des homogenen Gleichungssystems Az = 0 und des Raumes £ der konsi-
stenten rechten Seiten fiir Az = b zur Spaltenzahl n von A.

Grob gesprochen kann man sagen, dass Az = 0 wrn'so weniger / mehr Losungen hat, je
mehr / weniger zulédssige rechte Seiten b existieren. - |

BEISPIELE (zur Zeilen-Stufen-Form und Lésung linearer Gleichungssysteme):
Zunéachst eine Vorbemerkung dartiber,

e was man zuerst tut,

wenn ein lineares Gleichungssystem vorgelegt ist: Man zéhlt zunéchst, wicviele Gleichun-
gen man hat und wieviele Unbekannte und dann schaut man auf die rechte Seite, um
festzustellen, ob das Gleichungssystem homogen ist oder nicht. Als Zweites solite man
iiberlegen, welche Informationen man aus der allgemeinen Theorie linearer Gleichungssy-
steme nun iiber das vorgelegte Gleichungssystem schon hat. Nur wenn man mindestens
so viele Unbekannte wie Gleichungen hat, ist Losbarkeit fiir jede rechte Seite zu erhoffen.
Nur wenn man hachstens so viele Unbekannte wie Gleichungen hat, kann man die Eindeu-
tigkeit der Losung erhoffen. “Erhoffen” muss hier gesagt werden, weil es nicht sicher ist.
Das Problem ist, dass die Gleichungen linear abhangig sein kénnten. Das wird bei einem
Problem aus den Anwendungen zwar kaum vorkommen, weil es im Konsistenzfall bedeu-
tet, dass man eigentlich iiberfiiissige Gleichungen aufgeschrieben hat, die aus den anderen
folgen, und im Inkonsistenzfall, dass man Gleichungen aufgeschrieben hat, die anderen
widersprechen, es ist aber {zumindest bei einem System mit mehr als zwei Gleichungen)
nicht unmittelbar durch Inspektion der Koeffizientenmatrix zu erkennen. Daher muss man
als Drittes die Zeilen-Stufen-Form herstetlen, mit der sich die Frage der Abhéngigkeit und
der Konsistenz des Gleichungssystems entscheiden und die Losung (bzw. die lineare Schar
der Losungen) auch berechnen l&sst.

1) 2z - z=
—z 42y = -2
-3z -y +2z= 2

[an]

ist ein System von 3 linearen Gleichngen fiir 3 Unbekannte z,y,z (also m = n = 3J.
Wir erwarten also, dass es genau eine Ldsung gibt — es sei denn, die drei Gleichungen
sind abhingig. (Das sieht zwar nicht so aus, muss aber noch nachgepriift werden.) Wir
stellen das Tableau der erweiterten Koeflizientenmatrix auf, wobei wir gleich die erste
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mit der zweiten Zeile vertauschen, und machen naheliegende Zeilentransformationen zur
Herstellung der Zeilen-Stufen-Form:

-1 2 0}-2 — -1

1
31 o2 272120 |
=k ®-®-30
Die anféngliche Vertauschung der beiden ersten Zeilen, also die Wahl der zweiten als
Pivot-Zeile, haben wir vorgenommen, weil so das Auftreten von Briichen bei den ersten
beiden Zeilenoperationen vermieden wird. {Es ist immer giinstig, als Pivot-Element 1 oder
—1 zu haben.) Das letzte System ist in Zeilen-Stufen-Form, wobei die Koeflizientenmatrix
obere Dreiecksgestalt mit Diagonaleintrigen 5 0 hat. Also sind die drei gegebenen linearen
Gleichungen tatsédchlich unabhéngig, und wir haben eine eindeutige Losung, die wir aus
dem letzten Tableau von unten nach oben ablesen kénnen:

2 012 o
4 —1{—4 = 0 4 -
72 8 0 0

bk = o

—32
-4
1

z=4, yz*}l(%ﬂ):(}, =242y =2.

Um die Nullen in der urspriinglichen Koeffizientenmatrix besser auszunutzen, hitten wir
auch zu Beginn die erste mit der dritten Spalte vertauschen und wie folgt rechnen kénnen,
wobei wir die Vertauschung der Variablen in der Kopfzeile festhalten:

z oy = z Yy T oy x
—1T 0 30 — 1 0 2| 0 — T 0 3 0
0 2 —1l-2 0 2 -1|-2 0 9 -1|-2
2 9.
o 1.3 o @7@+20 11, @220+ o T,

Hieraus lesen wir erneut von unten nach oben die eindeutige Losung z =2, y =0, 2 =4
ab, weil uns die Kopfzeile daran erinnert, dass die letzte Spalte nun zur Unbekannten z
gehort und die erste zu 2. (Ohne die Kopfzeile festzuhalten, hatte es hier leicht passieren
kénnen, dass man die falsche Lésung 2 = 2, y = 0, z = 4 angibt!)

2) 2 —z= 0
—r + ¥y = —2
—3x —y +2z2= 2
Gegeniiber 1) ist hier nur der Koeffizient ag, also der Koeffizient von y in der zweiten
Gleichung, von 2 auf 1 abgeindert. Wenn wir genau dieselben Zeilenoperationen wie in
1) durchfithren, wobei wir nur zu verfolgen brauchen, wie diese Anderung sich auswirkt,
so verlduft die Rechnung nun so:

2 0= Q—-@+2-Q I e -@i2@ i
-3 -1 2| 2 @-@-30 0-4 2| 8 0 0 0f ¢

Die Zeilen-Stufen-Forin enhdlt nun eine Nullzeile, d.h. von den urspriinglichen drei linea-
ren Gleichungen sind nur zwei unabhingig. (Tatsichlich sieht man jetzt — nachdem die
Abhéngigkeit festgestellt ist —, dass z.B. die erste Gleichung das (—3)-fache der Summe
von zweiter und dritter Gleichung ist.) Da auch die rechte Seite der letzten Zeile Null ist,
liegt der Konsistenzfall vor, wir kénnen die Nicht-Basisvariable z als beliebigen Parame-
ter t € R wihlen und erhalten dann y = 2(t —4) = 2t —2uwd 2 = y + 2 = 5t aus
der zweiten und ersten Gleichung des letzten Tableaus. Die allgemeine Losung ist also
die 1-dimensionale lineare Schar (z,y,2) = (3¢,3t—2,t) (¢ € R), die geometrisch eine
Gerade im 3-dimensionalen Zahlenraum R® beschreibt.
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Wenn wir wie in 1) zuerst die Variablen z und z vertauschen, so liefert die Rechrung

z oy T z oy =z 2y =z

=T 0 210 =T 0 2] 0 “T 0 2[0
0112 g 3leq@ 0 1712 ®-o+@ O 1-12
2-1-3 2 0-1 1] 2 0 0 o 0

nun die allgemeine Losung & = 7, y = r — 2, z = 2¢ = 2r und damit eine andere
1-Parameter-Darstellung derselben Ldsungsmenge (z,y,z) = (r,r—2,2r) (r € R).

Es gibt immer unendlich viele verschiedene solche linearen Parameterdarstellungen dersel-
ben unendlichen Lésungsmenge; die Anzahl der auftretenden Parameter ist aber dieselbe
— kleinstmégliche —, wenn man die Parameterdarstellungen wie hier aus einer Zeilen-
Stufen-Form mit Wahl der Nicht-Basisvariablen als Parameter ausrechnet., Man kann als
Parameter auch die Variable y = s wahlen und die allgemeine Lésung damit in der Form
(z,4,2) = (s + 2,825 +4) (s € R) darstellen. Nach Spaltenvertauschungen ergibt sich
nicht immer, wie hier, die Zeilen-Stufen-Form mit genau denselben Stufenléngen. Die An-
zahl I der Stufen ist aber stets dieselbe, weil diese ja nur von der Losungsmenge abhingt.
(n—1) ist ja die Dimension der Losungsmenge im konsistenten Fall, also die erforderliche
Mindestzahl von Parametern in einer linearen Parameterdarstellung der Losungsmenge.

3) Wir bleiben bei dem Gleichungssystem 2), &ndern aber die rechte Seite ab:

2z —z= 0
- + ¥ =-1
-3z -y +22= 2

Wenn wir genau dieselben Zeilenoperationen wie in 1) durchfithren, wobei wir wieder nur
zu verfolgen brauchen, wie diese Anderung sich auswirkt, so ergibt sich nun:

-1 1 0f-1 —_— -1 1 Q-1 -1

— -1 1 0
2 0-10 g g 0 0 2742 go@gize 0 2712
31 2 2§ @G-34 04 2 8 00 0] 4

Die letzte Gleichung hat lauter Nullkoeffizienten, aber rechte Seite # 0, also liegt der
Inkonsistenzfall vor, das Gleichungssystem hat keine Losung. Dasselbe Ergebnis hitten
wir auch fir jede andere rechte Seite als —2 in der zweiten Gleichung (entspricht der
ersten Zeile des Tableaus) erhalten, wenn wir die rechten Seiten in den anderen Gleichun-
gen beibehalten. Fiihren wir die Rechnung mit allgemeinen rechten Seiten by, by, b3 in den
urspriinglichen Gleichungen durch, so verlduft sie so:

-1 1 0fh -1 1 Qlb
Lot 0 2 —1|b+2b = 0 2 —1|b;+2bs
0 —4 21bg—3by 0 0 0i2b+b; + g

Der Konsistenzfall liegt also genau dann vor, wenn 2b; + by + b3 = 0 ist, und diese Glei-
chung beschreibt die konsistenten rechten Seiten fir das betrachtete Gleichungssystem.
Wenn wir andererseits im letzten Tableau als rechte Seite (r, s, 0) einsetzen und die Zei-
lentransformationen zuriickrechnen, so bekommen wir:

-1 1 0Olr -1 1 0} r -1 1 0| r
0 2—-1is = 0 2 -1 s L= 2 0 -1 -2r+s
0 0 0|0 0—4 2

—2s -3 =1 2| 3r-2s
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In dieser Weise haben wir aus der Zeilen-Stufen-Form sowohl eine Beschreibung durch

eine lineare Gleichung
Z = {(by, by, bs) € R®: 2by + by + by = 0}

als auch eine lineare 2-parametrige Darstellung
Z = {(s=2r, 7, 3r—2s) : 1,5 € R}

fiir die Menge Z der konsistenten rechten Seiten des Gleichungssystems hergeleitet, also
fiar

bi 2% - & = bl
Z = by | © —xz + oy =b; hat eine Ldsung
bs =3 — Yy +2z = by '

Die Menge Z ist hier eine Ebene im Raum R? aller mdglichen rechten Seiten (&, by, b4) .
Wenn wir also eine rechte Seite zufallig wahlen oder eine konsistente rechte Seite wie
(0, -2,2) in zufilliger Weise storen, so ist die Wahrscheinlichkeit daftr, dass wir ein
lgsbares Gleichungssystem erhalten, gleich Null. Das ist immer so, wenn ein lineares Glei-
chungssystem nicht fiir jede rechte Seite geltst werden kann,

4) dw =2y + z=2
T -2z =3

Hier haben wir ein System von 2 linearen Gleichungen fiir 3 Unbekannte z,y,z (also
m = 2,n = 3). Da es weniger Gleichungen als Unbekannte sind, wissen wir von vor-
neherein, dass es keine eindeutige Lisung haben kann, sondern entweder gar keine oder
eine unendliche Schar von Losungen. Der Inkonsistenzfall kann nur vorliegen, wenn die
Gleichungen abhéngig sind. Bei nur zwei Gleichungen wie hier kann man das “mit blofem
Auge” erkennen: Abhingigkeit liegt genau dann vor, wenn man die Koeffizienten der einen
Gleichung durch Multiplikation der Koeffizienten der anderen Gleichung mit demselben
Faktor erhalt —, was hier offenbar nicht geht. Also gibt es fiir jede rechte Seite eine 1-
dimensionale lineare Schar von Lésungen. Die Zeilen-Stufen-Form bestatigt das:

1] 2 — 1 0-2[3 = 10
0 -2|3 OR0) 3-9 1|2 @—-2-3-0 0 —2

(Der erste Schritt vermeidet Briiche.) Die Nicht-Basisvariable ist hier z, und wenn wir
diese als beliebigen Parameter z = ¢ wihlen, so ergibt sich y = (72 +7) = Z(t + 1) aus
der unteren Gleichung und = = 2z +3 = 2t + 3 aus der oberen. Die Lisungsmenge ist also

L = {{z,y,2) e R® : 2 =2t+3, y:%(erl), z=1 furein te R} .

Dies ist eine Gerade im 3-dimensionalen Raum R®. Geometrisch kann man das so verste-
hen: Jede der beiden linearen Gleichungen beschreibt eine Ebene in R®, und die Lésungs-
menge des Gleichungssystems ist der Durchschnitt der beiden Ebenen. Die Unabhingig-
keit der Gleichungen bedeutet, dass die beiden Ebenen nicht zusammenfallen oder parallel
sind; daher ist der Durchschnitt eine Gerade. Wiren die beiden Gleichungen aber linear
abhéingig, so hitten wir (wenn die Koeffizientenmatrix keine Nullzeile enthilt) entweder
zwei verschiedene parallele Ebenen und damit einen leeren Durchschnitt (Inkonsistenz-
fall, keine Losung), oder zwei gleiche Ebenen und damit auch eine Ebene als Durchschnitt
(Konsistenzfall, 2-dimensionale lineare Lsungsmenge).

-2 3
=7

Die obige Rechnung war nicht die einfachste, die zur Lésung des gegebenen Gleichungssy-
stems fihrt. Da die zweite Gleichung einen Nullkoefizienten hat, fithrt hier ndmlich eine
Spaltenvertauschung direkt zu einer Zeilen-Stufen-Form:
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Ty oz y r oz
3 -2 1|2 — -2 3 1|2
1 O "”2_?’, 0o 1 —2_@_

Auch hier ist z die Nicht-Basisvariable, und wir erhalten dieselbe Parameterdarstellung
der Losung wie zuvor. Aber wir kénnen auch eine andere Variable zur Nicht-Basisvariablen
und damit zum Parameter einer Parameterdarstellung machen:

r oy oz z Yy =z z Yy z

3-2 12 e i-2 3[2 = 1-2 3[2
1023 —2 0 1|3 @-@+20 04 7|7
Hier ist jetzt a Nicht~Basisva1iable und wir erhalten fiir L die Parameterdarstellung = = r,
y=2(r—1), z= %7’ — = Auch y konnen wir zur Nicht-Basisvariablen machen, was che
Parameterdarstellung :t: = s +1l,y=3s 2= -.F-,.s — 1 Hir L ergibt. Nasiirlich kann man

die Parameterdarsteﬂungen auch d1re1~:t memander umrechnen, indem man v 1= 2t 4 3
oder s := %(tw}) setzt. Grundsétzlich lassen sich bei zwei unabhéngigen Gleichungen alle
Unbekannten zur Nicht-Basisvariablen machen, fiir die nach Streichung der zugehérigen
Koeffizientenspalte inmer noch ein Systein von zwei unabhéngigen linearen Gleichungen
fiir eine Unbekannte weniger verbleibt.

5) QT+ ... F e, =b

ist eine lineare Gleichung (m = 1) fir n Unbekannte. Dieses System hat schon Zeilen-
Stufen-Form, und zwar mit einer Stufe, wenn ein Koefflzient a; # 0 ist (und mit Nuli
Stufen sonst). Man kann mit Variablenvertauschung dann diesen Koeffizienten an die
vorderste Position bringen, was die anderen Unbekannten zu Nicht-Basisvariablen macht.
Wéhlt man diese als beliebige reelle ?arameter etwa T =1, ..., T 1 =15, Tia =1,
&y = t,_1, S0 ergibt sich z; = (b — gty — —a;_ 1tj 1 Gipity = — a,t,. 1)
und damit eine (n—1)-parametrige ]Sarstelhmg der Losungsmenge. Je nach Wakl des
Koeffizienten a; # 0 bekommt man so unterschiedliche Parameterdarstellungen der (n—1)-
dimensionalen Losungsmenge (und auf den ersten Blick ist nicht zu erkennen, dass solche
verschiedenen Parameterdarstellungen tatséchlich dieselbe Menge beschreiben). Sind alle
Koeffizienten Null und auch die rechie Seite, so ist die Losungsmenge natiirlich der ganze
Raum R™, d.h. man kann alle n Unbekannten als beliebige reelle Parameter wéhlen und
erhélt stets eine Lisung. Sindalle Koeflizienten Null, aber b £ 0, so liegt Inkonsistenz vor.

6) Wir betrachten ein allgemeines Systemn von 2 linearen Gleichungen fiir 2 Unbekannte:

ar + by = by
cx + dy = by
Die méglichen Zeilen-Stufen-Formen sind
0 (51
09

0q k(% I * 0 0%

0 cofx 0 0Of= % 0 0f=
mit ¢; # 0, cg £ 0 und irgendwelchen Eintragen “«”. Die erste oder zweite Form ergibt
sich, wenn a # (} ist, dann ¢y = e und ¢ = %(ad - be), oder wenn ¢ # 0 ist, dahn ¢ = ¢
und c; = —«%(ad — be); je nachdem ob ad — be # 0 ist oder nicht, hat man die erste oder

zweite Form. Im Fall ¢ = 0 == c und b # 0 oder d # O ergibt sich die dritte Form, bei
6= b= c=d=0 die vierte.

Hier wird erneut die Bedeutung der Determinante ad —be der Koeffizientenmatrix deut-
lich, die wir schon frither diskutiert haben: Genau wenn die Determinante von Null ver-
schieden ist, ist das Problem fiir jede rechte Seite wohigestellt, also eindeutig losbar.
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Andernfalls existiert entweder keine Losung, namlich wenn die Koeflizienten in einer Zei-
le der Zeilen-Stufen-Form Null sind, der zugehorige letzte Eintrag » aber nicht, oder es
existiert eine unendliche Lésungsmenge, die sich als 1-dimensionale lineare Menge para-
metrisieren lisst im Fall der Zeilen-Stufen-Formen zwei oder drei, oder die alle (z,y) € R?
enthalt im Fall der letzten Form mit Nulleintrdgen auch in der letzten Spalte.

7) Als Beispiel fir das Auftreten linearer Gleichungssysteme in tkonomischem Problem-
stellungen betrachten wir folgenden gerichteten und bewerteten Graphen, der eine (z.B.
chemische) Produktion mit Verflechtung beschreibt:

Qe

A
Nz

Wir haben schon erklart, welche Information in einem solchen “Gozintographen” codiert
ist: Bin Pfeil (i) = @ bedeutet, dass fir die Produktion einer Mengeneinheit {ME)
des Produkts (J) genau » Mengeneinheiten des Vorprodukts @ benotigt werden. Vom
Endprodukt (6) sind 100 ME an den Markt zu liefern.

©

Gesucht sind hier natirlich die Qutputs z; , ..., 24 (in ME) der Produkte@ e ,@, die
hergestellt werden miissen, damit die Lieferung erfolgen kann. Wenn wir annehmen, dass
ohne Uberschuss produziert, von jedem Produkt also nur die benstigte Menge hergestellt
werden soll, so kénnen wir ein lineares Gleichungssystem fiir die Produktion wie
folgt aufstellen: Fir jeden Knoten @ bestimmt man alle von dort ausgehenden Pfeile
@ it @ mit ihren Bewertungen ry; . Fir die Produktion von z; Einheiten des Produkts
Nummer @ werden ri;2; Einheiten des Vorprodukts @ benétigt. Die Summe dieser
Werte iiber alle von @ ausgehenden Pfeile ist also die von (i) insgesamt bendtigte
Menge, und diese Summe setzt man = x; , weil ja von dem Produkt 6 nicht mehr als nétig
hergestellt werden soll. Fiir den obigen Graphen gibt das folgendes Gleichungssystem:

21'4 + 5586 + 21‘3 + Lo = Xy
73?6 +3.T5 = I'9

Ty + 2xg +305 = 23

005331 +3$5 =z Ly

005.’21 +45U5 = X5

100 = zg

Die letzte Gleichung beschreibt, dass 100 ME des Endprodukts an den Markt zu lie-
fern sind. Andere Unbekannte als x4 treten in dieser letzten Gleichung nicht auf, weil
hier im Produktionsablauf kein Anteil des Endprodukts fiir die Produktion eines Vor-
produkts bendtigt wird (was im Prinzip, bei biotechnologischen oder chemischen Produk-
tionsabléufen, durchaus auch vorkommen kann). Wenn wir das System nach Unbekannten
sortieren, so ergibt sich folgendes Tableau:
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1-1-2-2 050
0 1 0 0-3-70
0 0 1-1-3-2{0
-0.05 0 0 1 0-30
-~0.05 0 0 0 1-40
0 0 0 0 0 1J100

Die Eintrdge “1” auf der Diagonalen hat man offenbar immer, wenn der Verflechtungs-
graph keine Schleifen hat (keine Pfeile von @ nach @ ). AuBerdem hat das entstehende
Gleichungssystem immer gleich viele Gleichungen wie Unbekanute, eben fiir jedes be-
teiligte Vor-, Zwischen- oder Endprodukt eine Gleichung. Man kann also hoffen, dass
es eine eindeutige Losung gibt. Im vorliegenden Fall hat die Koeffizientenmatrix schon
nahezu Dreiecksgestalt. Die Herstellung der Zeilen-Stufen-Form ist daher mif wenigen
Zeilenoperationen moglich: Man addiert die zweite und das Doppelte der dritten Zeile
zur ersten, subtrahiert die fiinfte von der vierten, addiert dann das Vierfache der vierten
gur ersten Zeile und schliefilich das 0.05-fache der ersten zur fiinften. Resultat ist das
Dreiecks-Tableau

1 0 0 0 —13 12/ 0
0 1 0 0 -3 -70
0 0 1 -1 -3 —20
0 0 0 1 -1 10
0 0 0 0 035-46/0
0 0 0 0 0 1]100

mit der eindeutigen Losung zs = 100, z5 = (4.6/.35)ze ~ 1314.29, z4 — r5—12¢ = 1214.29,
Ty = $4+3$5 "{ﬁ2$5 ~ 535714, Lo = 31‘5%7.‘35 a2 4642.87 und T1 — 13$5+12$5 ~ 18285.71
(jeweils Mengeneinheiten).

Wir schlieBen noch einige Beobachtungen an: Dass die Koeflizientenmatrix in diesem
Beispiel schon nahezu Dreiecksgestalt hat, liegt natiirlich daran, dass hier nur wenige
Zwischenprodukte in die Herstellung der eigenen Vorprodukste eingehen. Bei einfachen
Produktionsabldufen kommt so etwas tiberhaupt nicht vor, und dann hat man schon
direkt Dreiecksgestalt der Koeffizientenmatrix. Es gibt aber in der Realitét noch sehr viel
kompliziertere Produktionsverflechtungen als die hier behandelte. Auch konnen durchaus
Schleifen vorkommen, d.h. ein Teil eines End- oder Zwischenprodukts wird zur Herstellung
des Produkts selbst benétigt. (Fiir den Produktionsbeginn muss man sich diesen Teil dann
natiirlich zunéchst “leihen” und kann ihn am Ende wieder zurtickgeben.)

Obwohl sich stets ein lineares Gleichungssystem mit ebenso vielen Unbekannten wie Glei-
chungen ergibt, ist dessen eindeutige Losbarkeit fir beliebig ausgedachte Produktions-
pline keineswegs garantiert. Aus der allgemeinen Theorie wissen wir, dass eindeutige
Losbarkeit genau dann vorliegt, wenn das homogene System nur die triviale Losung hat.
Andernfalls gédbe es einen Produktionsablauf, bei dem alle produzierten Mengen fiir die
Produktion selbst wieder verbraucht werden. Eine solche Situation liegt z.B. vor, wenn

man zwei Produkte hat und den Produktionsplan @ ER @ Sowie@ 4 @ , d.h. fiir die
Produktion einer ME des einen wird jeweils eine ME des anderen Produkts benstigt. Der-
artiges ist natiirlich tkonomisch unsinnig, und das entsprechende inhomogene Gleichungs-
system ist niemals 16sbar, d.h. Produktion unter Abgabe einer nichtleeren Produktmenge
an den Markt ist nicht moglich.
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Bedenken muss man auch, dass nur Lésungen mit positiven Werten der QOuipuls x; dko-
nomisch sinnvoll sind. Selbst wenn eine eindeutige Losung existiert, so braucht diese
Positivitdtsbedingung nicht erfillt zu sein. Eine solche Situation liegt z.B. vor, wenn fiir
die Produktion einer ME des Vorprodukts @ von einem spéteren Produkt @ mehr Ein-
heiten gebraucht werden, als mit einer ME von @ iiberhaupt produziert werden kann,
also z.B. bei einer Schleife mit Bewertung > 1 oder bei einem Produktionsplan @ EN @
sowie @ N @ Das entsprechende Gleichungssystem z; — 2o = by, 25 — 221 = by
hat dann zwar flr alle rechten Seiten b, b, eine eindeutige Lisung, aber fixr & > 0
und by > 0 niemals eine Lisung mit positiver Komponente z; oder 23 (denn es folgt ja
Ty = Tp by > 20 = 23y 4 by > 21). Okonomisch ist ein derartiger Produktionsplan
natiirlich von vorneherein unsinnig, aber bei einem komplizierten Produktionsverflech-
tungsgraphen ist nicht ohne weiteres zu erkennen, ob die beschriebene Produktionssitua-
tion sinnvoll ist und tatsichlich zur Produktion von Mengen fiihrt, die an den Markt
abgegeben werden konnen und nicht intern im Produktionsablauf verbraucht werden.

Es ist nicht nur fiir die hier betrachtete, sondern auch fiir diverse andere ékonomische
Problemstellungen eine wichtige und mathematisch gesehen auch interessante Frage, wie
eine quadratische Koeffizientenmatrix beschaffen sein muss, damit das zugehdrige System
von n linearen Gleichungen fiir n Unbekannte bei jeder Wahl von nichtnegativen rechten
Seiten (Mengen, die an den Markt gehen sollen), die nicht alle Null sind, eine eindeu-
tige Losung mit lauter positiven Komponenten hat. Man nennt derartige quadratische
Koeflizientenmatrizen invers positive Matrizen. Matrizen mit positive Eintrigen auf der
Diagonalen und nichtpositiven Eintrigen von geniigend kleinem Betrag sonst haben z.B.
diese Figenschaft. Die weitere Diskussion wiirde hier aber zu weit fithren (s. 3.4). Fir
tkonomische Anwendungen wie oben kann man einfach das Gleichungssystem aufstellen,
durch Herstellung der Zeilenstufen-Form feststellen, ob es eine eindeutige Losung gibt,
und durch Berechnung der Losung dann iiberpriifen, ob diese Losung auch positive Kom-
ponenten hat. Wenn ja, so hat man eine eindeutige 8konomisch sinnvolle Lésung; wenn
nicht, so weif man, dass die gestellie Aufgabe keine skonomisch sinnvolle Lasung hat.

8) Noch ein 8konomisches Beispiel, die Innerbetriebliche Leistungsverrechnung:
Hier geht es darum, innerbetriebliche Vorleistungen an Teilbetriebe angemessen mit fik-
tiven Preisen zu bewerten, damit die Selbstkosten und die Rentabilitit der Teilbetriebe
ermittelt werden kénnen. Man unterscheidet primdre Kosten, die den Betriebsteilen / Ko-
stenstellen direkt entstehen (Lishne, Materialkosten, Abschreibungen,...), und sekundire
Kosten, das sind die fiktiven Kosten von unentgeltlich gewshrten innerbetrieblichen Lei-
stungen (Vorprodukte, Energie, Wartungs- und Reparaturarbeiten, ...). Zur Erfassung
der tatséchlichen Kosten eines Teilbetriebs sind dessen priméren Kosten die mit angemes-
senen Verrechnungspreisen bewerteten Leistungen hinzuzurechnen, die ihm von anderen
Betriebsteilen gewihrt werden; die so ermittelten Kosten sind als Verrechungskosten zu bi-
lanzieren. Ebenso miissen natiirlich die von dem Teilbetrieb an andere Betriebsteile bzw.
an den Gesamtbetrieb abgegebenen Leistungen mit angemessenen Verrechnungspreisen
bewertet werden, wenn die Rentabilitét des Teilbetriebs beurteilt werden soll.

Das Problem ist, dass die angemessenen Verrechnungspreise fiir die Leistungen eines Teil-
betriebs nicht nur von dessen primédren Kosten abhéngen, sondern auch von dessen se-
kundiren Kosten, also von den Verrechnungspreisen fiir die von anderen Betriebsteilen
empfangenen Leistungen. Man kann daher die “richtigen” Verrechnungspreise nicht sepa-
rat fiir jede einzelne Kostenstelle im Betrieb bestimmen, sondern nur simultan fiir alle
Betriebsteile gemeinsam. Dies wird auf ein lineares Gleichungssystem fiihren.
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Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass es n Teilbetriebe @ v @ gibt, die an
den Betrieb jeweils Leistungen einer einzigen Art abgeben und mit Verrechnungsprei-
sen P1, ..., P, (Geldeinheiten pro Leistungseinheit) bewertet werden soilen. Die interne
Leistungsbilanz kann dann z.B. durch einen bewerteten gerichteten Graphen wie in 7)
dargestelit werden, wobe ein Pfeil @ X @ bedeutet, dass a;; Leistungseinheiten von
@' an @ abgegeben werden. Eine andere Maglichkeit ist die Darstellung durch eine Ver-
flechtungsmatriz (a;;), wobei ein Nulleintrag a;; bedeutet, dass von @ keine Leistung
an abgegeben wird, und ein Diagonaleintrag a; ¢ 0 die von @ selbst verbrauchte
Eigenleistung angibt (das entspricht einer Schleife im Verflechtungsgraphen). Wir haben
das schon frither diskutiert. Weitere relevante Daten sind hier noch die bei der Stelle @
anfallenden priméren Kosten k; (Geldeinheiten) und die von @ an den Betrieb insge-
samt gelieferte Leistung !; (Leistungseinheiten). Der Geldwert dieser erbrachten Leistung
ist dann mit {;p; anzusetzen, der Wert der von @ an @ abgegebenen Leistung mit «;;p;,
die gesamten Kosten des Teilbetriebs@ also mit k;+anpi +eope+. . .+ 0P, . Wenn man
davon ausgeht, dass Teilbetriebe nicht Gewinne auf Kosten anderer Teilbetriebe machen
sollen, so wird man postulieren, dass fiir jeden Teilbetrieb @ gilt:

Wert der von @ an den } _ {Summe der bei @ anfallenden

Betrieb erbrachten Leistung priméren und sekundiren Kosten,

d.h. in Formeln
Lp: = ki + oy + appe + oo+ aip, filr i=1...n.

Dies ist das angekiindigte Gleichungssystem. Nach Sortieren der Variablen erhalten wir

das folgende lineare Gleichungssystem fiir die Verrechnungspreise p;, ..., p,:
{li—an)m = QP ... = Q1aPn = ki
—anpy +H(ls—ax)p: — ... — QpnPp = Ky
—On1P1 = QpoPo — ... +(lﬂ_ann)pn - k'n,

{Zur Erinnerung: a;; ist die von Betriebsteil @ an @ abgegebene Leistung, k; sind die
priméren Kosten bej @ , 1; ist die von @ an den Gesamtbetrieb abgegebene Leistung.)

Die Koeffizienten-n x n—Matrix dieses Gleichungssystems hat positive Diagonaleintrige
{(l; > a;;, sonst wirde der Teilbetrieb @ ja mehr Leistung verbrauchen als er erbringt)
und hat ansonsten nichtpositive Fintrége. Diese Struktur ist typisch fiir invers positive
Matrizen, wie wir in 7) schon erwihnt haben, d.h. man kann erwarten, dass bei positiven
rechten Seiten k; > 0 wie hier genau eine Losung (p:, ..., p,) existiert, die zudem lauter
positive Komponenten p; > 0 hat, also 6konomisch sinnvoll ist. (Es gibt aber auch interne
Leistungsbilanzen, die auf ein Gleichungssystem fiir die Verrechnungspreise fihren, das
keine eindeutige Lsung mit positiven Komponenten besitzt. Das ist dann ein Hinweis
darauf, dass bel einem solchen Ablauf etwas Skonomisch Unsinniges passiert, z.B. dass
ein Teilbetrieb bei jeder Wahl der Verrechnungspreise mehr Kosten verursacht, als seine
abgegebene Leistung wert ist.) Hat man die Verrechnungspreise durch Lésung des Glei-
chungssystems bestimmt und sind sie konomisch sinnvoll (positiv, eindeutig bestimmt),
so kann man anschlieflend auch noch die Kosten der Betriebsteile, die keine Leistungen
an den Belrieb abgeben, sondern nur Leistungen von Betriebsteilen empfangen, als deren
primére plus sekundére Kosten berechnen. :
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Fin konkretes Beispiel (nach Tietze, §9.2): In einem Unternehmen gibt es vier Hilfs-
kostenstellen yee ,@, die an sich gegenseitig und an drei Hauptkostenstellen ,
, Leistungen erbringen. Die Hauptkostenstellen liefern ihre Leistungen an den Markt
und nicht an irgendwelche Betriebsteile. Die Leistungsbilanz sieht wie folgt aus:

L] @ | @ | @ |« Licferant Primirkosten | Gesamtleisung
()| 10| 40| 100| 80 @ 2020 400
@ 30| 10] 80| 20 @) 3700 600
@ 40| 50| ol 20 (3 1960 580
@ || 50100 40| 30 @ 7700 800
80 | 100 | 180 | 250 15200 —
90 | 150 | 150 | 200 21000 —
100 | 150 | 30 | 200 45000 e

i Empféanger

Diese Tabellen geben die relevanten Daten zur Leistungsbilanz an; die Fintrage in der
letzten Spalte der zweiten Tabelle sind die Spaltensumimen der Eintrége in der ersten
Tabelle. Das lineare Gleichungssystem fiir die unbekannten Verrechnungspreise, welche die
vorn @ o ,@ abgegebenen Leistungen bewerten sollen, hat hier das folgende Tableau:

390 —40 -100 -80| 2020
—-30 590 —80 —-20]| 3700
—40 =50 580 20| 1960
-~50 —100 40 770 | 7700

Zur Herstellung der Zeilen-Stufen-Form dividiere alle Zeilen durch 10, vertausche die erste
mit der vierten und die zweite mit der dritten Zeile, addiere dann geeignete Vielfache der
(neuen) ersten Zeile zur zweiten, dritten und vierten Zeile, um Nullen in den Positionen
2, 3und 4 der ersten Spalte zu erzeugen, sodann addiere Vielfache der zweiten zur dritten
und vierten Zeile, um auch in der zweiten Spalte Nullen in den Positionen 3 und 4 zu
erzeugen, schlieflich erzeuge noch eine Null in Position 4 der dritten Spalte und addiere
die vorherige vierte Zeile zur dritten, um diese noch zu vereinfachen. Das Resultat ist —
wenn wir korrekt gerechnet haben — folgendes Tableau in Dreiecksgestalt:

~5 —10 —4 77 770
0 3 61.2 —63.6 —420
0 0 300 184 3736
0 0 0 483.59 ... | 3765.43...

mit der von unten nach oben eindeutig zu berechnenden Lésung p. & 11.92, ps =2 5.14,
Py A 787, py & 975 (jeweils Geldeinheiten pro Leistungseinheit). Damit sind die Ver-
rechnungspreise bestimmt, und das Ergebnis ist auch konomisch sinnvoll, da alle p;
positiv sind. Mit diesen Verrechnungspreisen sind nun die Kosten aller Betriebsteile bere-
chenbar. Fur die Hilfskostenstelle é zum Beispiel sind die Kosten 2020 (Primérkosten)
+10p1 +40p2+100p3 +80p, (sekundére Kosten) & 3899.90 Geldeinheiten; fiir die Hauptko-
stenstelle [3] sind es 45000 (Primarkosten) +100p; +150ps+30pa+200p4 (Sekundérkosten)
~ 49693.70 Geldeinheiten insgesamt. L
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Die obigen Beispiele fiir das Auftreten linearer Gleichungssysteme bei 6konomischen Fra-
gestellungen waren noch sehr einfach gehalten. In der Praxis kann man es mit sehr viel
mehr Unbekannten und sehr viel mehr linearen Gleichungen zu tun haben. Was die Theorie
angeht, ist das kein prinzipieller Unterschied: Die Zeilen—Stufen-Matrix ist dann eben auch
sehr groB. Fiir die konkrete Berechnung der Lésungen ist aber die Herstellung der Zeilen—
Stufen-Form, also die Ausfithrung des Eliminationsverfahrens, ab einer gewissen Grife
von Hand kaum noch durchzufiihren. Natiirlich gibt es fiir solche Falle Rechenprogramme
zum Léssen linearer Gleichungssysteme. Bei sehr grofen linearen Gleichungssystemen (mit
mehr als 100 Unbekannten und Gleichungen etwa) ist aber auch fiir Computer die exakte
Ausfithrung des Eliminationsverfahrens zu aufwendig. Man benutzt dann numerische Ver-
fahren, welche die Losung niherungsweise mit akzeptabler Genauigkeit berechnen. Solche
Verfahren kénnen allerdings nur befriedigend funktionieren, wenm ein wohlgestellies Pro-
blem vorliegt, also eine eindeutige Lésung existiert. (Wenn es keine Losung gibt, kann
auch ein numerisches Verfahren keine berechnen; gibt es aber viele Lésungen, so wird das
Verfahren das Problem haben, welche davon es berechnen soll.}

Wir wollen nun noch eine “Verbesserung” der Zeilen—Stufen—Form besprechen, die niitz-
lich ist wenn man Gleichungssysteme mit derselben Koeffizientenmatriz fiir mehrere rechie
Spaltenvektoren zu losen hat. Man denke z.B. an einen Produkticnsplan wie im vorange-
gangenen Beispiel 7), der fiir unterschiedliche Produktlieferungen an den Markt durchge-
rechnet werden soll. In solchen Fallen ist es zweckmiBig, die Koeffizientenmatrix gleich
um alle Spalten von interessierenden rechten Seiten zu erweitern und diese Spalten bei
der Herstellung der Zeilen-Stufen-Form mit den Zeilentransformationen mit umzuformen.
Man betrachtet also dann erweiterte Koeffizientenmatrizen der Form

17 iz ... fin bl 1 ... 1
@1 Goz ... Oz | Do o ... 2
Al Q2 -0 Omn bm Cop «ov Zm

und kann nach Erreichen der Zeilen-Stufen-Form fiir die Keeffizientenmatrix (a,;) dann die
Losungen fiir jede einbezogene Spalte von rechten Seiten von unten nach oben berechnen,
ohne fiir jede einzelne Spalte das ganze Eliminationsverfahren von vorne beginnen zu
mussen.

Hat man allerdings fiir sehr viele rechte Spalten zu lgsen (fiir mehr als min{m,n) Stiick),
so gibt es eine bessere Methode. Mit etwas mehr Rechenaufwand kann man némlich die
Zeilen-Stufen-Form noch so vereinfachen, dass sich die Auflésung des Gleichungssystems
von unten nach oben chne jede Rechnung ergibt. Man muss dazu nur bemerken, dass man
durch weitere Zeilenoperationen auch iber den “Stufenanfingen” Nulleintrige erzeugen
kann. Danach steht in den Spalten, die den Basisvariablen entsprechen, jeweils nur noch
ein Eintrag +# 0, und indem man die entsprechende Zeile durch diesen Eintrag dividiert,
erreicht man, dass sein Wert 1 ist. Vertauscht man schlieflich noch die Spalten so, dass
die Spalten der Basisvariablen zuerst kommen, so hat man folgendes Frgebnis:

138
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SATZ (kanonische Zeilen-Stufen-Form):

(i) Durch zuldssige Zeilentransformationen kann die erweiterte Koeffizientenmatriz (A|b)
eines Systems von m linearen Gleichungen fiir n Unbekannte stets auf eine Zeilen-Stufen-
Form gebracht werden, in der die zu den Buasisvariablen gehdrenden Spalten kanonische
Einheitsvektoren sind. Durch zusdtzliche Spaltenvertauschungen in der Koeffizientenma-
triz, welche die Bastsvariablen-Spaiten nach vorne bringen, kann diese Matriz also in
Jolgende sog. kanonische Zeilen-Stufen-Form gebracht werden:

( 0l min(m,n) die

{ 1 d maximale Zahl der un-
] 10 * dz abhéngigen Gleichungen,
: dy,...,d, €R, beliebige
0 1 d reelle Eintrage im Recht-
driy eck “*” und Nulleintrige
il 0 0 : in den mit “()” gekenn-
d zeichneten Dreiecken und

o g o Rechtecken) .

1 n—{

(it) Wenn eine der rechien Seiten di, ..., d,, von Null verschieden ist, so ist das Glei-

chungssystem inkonsistent. Andernfalls erhdlt man die Ldsungen, indem man die Nichi-
basisvariablen, die nach den in (i) vorgenommenen Spaltenvertauschungen den Spalten
mil Nummern I4-1,... n entsprechen, als beliebige reelle Parameter wihlt, und die Werle
der Basisvariablen, die dann den Spalten mit Nummern 1,. ..l zugeordnet sind, aus den
ersten | Gleichungen direkt entnimmt (ohne das System in Zetlen-Stufen-Form von unten
nach oben auflésen zu miissen).

(ili) Bei vorgegebener Zuordnung der Unbekannten zu den Koeffizientenspalten sind Form
und Fintrige der Koeffizientenmetriz in der kanonischen Zeilen-Stufen-Form eindeutig
bestimmi durch die Lisungsmenge des homogenen Gleichungssystems Az = 0. Im Konsi-
stenzfall sind auch die Fintrdge d; der rechten Seite eindeutig bestimmt durch die Lisungs-
menge des inhomogenen Systems Ar = 5. [ |

Dabei heifit ein Spalienvektor (oder ein m-tupel) in R™ ein kanonischer Einheitsvektor

oder ein kanonischer Basisvektor, wenn er genau einen Eintrag 1 hat und sonst lauter
" Eintrége 0. Befindet sich die eingetragene 1 an der i-ten Position, so schreiben wir dafiir
{oder fiir den entsprechenden m-gliedrigen Spaltenvektor)

e :=(0,...,0,1,0,...,0) € R™,
\—w—/ \—\,.—/

i—1 m—i—1

und man nennt €1, €z ,...,€, die kanonische Basis des m-dimensionalen Zahlenraums
R™. (Wenn ndétig, so muss man die Gliederzahl der kanonischen Basisvektoren in der
Notation kenntlich machen, indem man z.B. genauer ez(-m) fiir die kanonischen Basisvekto-
ren in R™ schreibt.) In der Literatur zur Mathematik fiir die Wirtschaftswissenschaften
findet sich auch die Bezeichnung “Einheitsvektor” fir die kanonischen Einheitsvektoren.
Das ist aber nicht korrekt, weil man unter einem Einheitsvektor aligemein einen Vek-
tor der Linge 1 versteht, und davon gibt es viel mehr als nur die ganz speziellen ka-
nonischen Basisvekioren. Zum Beispiel sind auch (—1,0,...,0), (i%,i%,o,...,{)),
(+3, :I:%7 :i:%, :i:—%—, 0,...,0),... Einheitsvektoren (Linge 1), aber keine kanonischen Ein-
heitsvektoren,
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Der Beweis der beiden ersten Aussagen ist aufgrund der Vorbemerkungen eigentlich schon
klar. Wegen seiner praktischen Bedeutung beschreiben wir aber nochmals konkret das
Verfahren, das zur kanonischen Zeilen-Stufen-Form fiihrt:

Man sucht sich zunéchst irgendeinen Eintrag o;; der Koeffizienten-Matrix A aus, der von
Null verschieden ist. {Wenn alle Koeffizienten Null sind, so ist nichts mehr zu beweisen;
iinks steht schon die kanonische Zeilen-Stufen-Form mit I = 0, und je nachdem, ob b € R™
eine Nullspalte ist oder nicht, sind alle z € R™ Lisungen oder es gibt keine.) Dies ist das
sog. erste Pivot-Element. In der Praxis wahlt man es natirlich so, dass die Rechnungen
moglichst einfach werden; ein Pivot-Element mit Wert £1 ist z.B. fur Rechnungen von
Hand oft glinstig. Bei numerischen Verfahren zur Ldsung grofler linearer Gleichungssys-
teme wahlt man oft ein Pivot-Element von méglichst grofiem Betrag, weil durch das Pivot-
Element im weiteren Verlauf des Verfahrens zu dividieren ist und weil die Division mit
Zahlen von kleinem Betrag grofie Rundungsfehler mit sich bringt. Nun dividiert man die
i-te Zeile der erweiterten Koeffizientenmatrix durch das Pivot-Element a;; und subtrahiert
danach fiir A = 1...m mit k # ¢ das ay;-fache der (dividierten) i-ten Zeile von der h-ten
Zeile. Resultat ist eine Matrix, die als j-te Spalte den kanonischen Einheitsspaltenvektor
e; hat. Durch eine Zeilenvertauschung bringt man die i-te Zeile nach oben, durch eine
Spaltenvertauschung die j-te Spalte nach vorne. Danach hat man als erste Spaite den
kanonischen Basisvektor e; , also eine erweiterte Koeffizientenmatrix der Form

1 *

0 ) *

1B

0 *
rn—1

mit einer mx(n—1}-Matrix B (und beliebigen reellen Eintragen “x”). Mit dieser durch
die letzte Spalte erweiterten Matrix (B]%) fiihrt man nun dasselbe Verfahren durch, wobei
man aber das Pivot-Element nicht in der ersten Zeile wihlen darf, weil sonst die Nullen,
die man in der ersten Spalte schon erzeugt hat, wieder zerstért werden wiirden. (Wenn
B von Nuli verschiedene Eintrédge nur in der ersten Zeile hat, so ist man schon fertig.)
Resultat ist dann eine erweiterte Koeffizientenmatrix, deren beide erste Spalten kancnische
Einheitsvektoren sind:

10 *
01 *
00| (¢ |+
00 *
e e
n—=2

Nun arbeitet man mit (Cix) weiter, wobei das Pivot-Element nicht in den beiden oberen
Zeilen gewdlhlt werden darf. Nach endlich vielen Schritten gelangt man so offenbar zu der
in Teil (i) des Satzes angegebenen kanonischen Zeilen-Stufen-Form. Wichtig ist bei dem
Verfahren: Pivot-Zeilen, die zur Herstellung von Nullen in einer Spelte verwendet wurden,
sind danach tabu! Sonst wiirde man ja bereits erzeugte Nulleintriage wieder zerstéren.

Um die Eindeutigkeitsaussage (iii) des Satzes einzusehen, muss man nur bemerken, dass
zwel Gleichungen @, + e +. oo+ Cppp =dp, und p + T 1Zi1+ -0+ Chnln — cliih
genau dann fiir jede Wahlvon 2y, ..., z, dieselbe Losung z;, haben, wenn erstens dj, = d,
ist (wihle zp1 = ... = a, 1= 0) und zweitens c,; = G, fir j = I+1...n (wihle z; =1
und z = 0 fir I4+1 < k& <n mit k # 7).
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DISKUSSION: 1) Das beschriebene Verfahren heifit auch vollstindige Gaufl-Elimi-
nation, weil am Ende jede Basisvariable aus allen Gleichungen auBer einer vollstindig
eliminiert ist. Der Vorteil ist, dass man dann, nach Festsetzung der beliebig wahlbaren
Werte der Nicht-Basisvariablen, die Werte der Basisvariablen unmittelbar erhilt, ohne wie
bei der gewthnlichen (nichtkanonischen) Zeilen-Stufen-Form das vereinfachte Gleichungs-
system noch von unten nach oben lésen zu miissen, weil die Werte jeder Basisvariablen
von denen der Basisvariablen mit gréBerer Nummer abhéngen kdnnen. Die Berechnung
der Ldsungen ist also einfacher, wenn man die kanonische Zeilen-Stufen-Form des Glei-
chungssystems hergestellt hat. Allerdings erfordert die Erzeugung der kanonischen Zeilen-
Stufen-Form mehr Zeilenoperationen, also einen grifieren Aufwand, als fiir die gewohnli-
che Zeilen-Stufen-Form notig ist. Und dieser Mehraufwand tberwiegt meistens nicht die
dadurch erzielte Arbeitsersparnis bei der Lésungsberechnung. Wenn es also nur darum
geht, die Losungen eines konkreten linearen Gleichungssystems zu bestimmen, so ist die
“unvollstindige” GauB-Elimination, die zu einer gewthnlichen Zeilen-Stufen-Form fiihrt,
der einfachere Weg mit dem kieineren Rechenaufwand.

2) Die kanonische Zeilen-Stufen-Form hat alsc weniger praktische, sondern vor allem
theoretische Bedeutung. Ein wichtiger Gesichtspunkt, den wir als Teil (iii) des Satzes
schon hervorgehoben haben, ist ihre Findeutigkeit. Im Unterschied zur gewdhnlichen
Zeilen-Stufen-Form, ergeben zwei Rechnungen, die mit verschiedenen Wahlen von Pivot-
Elementen zur kanonischen Zeilen-Stufen-Form fiihren, nicht nur gleiche Stufenzahl I
(die Anzahl der unabhéngigen Gleichungen), sondern auch gleiche Matrixeintrige in glei-
chen Positionen der kanonischen Zeilen-Stufen-Form — vorausgesetzt man hat in heiden
Rechnungen am Ende dieselbe Zuordnung der Unbekannten zu den Koeffizientenspalten.
(Wenn man die Spalten in der Reihenfolge der Nummerierung der Unbekannten anordnet,
also iiberhaupt keine Spaltenvertauschungen vornimmt, so erhilt man also unabhingig
von den ausgefiihrter Zeilenoperationen dieselbe Zeilen-Stufen-Matrix mit kanonischen
Basisvektoren in den Spalten der Basisvariablen, vorausgesetzt man hat dieselben Unbe-
kannten als Basisvariablen gewihlt.)

Ein anderer Vorteil der kanonischen Zeilen-Stufen-Form ist, dass sie im Fall von unendlich
vielen Losungen eine spezielle Parametrisierung der Lésungsmenge liefert, in der die Nicht-
Basisvariablen die Parameter sind. Hat man z,, ..., 2, als Basisvariable, so lautet fiir » =
1... 0 die h-te Gleichung in kanonischer Form zj,-tcpip1@ip1-F. . .+ Cratn, = dy, . Wenn man
also die Nicht-Basisvariablen als Parameter r, wihit, so erhilt man die spezielle lineare
Parametrisierung der Losungsmenge mit der kleinstméglichen Zahl von n—I Parametern:

Ty, = dh““chjirlrl_---_chnrnvi fiir hill{,
Ty = They rk=I+1...m.

Hier sind die dj, und die Koeeflizienten ¢;; aus der kanonischen Zeilen-Stufen-Form der
erweiterten Koeffizientenmatrix des gegebenen linearen Gleichungssystems Az = b zu
entnehmen., Wenn nicht die ersten [ Unbekannten die Basisvariablen sind, sondern die
Unbekannten x;, ,...,z;, mit 1 < j; < ... < 5 < n, so dndert sich nur an der Num-
merierung etwas: Statt z; hat man oben z;, zu schreiben und statt z;, dann z;, , wobei
1< g1 < ... < jn €0 die Nummern der Nicht-Basisvariablen sind.
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3) Der Austausch einer Basisvariablen gegen eine Nicht-Basisvariable ist méglich,
wenn die Koeffizienten fiir beide Unbekannten in einer Zeile des Gleichungssystems in ka-

nonischer Zeilen-Stufen-Form von Null verschieden sind (d.h. in der Zeile des Systems,

die den Koeffizienten 1 fiir die Basisvariable hat, ist auch der Koeffizient vor der Nicht-

Basisvariablen s 0). Ist das in der h-ten Zeile der Fall und etwa 7 die Spaltennummer

der Basisvariablen, also ¢,; = 1, und § die Spaltennummer einer Nicht-Basisvariablen

mit Koeffizient c,; # 0, so kann man offenbar durch Zeilenoperationen die j-te Spalte in

den kanonischer Basisvektor e, verwandeln, wobei die anderen kanonischen Basisspalten,

auBer der mit Nummer ¢, nicht veriindert werden. Vertanscht man dann noch die é-te mit

der j-ten Spalte, so hat man wieder die kanonische Zeilen-Stufen-Form, wobei allerdings -
jetzt die vorher der Spaltennummer j zugeordnete Nicht-Basisvariable zur Basisvariablen-

Spelte Nummer ¢ gehért.

4) Im Fall eines Systems von n linear unabhéingigen Gleichungen fiir n Unbekannte hat
die kanonische Zeilen-Stufen-Form die Gestalt

1 dy
1 0 ds
0 11d,

mit der sog. n X n~Einheitsmatrix L, als Koeffizientenmatrix, das ist die quadratische
nxn-Matrix mit Eintragen 1 auf der Diagonalen und Nulleintrdgen iiberall sonst. Diese
Form des Gleichungssystems ist dann ohne Spaltenvertauschungen alleine durch Zeilen-
operationen herzustellen, d.h. die Unbekannten z; sind den Spalten der Einheitsmatrix in
der Reihenfolge ihrer urspriinglichen Nummerierung zugeordnet. Die eindeutig bestimmte
Losung des Systems ist dann natiirlich einfach die Spalte der rechten Seiten, die sich er-
geben hat, also ) = dy, 22 = dy, ... ,2, = d, . Ahnlich ist es bei m > n Gleichungen fiir
n Unbekannte, wenn davon n linear unabhéingig sind und der Konsistenzfall vorliegt. Die
erweiterte Zeilen-Stufen-Matrix hat dann die obige Form mit m—n zusétzlichen Nullzeilen
darunter. |

BEISPIELE (zur kanonischen Zeilen-Stufen-Form):

1) 3r =2y + z2=2
x —22=3

Dieses Beispiel haben wir schon friiher bei den Beispielen zur gewShnlichen Zeilen-Stufen-

Form behandelt.

3-2 1|2 — 2 ) 1

1 0-213 DO—-DO-3-O 0 — @H"‘@ 0 1-

bt (O

!
35 I ]
=1 N o]

Damit ist die kancnische Zeilen-Stufen-Form ohne Spaltenvertauschungen erreicht, und
die 1-parametrige Losungsdarstellung z = 34 2¢, y = £(t+1), z = t ablesbar. Wir kénnen
aber auch anders vorgehen:

T oy oz y z x|
3-2 1|2 = -1 1 ol =1 1 0 —I|-z
1 0-2/3 @~ —@ 3o gl s = 4.1

GEEETGRET N L Gl

Dies ist eine andere kanonische Zeilen-Stufen-Form desselben Gleichungssystems — wi-
derspricht das nicht der behaupteten Eindeutigkeit der kanonischen Zeilen-Stufen-Form?!
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Nein, weil die Zuordnung der Unbekannten zu den Spalten hier eine andere ist. Jetzt ist
x die Nicht-Basisvariable, und wir erhalten die Parameterdarstellung @ = r, y = 3(r—1),
z= %rm%. Da der Koeffizient von x in der obersten Zeile nicht verschwindet, kann man
auch y zur Nicht-Basisvariablen machen und erhalt die Parameterdarstellung der Losung
x=%2s+1,y =s, z= 2s—1. Jede andere Wahl von Zeilenoperationen und Spaltenvertau-
schuﬁgen, um eine kanonische Zeilen-Stufen-Form zu erzielen, fithrt auf eine dieser drei
Parameterdarstellungen der Losungsmenge und bei gegebener Zuordnung der Unbekann-

ten zu den Spalten zu derselben kanonischen Zeilen-Stufen-Matrix!
2) Bei 3r —2y + z=2
—-1.5 4y —5z=2"

soll in Abhéngigkeit vom Parameter b € R die Losbarkeit diskutiert und die Lésungsmen-
ge bestimm$ werden. Hier rechnen wir

b

32 1
Lo
—1.5 1 =05]b @_}®+%® 0 0 0|&+1 ,

die beiden Gleichungen sind also linear abhidngig (im Nachhinein sieht man jetzt natiirlich,
dass die untere Koeffizientenzeile aus der oberen durch Multiplikation mit *% hervorgeht).
Durch Multiplikation der ersten Zeile mit 3 oder —31 nebst Spaltenvertauschungen errei-
chen wir die kanonischen Zeilen-Stufen-Formen

Ty =z Yy T =2 Z Yy
1-2 1|2 1 -2 —Ll-1 1 -2 32
0 0 0]b+t 6 0 Qb+l 0 0 0fb+l
Nur fiir b = —1 existiert eine Lisung, und dann ist die Losungsmenge eine 2-dimensionale

lineare Schar, wobel wir hier zwei beliebige der drei Unbekannten als Parameter wihlen
kénnen, z.B. 2 =r,y =5, 2= ~3r 4+ 25+ 2.

3) T Yy oz z oy T
2 0-1] 0 -1 0 21 0
-1 2 0|-2 0 2-—1|-2
Bei —3 -1l 2] 2 hatten wir frither schon 0 0 1] 2 als eine

Zeilen-Stufen-Form berechnet. Hier subtrahieren wir nun das 2-fache der dritten von der
ersten Zeile, addieren die dritie zur zweiten Zeile und multiplizieren die erste Zeile noch
mit —1, die zweite mit % , um die kanonische Zeilen-Stufen-Form zu erhalten (die zweite
ergibt sich aus der ersten durch Spalten und Zeilenvertauschung):

Y
0
i
0

[ R IS I 3
— O Ok
OO o B
O e )
— o COln
=

o o

woraus man die eindeutige Ldsung x = 2, y = 0, z = 4 unmittelbar abliest. Die Koeffizi-
entenmatrix in der kanonischen Zeilen-Stufen-Form ist hier die Einheitsmatrix, und das
ist immer so, wenn man n unabhingige lineare Gleichungen fiir n Unbekannte hat.
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4) r Yy =z z oy x|
2 0-1] 0 -1 0 2[0
-1 1 9|-2 G 1 -—-1]-2
Bei —3 -1 2| 2 hatten wir frither schon 0.0 0] ¢ als eine
Zeilen-Stufen-Form erhalten. Nach Mult1phkat10n der ersten Zeile mit —1 hat man schon

eine kanonische Zeilen-Stufen-Form:

Yy T
1 0-2] ¢
0 1 —1|-2
00 0 o

Hier ist die Zahl der unabhingigen Gleichungen [ = 2, daher hat die Koeffizientenmatrix
eine Nullzeile. Weil aber auch der Eintrag auf der rechten Seite dieser Zeile Null ist, gibt
es Losungen. Man erhilt alle, indem man z als Parameter wihlt, in der Form 2 = r,
y =r—2, z = 2r aus der mittleren und oberen Gleichung. Da die Koeffizienten von z in
der ersten und zweiten Zeile s 0 sind, kann man auch y oder z als Parameter wihlen:
T =8+2,y = 8, z = 2844 beziehungsweise z = lf y = st—2, z = t. Wiire die kanonische
Zeilen-Stufen-Form z.B.

z Yy =z
1 020
0 1 0]-2
00 0| 0

g

so kinnte man nur x oder z als Nicht-Basisvariable (Parameter) wéhlen, da die Koeffizi-
enten von z und 2 in der zweiten Zeile Null sind. Die zweite Gleichung y = —2 bestimmt
ja auch y eindeutig, so dass y nicht beliebige Werte annehmen kann.

5) oy 4 2o — T3 b s =20 i 2-1 1
231 + 4z + T3 — 34 =10 ‘ 2 4 1-1
—z7 — 219 + 223 =0 -1-2 2 0
Bei 23 + x4 =10 mit Koeflizientenmatrix 0 0 1t 1

erreichen wir durch Addition der ersten zur dritten Zeile und Subtraksion des Doppelten
der ersten von der zweiten Zeile zunichst einen kanonischen Basisvektor in der ersten
Spalte (die rechten Seiten bei diesemn homogenen Gleichungssystem sind alle Null und
werden nicht notiert):

oo O
[ R ain N i Y L0
— = L
|
[

Ein weiterer, davon verschiedener, kanonischer Basisvektor kann jetzt nur in der dritten
oder vierten Spalte erzeugt werden. Mit Subtraktion der dritten von der vierten und des
Dreifachen der dritten von der zweiten Zeile und mit anschlieBender Division der zweiten
Zeile durch —6 und Subtraktion der entstehenden Zeile von der dritten erreichen wir leicht
die folgende kanonische Zeilen-Stufen-Form der Koeffizientenmatrix:

€Ty &g Xz Ty Ty Xy Ty Tg

1 200 100 2

G 0 01 01 00
00140 0010
0000 0000
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Dies ist eine kanonische Zeilen-Stufen-Form mit [ = 3 unabhéingigen Gleichungen. Die
zugehdrige Nullspalte der rechten Seiten haben wir nicht notiert. Um die 1-dimensionale
Lisungsmenge zu parametrisieran, kann man zs oder, weil der Koeffizient von z; in der
ersten Zeile nicht Null ist, z; als Parameter wihlen, nicht aber 23 oder z,. Die ejine Pa-
rametrisierung der Lésungen ist dann z; = ~2s, 23 = 8, 23 = 0, 2z, = 0 und die andere
Ty =71, Ty = m%fr, 23 =0, z4 = 0. Da x5 und x4 hier nur Basisvariable sein kénnen, ist
die Herstellung der kanonischen Zeilen-Stufen-Form mit den drei ersten kanonischen Ein-
heitsvektoren als vorderen Spalten nicht ohne Spaltenvertauschung méglich. {Das wollten
wir mit diesem Beispiel zeigen. Die Losungen kann man chne Rechnung schon aus der
Koeffizientenmatrix oben mit kanonischer erster Spalte direkt erkennen, weil die zweite
und dritte Gleichung offenbar nur von z3 = 0 und x4 = 0 geldst werden.) B

BEMERKUNGEN: 1) Es versteht sich, dass man bei der Herstellung der kanoni-
schen Zeilen-Stufen-Form bereits in der Koeffizientenmatriz vorhandene Nulleintrige zur
Vereinfachung der Rechnungen ausnutzt, indem man die Spalten, in denen kanonische
Basisvektoren erzeugt werden sollen, so aussucht, dass sie schon viele Nulleintrige haben.

2) Das letzte Beispiel zeigt, dass man aus den n Unbekannten nicht einfach n—I beliebige
ats Nicht-Basisvariable herausgreifen kann, wenn [ die Zahl der unabhéngigen Gleichungen
des linearen Gleichungssystems ist. An der kanonischen Zeilen-Stufen-Form sieht man:

o Genau dann sind n— hercusgegriffene Unbekannte als Nicht-Basisvariable wihlbar,
also als Parameter in einer linearen Parametrisierung der Lisungsmenge im Konsi-
stenzfall, wenn durch Zeilenoperationen | verschiedene kanonische Finheitsvektoren
in den Spalten zu den anderen Unbekannten herstellbar sind.

Leider kann man der ursprtlnglichen Koeffizientenmatrix meist nicht direkt ansehen, wie-
viele Nicht-Basisvariablen es gibt und welche der Unbekannten man dafiir wihlen kann,
sondern das ergibt sich erst im Verlauf der Berechnung einer kanonischen Zeilen-Stufen-
Form, wenn ndmlich erkennbar wird, dass gewisse Spalten nur in den bereits verwendeten
Pivot-Zeilen Eintrdge # 0 haben und somit fir die Erzeugung neuer kanonischer Basis-
vektoren nicht mehr in Frage kommen. L

DISKUSSION (lineare Gleichungssysieme und Spaitenoperationen):

1) (Zuléssige) Spaltenoperationen mit einer Matrix werden natiirlich ganz analog zu
den Zeilenoperationen erklirt: Vertauschung von zwei Spalten, Multiplikation einer Spalte
mit einer reellen Zahl # 0 (d.h. Multiplikation aller Eintrage mit dieser Zahl), Addition
einer Spalte zu einer anderen (d.h. Addition der Eintrége einer gegehenen Spalte zu denen
mit gleicher Position in einer anderen gegebenen Spalte) und Kombinationen davon. Bei
Zeilencperationen mit der erweiterten Koeffizientenmatrix (A]b) eines Gleichungssystems
Az = b bleibt, wie wir gesehen haben, die Losungsmenge I, erhalten. Hier gilt nun:

o Bei zulissigen Spaltenoperationen mit der Koeffizientenmatriz bleibt die Menge Z
der konsistenten rechien Seiten im zugehdrigen Gleichungssystem erhalten.

Wenn also y € R™ zuléssig ist, d.h. wenn Az = y eine Losung hat, und wenn A aus A durch
Spaltenoperationen hervorgeht, so hat auch A7 = y eine Losung ¥ und umgekehrt. Das
brancht man nur fiir die elementaren Spaltenoperationen zu iberpriifen: Bei Vertanschung
zweler Spalten erhélt man aus = die Lésung F einfach durch entsprechende Vertauschung
der Komponenten von z € R™ | bei Multiplikation der j-ten Spalte mit  # 0 erhilt man ¥
durch Multiplikation der j-ten Komponente z; mit $ und bei Addition der j-ten zur k-ten
Spaite erhélt man Z, indem man bei z die k-te von.der j-ten Komponente subtrahiert.
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2) Um Informationen iiber die Menge der konsistenten rechten Seiten y € R™ zu einer
mxn-Matrix A zu gewinnen, kénnen wir also A mit Spaltenoperationen beliebig umfor-
men und auf eine einfache Gestalt bringen. Erreichbar ist z.B. wie bei Zeilentransforma-
tionen eine Spalten-Stufen-Form und, wenn man noch Zeilenvertauschungen zulisst
(das verandert Z nur so, dass bei allen Vektoren in Z die Komponenten entsprechend
vertauscht werden), sogar die kanonische Spalten-Stufen-Form der mxn-Matrix A:

E o

m—k k | O

L% o -
o

k n—k
Hier ist die ganze Zahl 0 < k < min(m,n) eindeutig durch A bestimmt und heiSt der
Spaltenrang der Matrix; seine Bedeutung ist die (maximale} Anzahl der linear un-

abhingigen Spalten, ganz analog zum frither eingefihrten Zeilenrang [ von A.

3) Aus der kanonischen Spalten-Stufen-Form C erhalten wir nun sofort eine Parame-
trisierung der Menge Z der konsistenten rechten Seiten y € R™, indem wir die ersten k
Komponenten als Parameter 4, = r1, ...,y = 7, wihlen, das legt dann auch die ersten
k Komponenten o1 = 71,...,2x = 7 der Losungen z € R™ zu Cz = y fest, und y ist
zuléissig, genau wenn die restlichen Komponenten von y durch y; = cary +... + T gege-
hen sind. Das ist eine spezielle k-parametrige lineare Parametrisierung von Zund k ist hier
die kleinstmdgliche Parameterzahl. Gleichzeitig erhélt man auch ein System von m—k un-
abhéangigen linearen Gleichungen y; = ciiyr +. . .+ G, & < ¢ < m, dessen Losungsmenge
Z ist. (Wenn zur Herstellung der kanonischen Zeilen-Stufen-Form Zeilenvertauschungen
durchgefithrt wurden, so dndert das nur die Nummerierung der Komponenten.)

4) Nun haben wir aber schon frither gesehen, dass die Menge Z der konsistenten rechten
Seiten zu einer mxn-Matrix A eine [-dimensionale lineare Menge ist, wobei ! der Zeilen-
rang von A ist. Lineare Parametrisierungen von Z haben also die minimale Parameterzah!
!, und durch Vergleich mit 3) folgt & = {, d.h. wir haben folgendeses fundamentale Er-
gebnis der Linearen Algebra:

e Fir jede Matriz A gill: Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A) .
Diese ganze Zahl nennt man dann einfach den Rang der Matrix.

5) Eine beliebige homogene lineare Parametrisierung einer Teilmenge Z von R™ mit n
Parametern kann man immer als Beschreibung von 7 als Menge der konsistenten rechten
Seiten eines Gleichungssystems Az = y von m Gleichungen fir » Unbekannte auffassen
(1, ..., T, sind hier die Parameter). Aus 3) ergibt sich dann, dass dieselbe Menge Z
auch mit der minimalen Zahl k& von Parametern beschrieben werden kann, wenn k der
(Spalten-)Rang von A ist, und dass man ein System von m~Fk unabhiingigen homogenen
linearen Gleichungen angeben kann, dessen Losungsmenge Z ist. Es folgt (mit » statt m)
die fiquivalente Beschreibung k-dimensionaler affiner Unterrdume E von R™:

e I lisst sich affin-linear mit k Parametern parametrisieren, aber nicht mit weniger;

e Il ist Losungsmenge eines konsistenten Systems von n—k unabhdngigen, aber nicht
eines Systems von mehr oder weniger unabhdngigen, linearen Gleichungen. [



